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Streszczenie. W pracy rozpatruje etę izotropowa tarczę nieogra
niczone obciężonę oddziaływaniem sprężonego kabia zakrzywionego.Po- 
dano wzory w postaci zamkniętej na skłsdowe tensora naprężenia 1 
wektora przemieszczenia dla przypadku sprężenia tarczy nieograni
czonej odcinkiem kabla o trasie kołowej.

i. Wstęp

W precy [2] rozpatrzono szczególne przypadki ebcięZania izotropowej tar. 
czy nieograniczonej, dla których podano w zamkniętej postaci wzory na »kła
dowe tensora naprężenia i wektora przeaieszczsma.

W niniejszej pracy wykorzystano wyniki podane w [2] do zbudowania roz- 
więzania tarczy nieograniczonej obcięZoneJ oddziaływaniem sprężonego do
cinka kabla o trasie kołowej.

2. Założenia

Rozpatrzymy nieograniczonę tarczę izotropowa o stałej grubości h, «ry- 
konanę z materiału liniowo sprężystego, której płaszczyzna Środkowa spa- 
rametryzowana Jest ortokartezjańskim układem współrzędnych.Cpclęzenie tar
czy stanowi oddziaływanie odcinka kable sprężającego o trasie kołowej.

Promień trasy wynosi R, a Środek okręgu znajduje się w poczętku uni*- 
du współrzędnych (rys. 2.la).

Stan naprężenia i przemieszczenia wywołany powyzazyo obcięzeniaa c*r»- 
ślić można drogę superpozycji stanów dla dwócń przypadków cbcięzania:

I) siłami skupionymi (rys. 2.Ib) - odpowiednia naprężania 1 przeaia-
b b b b bszczenią oznaczono przez <J , 6 > o > u , v ,xa xy yy

II) równomiernym naciskiem radialnym (rys. 2.lc) - naprężenia 1 prze-
R R R R Rmieszczenia oznaczono przez 4 , ó , 6 , u , v .xx xy yy

Dla oceny wpływu sił tarcia kabla o materiał tarczy rozpatrzono niaza-
leżnie przypadek obcięzenle równomiernego p etycznego do trasy kabla
(rys. 2.Id) - odpowiednie naprężania 1 przemieszczenia oznaczono przez 
S S S S S 

óxx* 6xy* ó yy* u • v *
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3. Rozwiązania składowe

3.1. Obciążenie siłami skupionymi

Stan naprężeń i przemieszczeń dle obciążenia wg rys. 2.Ib otrzymamy 
drogą superpozycji stenów wywołanych siłą skupioną S, przyłożoną kolejno 
w punktach O. i 02 < Dokonując transformacji współrzędnych ws wzorach
na składowe tensora naprężenia 1 wektora przemieszczania dla obciążania
siłą skupioną, przyłożoną w początku układu współrzędnych (rozwiązania po
dane, np. w [3}, £4J a także [^J otrzymamy):

Ó X X  “ 4§Fi{/3 + ',^ a i 8 l n a i“ b i e in<% )  *  ( l - O  (S j C O S O ^ - b j C O B O g  )

- 2(i+<i)(e4coec^*a2einał-b4co8a2”b2*ina2^J • (S.l)

6 xy ' 2f^[(l~"5)(®3»l't«1-a1c‘»«ęl+t,1co8a2 -b38in<s^) ♦.

♦ 2 ( l+ w ’) ( a 4s in o Ł[- a 2 coBCe1+b2 cosoc2 -b 4e ino^  ) j  ,  ( 3 . 2 )
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óyy " 4»f> [(3+'iM b3C08(X2”a3C0s'Ii) + (1— Sjib^ino^-ajłtna^) -

-  2(l»<i)(b4co8it2+b2#łncj^-a4co«Tł -a2«ln*ł )J , (3.3)

[ (y_y )2 { y— y )2
(H-'C)2 (a5co«<Xil-b5co«a2 ■»----»r2”  aino^ - — — §—  alro^)

rl r2

♦ (S-iHieWeirttjl.n ^  - elns^ln - I^(O.O). (3.4)

i 2 (x-x0 '2 ix"xo )2{i-r«C) (bgSina^-OjSlno^ +-------£—  coe%, -  j—  co»^)*.
L ' r2 rl

♦ (3-«i)(l*'i)(co8iX2ln - coacr^ln )J - y^iO.O)/ (3.5)

b S
v * W ń t

gdzie t

x_ • R cos es, , O 1
yo - R sinoe1 . 

?o » R coscc^. 

y - R sin«.,

- (x-x0 ) ♦ (y-70 ) . 

* (x-f0 )2 ♦ (y-y0 )2 . 

x-xc

1 ‘  T '

(«-»= l(v-Vc !2
H . - * ą —  

v-y0
a, - — ,

ri

(x-70 )2 (y-y0 )
a a ....  .  — »

rl
(x-x )(v-'7 )
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(x-*0 )(y-yo )2 
b2 *  — ----

2

h i Ł  
3 ■ “ sr*

2

ix-x0 )(y-?0 )
5 " -------"5------- *

2

ub(0,0) « "4^  i * " '  £ (3-*0)(ln  ^  ♦ 1 +<«J (sina^-elna^)

vfc(0 ,0 ) » £  ♦ 1 +*ij (cosa^-cosc^)*,

h - grubość tarczy,

E,*P - stałe materiałowe trerczy,

A - rzędne punktów (0,+A), dla których przyjęto, Ze u(0,+A)'• O.

3.2. Obciążenie radialne i styczne

Obciążenie radielne wg rye. 2.ic otrzymać możemy Jako sumę dwóch ob- 
cięzen;

poziomego rozłożonego wg funkcji px ■ -pcosa
i pionowego rozłożonego wg funkcji p^ ■ -psino.

□la przypadku obciążenie poziomego px * -pcosa rozwiązanie podano w 
pracy [2 ] (wzory (4.19) do (4.33)).

wzory na składowe tensora naprężenia i wektora przemieszczenia dla ob
ciążenia działającego pionowo wg funkcji p1 » -psin* otrzymamy z wyżej 
wymienionych wzorów, dokonując cyklicznej zamiany ‘zmiennych.W sposób ana
logiczny obciążenie styczne wg rys. 2 .Id, uważać można za sumę obciążenia 
poziomego px ■ -psina i pionowego Py » pcosa. Rozwiązanie tarczy dla 
obciążenia poziomego px « -psina podano w pracy [2] (wzory (4.4) do
(4.18)), a dla obciążenia p « pcosa otrzymamy Je, dokonując w wymienio-

y o
nych wzorach cyklicznej zamiany zmiennych.

Pomijając kolejne przekształcenia poniżej przedstawiono wyniki koócowe
przeprowadzonej superpozycji.

Wprowadźmy oznaczenia pomocnicze 1
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A - 4(x2+y2-R2 )2 , 

a ■ x2 + y2 ♦ R2 ♦ 2xR,,

m * x + y2 ■ 2 ♦ R2 ,

2 2 2c * X + y ♦ R - 2xR,

q2 - QŁ - | « 2 - i  0c1 .

aain - 2yRcos aeln 5^ - 2yRco* ^
Og « arc tg  g   - arc tg    1~

COS ^  (x2+y2-R2 ) COS (x2*y2-R2 )

Q3 - ln 3 r2

2 2 
**3 * Q4 “ cos 2~ “ 008 Y " ‘

q4 ■ Q5 ■ O.SfsinO^-SinO^ ),

2 *2 2 ®icos s—  cos *—
«6 « " T T --------

2 ri
8lnojg slno^

°7 ' 2r| '

asinsc - 4yRcos —
„1 . m  ----- 2----------

asinOj - AyRcos r^-

O
W przypadku obcięzenia radialnego (rya. 2.1c) otrzyaaeys

1° dla punktów płaszczyzny spełniających warunki x2 ♦ y2 i R2 i x2 ♦ y~.0

ó xx - ^ r E « 1 KI' (3.6'
1

ó xy " ^ e S Q1L1* <3-7 '
1

6 yy "  ( 3 -8 )
i
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uR - | J^(»ln ■s1-*łiyx^ )ln A •» elno^ln r2 -

- 6lrv7.. - i  (c,c). (3.9)

4 ^  

A

(3--v)(l+ K) Ĵ Ccoeęp.-cos^ JlnA-cosaglnr^coei^ln^

*y rjiTi + (i+‘>)2 y^ * - vr (o,o)j (3.10)

2° dla punktów okręgu *2 + y2 * R2 ze wyjotkiern punktów przyłożenie ob
ciążenie (iuk okręgu zewerty Eię-dzy promieniem o nachyleniu 05̂  « 2 ) t

3 xx 47*0

',k . ¡^ 
xy 4J.n (l->v}

i ^ i  - 2< J .
i J

}.).Liql * ^ L W I -
i  3

r -> 4- -1

y’ yy ’ 4777 | (l-^)̂ Micłi * (3-'i)VMiq1 - 2 ^ ] .
1 3

ulł -  4^HiT | ( 3 - ' i ) ( l* 'v )  ^ (e ln * j—alnęig )ln A  •*• e in O g ln rg  -  e ln o C jln fj

♦ N3tf1]-2(l + ,i)2 (N2q2*q4 )

v* * ¿ 37*7 |(3--v)(itń') ^cos't?-coea1 

3 . 3 _ _

łl « Tiqi| 4 a + 'i)2L , T iqi

(3 .1 1 )

(3.12)

(3.13)

*“R / _ \- u (o,o). (3.14)

)lnA  -  co ec^ lnr,, * c c e o ^ ln r j *

t*Ri .
-  V  ( o . o ) l

3 dle punktu O(o,o)

'* xx “ “ 4§h (»«Ofag-o^) ♦ 6102^-8102«^ .

^ xy " ¿717 [(1 ♦ 'i’ )(cob^x2-co6Z« 1 ) - (3-'i)(8ln‘:a;2-eln2« 1 ) j.

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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- sirtódCg+sinaoCjJ ,

||S . v 8 » Ol

gdzie t

uR(«.o) - (S-Ofl+^felno^-fln^Jln

ę R (o,o) « (3— i) (lt •«) (cosocg-coaaj)ln jj,

W przypadku obciążenia atycznogo (rys. 2.Id) otrzyaaayi 

1° dla punktów płaszczyzny spałniajęcych warunki

x2 ♦ y2 ji R2 i x2 ♦ y2 <f O* 

ó xx ■ H h L BiQi'

(3.18)

(3.19)

(3.20)

6xy ’ " í f e Z ' f o *  
1

• - S f e í - Í « ! -yy

- z i ł

+ COSCę.

(3-<0)(i+*i)  ̂(cossCj-coaoi^ )lnA - coe<x,lnr2 ■*. 

;1lnr1J + 4(l+«i)V]G*QA - uS (o,o),

pR
41hc

(3-'i)(l+'t>)^(sin«1-sini<2 )lnA ♦ sind^lr

einct.¡.lnr, 1  ♦ 4(1+“«) T ~ H * Q  ]  - v^o.o)* i ij ^  t tj

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

2° dla punktów okręgu x2 + y2 ■ R2 , za wyjętkian punktów przyłożenia ob

ciążenia s

*y

E qi “ 2 (lW) X 8iqi
L Y ¿

r 4 4

- -  § d  <ł - ^  2 c i q i  ♦
L i i

(3.25)

(3.26)
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b -  - fSr yy 4jin

..S _pR
3iRE

Z ° i qi  * &  qi  -  • (3-27>
-1 1 J

(3 -«C )(l+ « {) l i c o e s g - c o s a j j ln ^ - c o 8 < ^ ln r 2 ♦coecę1l n r 1 +

3 3
y ~  G1q1 j +■■(!♦ *0)2 \ _ l l - u^o.e). (3.28)

(3--f)(i+«v) [(slnaCj-sina^ )lnA ♦ eina^lnr2 - sinetln^ +

(i*^)2 ^ 1 - y^o.o). (3.29)

3° dla punktu 0(o,o)

6 xx * 3ł T> [2 (.• i r ‘« 2-8Łn'4« j ) + ( l + ^ f c o a ^ - c o a 4^ ) ] ,

6 "v * fiF (1_'V,)f6in2it2-sin23c1 ) j

j ... * l i J - ^ f s i n ^ - i i n ^ )  + (i+*i)(cofc2a 2-co62a ł )j., S P
’vy

u“ ■ vS * O i

gdzie:

uS ( o , o ) , «  -  jlp g - ( l+ “\>) [(3-«v)ln  f  + 1 + *?J (coeocg-coeocj) ,  

v S ( o , o )  « -  ( 1 + "W [  (3 -* i) ln  £  ♦ 1 •'Ój (e in a ^ -s in o ^ ) .

(3.30)

(3.21)

(3.32 )j 

(3.33)

Gdzie we wzorach (3.6) do (3.25) oznaczono:
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B7

H*

D* « -C| - -k| - 2 m£ = L* • <-(3-'ł)
ro

D| - C* - K* - -M* - t*6‘ - C3— 5)
O

Dl » -Lg * ~ s~ 2  i }*>A f3y2—X2 ),
2ero

O* « -L* - — J  <l*-î)yK4(3x2-y2*«2 *4xR), 
2aro

“ 4 (2dß2 + ro ) *2Rr

  2dR
2 ’ Tï^vJ “

O

-K* - M* * -i-jr (l*'i)ylS'{3x2-y2-K2 )ł
2ar

-ICÎ B M* m — i*. \û (3xy -X -xR^-2Rd)(l+'i), 
2ar„

-4N* - -2T* - -2T* » =*§■,
3 1 1 «'I

¿ Ü *  - 2T* - -T| -  * - % ,
■* 2Rr*

xR
2r2*

2N* * -2N* ■ 4 T *  - -  ¿SHL 
1 1 3  Rr.

II* M* .Tł X VÎT
2 " 2 " ’  *r>2Rr~

vR
22r

-Mg ■ (l-<i)Rd - 
ro

-K£ - (ł-rf)Rd - 
r„

-^Ç (4x - 3R*}.
2R

Bg » 4Cł « ec^ « D2 « -4Kł » 4M, » 2Ug » 3 ^ *
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B3 - 8§3 = 2C4 ■ 8C4 - Dj « 8D3 » -4K4 :m 4M4 - 4L^ ■ - 4jr,

B4 » 8B4 2C3 - -8C3 « 04 - 8D4 - 41^ - -4Hj . 4L4  •

9z “ 2E2 “ “ <v2-*2}*

0l “ 2F? (4*2~rZ^

Ga - 0.5H2 - 0.5?^ - -O.Sf^ ■ T j » -  |}j,

G2 - G2 - -2H4 - -203 - T2 - -T2 « - g,

G3 - -G3 -H4 « H4 « T3 a -f3 - -N* - R| - T* - -T* - 1.

H = H- N* -  Ń* « O,3 3 ^ 4

2xi
*2 - -Ife -  jH b

Wzory (3.11) do {3.15) ((3.25) do (3.29)) otrzymać można bezpośrednio
ze wzorów (3.6) do (3.10) ((3.20) do (3.24)) etosjjęc przejście graniczne
przy x2 + y2— —  R.

W podobny sposób, stosujęc przejście graniczne przy x — o i y — -o;do
wzorów (3.6) do (3.10). ((3.20 do (3.24)) otrzymać można wzory (3.16) do
(3.19) ((3.30) do (3.33)). Oznacza to, iż funkcje (3.11) do (3.19)((3.25)
do (3.33)) ucięgleję funkcje (3.6) do (3.10) ((3.20) do (3.24)) w punkcie

2 2 20(o,o) oraz w punktach okręgu x + y ■ R za wyjętkiem: punktów, w któ
rych przyłożone jeet obciężenie.

Korzystajęc z otrzymanych powyżej wyników pamiętać należy o tym, że 
funkcja Q2 (x,yjRo^.ei^) lest osobliwa dla o^, oc2 *3t . W punkcie tym na
leży zatem za wartość funkcji przyjmować jej wartość granicznę przy

ai' ‘*2’*' *  z prawej lub lewej strony.

Przyjmujęc we wzorach (3.6) do (3.8), że oblciężenie rozłożona jest 
wzdłuż całego okręgu (oSj * O, <X2 o E) otrzymamy!

1 ° dis x2 + y2 <  R2

6 xx " * 6 yy " (l+^P.

6 R m O, xy '
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uR ■ - gfg' (l-1?2 )*»

V R  » - -rfe (l-w2 )yj

2° dla x2 ♦ y2 ;> R2

6 *  = -  ( l —C)pR2d .
xx yy 2 r >O

ó xv " d-iJpR2^ .
V hr*O

uR “ ■ znc (■‘“'i2 '’ *<R - - yfę (l-*^1
1 r>

e więc wyrażenie lbertvczre, ;akla ctrzyrał F. A S O C F ^ M U  w pr«cy [l].
Surę rozr.igzar cle c; tićie- w- rve, i.ib l c (wzory (3.1) co (3.19’) 

deie »yrtieMt re tt;. :ort :w  to* i. ttBf-ęzer.ig i weictcre przeeisazciania 
cle tarczy epręzcnej odcinkier kotowyc «.tcis:

6 xx * 6 xx * 6 *x' (J*3 4 ’

Ó x y - 6 ^ y * ó Ry. (3.35)

^yy * ̂ yy ^ y y *  (s*5 6 '

U a Ub + UR, (3.37 )

V w ■*■ vR. (3.38)

Wzory (3.20) do (3.33) otrzymen* dla obciążenie stycznego do csi kaSła 
pozwelej-ę uwzględnić wpływ tarcia kabla o caterial tarczy na stan naprę
żenia w tarczy nieograniczonej.

4. Zakończenie

Rozpatrzmy ne zakończenie dwa przypadki obciążenia tarczy nieograniczo
nej pokazane ne rys. 4.la i b.

Dla obciążenia wg rys. 4.le wzory opisujęce sten nspryzen i przeeie- 
szczeń otrzymamy ze wzorów (3.20) do (3.24), podatswiajęc za -Z, « 0  1
Ctg * 231 i uwzględniając osobliwońć funkcji w punkcie tt • X-
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a ) b)

Rys. 4.1

Ot rZyraamy:

1° dla x2 + y2 :> R2

- 6 « 6 »yy xx
2 p R 2 x v

hr.

',s - fisf-.
hro

xy

uS . - h  (*-»> h -

vS ■ (l+Ą)

2° dla x2 ♦ y2 «i R2

6 S -6S « ó S « 0 ,xx yxy yy *

uS ■ - (l+^Jy,

v S » ^  (l+«i)x.

We współrzędnych biegunowych wzory na naprężenia przyjmę postać: 

1° dla x2 + y2 >  R2
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2° dla x£ + v2 c ^
>S ,S ¿5
roro “ 6 r0^“ V

0.

*«e rys. 4.2a pokarano wykrae naprężeń 6  * przekroju x ■ 0, a n ta-
bllcy 4.1 podano «artońci tych r.aprężen.

a)

0.25

4.0

4.0

o.zs

y

20

_R

-R

-20

b)

20 M  -00748

p k
R L"~jr^-0.20tl

r — 3**< D J 6 7 S

! 0.0132

m

0.0344

0.0273

-R

-20

4 X

Rys. 4.2

Tablica

e -  i . o l 0 -5

yi

"■ ? .............xy
nnożnik R >1

6*y
encinik &

-20 0.250 -t io - t ) 0.000
-19 0.277 -9 c.ooo

. -18 0.309 -8 o.ooo
-17 0.346 -7 0.000
-16 0.391 -6 0.000
-15 0.444 -5 0.000
-14 0.510 -4 0.000
-13 0.592 -3 0.000
-12 , 0.694 -2 0.000
-11 0.826 -1 0,000
-(10+ ) 1.000 0 0.000
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Ola obciążenia wg rys. 4.Ib wzory na naprężenia i przemieszczenie są 
identyczne jak wzory (3.6) do (3.19) dla oc,, - 0.25Xi i cc,, ■ 0.75®.

O D
w tablicy 4.2 podano wartości naprężeń 6 , 6 dla tego przyped-

yy d
ku obciężenie w przekroju lezęcym w oei symetrii. Wykres naprężeń 6£x 
w przekroju x ■ 0 pokazano na rys. 4.2b.

Do obliczeń przyjęto <v' ■ g, R ■ 10 m. Obliczania wykonano na maszynie 
cyfrowej 0DRA-1204, dla ktirej opracowano odpowiednie programy na podsta
wie wzorów (3.6) do (3.33).

Tablica 4.2

>i
XX

mnożnik
xP 1

*i

vtr
°xx.
c.d. *i

yv
mnożnik Vi

----
yy

c.d.

100 h

-20 2.728 5 -11.073 -20 +1,221 5 -3.667

-15 2.796 6 -15.859 -19 -1.263 6 -3.689
-18 2.867 7 -21.204

COri1 -1.307 7 -3.675
-17 2.936 8 -26.729 -17 -1.354 8 -3.545
-16 3.013 9 -32.025 -16 -1.405 9 -3.619
-15 3.086 10-8 -36.776 -15 -1.460 10-8 -3.614
-14 3.163 10+6 -20.109 -14 -1.518 10+6 6.365
-13 3.236 11 -16.926 -13 -1.581 11 5.642
-12 3.311 12 -14.757 -12 -1.649 12 5.C48
-11 3.380 13 -13.160 -11 -1.723 13 4.558
-10 3.443 14 -11.967 -10 -1.802 14 4.145
- 9 3.495 15 -10.875 - 9 -1.888 15 3. 792
- 8 3.532 16 -10.000 - 8 -1.982 Ł6 3.487
- 7 3. 546 17 - 9.243 - 7 -2.083 17 3.222
- 6 3.527 18 - 8.581 — 6 -2.194 18 2.990
- 5 3.460 19 - 7.996 - 5 -2.313 19 2.786
- 4 3.326 20 - 7.476 - 4 -2.443 20 2.606

- 3 3.095 - 3 -2.582
- 2 2.727 - 2 -2.731
- 1 2.165 - 1 -2.888 £ = 1,010“5

0 1.332 0 -3.040
1 0.125 1 -3.211
2 -1.583 2 -3.364
■j -3.440 3 -3.499

* -1
-7.079 4 -3.603

Omówione w niniejszej pracy przypadki obciężenie tarczy nieorganiczo- 
nej stanowić mogę podstawę do rozwięzania problemu rozkładu naprężeń i 
przemieszczeń w belce-ścienie obciężonej oddziaływaniem sprężajęcego kabla
ZBKrzywionego.
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M30IPCHHAH EECKOEE^CiAn TCUCTHHA
n oi HArpysKGż SAKpyhehec rc kabejm

P e 3 b m e

3 pabOTS paccMaTpzaaeTCA ascrpcnKas CecKCH-euKa« 3ziotitHa,20żBep*śHa z e *-  
ctbhb HanpaxesHorc saKpyvesaoro KaCeaa. 'JIpaBełeH* CKCś-zateżbnue iiopuyzu » u  
KOKBOHSHTCB reKsepa Hanpa*ea;ta a eexicpa cepeueŁem;« i  izyuae nać p.<ae .<?;:* 
SecKOEeuHOg naaciKHu orpeaKou Kafie-is KOZŁasBoS joparu.

ISOTROPIC DISC PRESTRESSEO BY A CURVED CA3LE 

S u b  is a r y

■An isotropic infinite disc loaded by a prestressad curved cscie is cc--— 
sidered. The results in the closed form era presented in the cuss of an 
infinite disc prestressed by a curved cable.


