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ROWNOLEGLE WYKONYWANIE ZADA® PRODUKCYJNYCH PRZEZ URZADZENIA
O ZADANYM PRIORYTECIE

Streszczenie. W artykule rozpatrzono zadanie wyznaczenia harmono-
gramu dla maszyn pracujacych rownolegle na wspélny magazyn przy zada-
nych priorytetach wkaczania maszyn. Zaproponowano heurystyczny algo-
rytm rozwigzania tego zadania. Takie zadanie moze réwniez powstac¢ w
wyniku pewnej dekompozycji ogélniejszego zadania wyznaczania harmo-
nogramu dla maszyn- bez zadanego priorytetu wkgczania.

1. Wstep

/
W zautomatyzowanych systemach produkcyjnych dazy sie do minimalizacji

“produkcji w toku", ktérej wartos¢ w duzym stopniu okreslona jest przez
niezbedne do normalnego toku produkcji zapasy w magazynach miedzyopera-
cyjnych.

W artykule rozpatruje sie zadanie, w ktérym K urzadzen produkuje okres-
lony wyréb do wspélnego magazynu. Wypdyw z magazynu jest zadany prz. z plan
produkcyjny. Poszczeg6lne urzadzenia charakteryzujag sie zréznicowang wy-
dajnoscia czy tez roéznymi kosztami jednostkowymi. W wyniku takiego zréz-
nicowania okreslona jest kolejnos¢ (priorytet) whaczania urzadzen.

Rozpatrywane zadanie polega na wyznaczaniu harmonogramu dziatania

poszczeg6lnych urzadzen, tak aby zminimalizowaé¢ funkcje celu réwng sumie
kwadratéw réznic miedzy sumarycznym doptywem a wypdywem produktu z maga-
zynu, z uwglednieniem ograniczen na minimalng i maksymalng pojemnos$¢ maga-
zynu. Zadanie sprowadzono do liniowego zadania programowania binarnego.
W takiej postaci moze by¢ ono rozwigzane za pomoca standardowego pakietu
komputerowego. Wobec tego, ze takie pakiety sa mato efektywne przy wiek-
szej liczbie zmiennych (powyzej kilkuset), opracowano wyspecjalizowany al-
gorytm heurystyczny. W tym celu zadanie sprowadzono do wyznaczenia quasi-
optymalnej $ciezki w grafie ukierunkowanym, z dwustronnymi ograniczenia-
mi na parametry wezkéw.

Rozpatrywany problem mozna rozszerzy¢ na przypadek produkowania przez
te same urzadzenia kilku produktéw z uwzglednieniem czaséw przezbrojen.
Wymaga to jednak zatozenia o kolejnosci produkowania poszczegélnych wyro-
béw.
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Dla przypadku, gdy a priori znane sg jedynie statystyczne reprezenta-
cje wyptywéw z magazynu, przedstawiono sposOb operacyjnego zarzadzania urza-
dzeniami produkcyjnymi. Polega on na biezacym nadazaniu stanu magazynu za
stanem optymalnym (lub guasioptymalnym) wyznaczonym na podstawie reprezen-
tacji statystycznej. Przy takim nadazaniu uzytkuje sie jedynie informacje
o wyptywie w biezgcym przedziale czasu.

2. Sformutowanie zadania

Rozpatrujemy zadanie ukd#adania harmonogramu pracy K réwnolegle, pracuja-
cych urzadzen dostarczajacych produkt do wspélnego magazynu. Harmonogram
uk¥adany jest na horyzont czasowy skdadajgcy sie z N przedziatdédw czasu
(okreséw) .

Przyjmujemy, ze zadane sa priorytety dziatania poszczegélnych urzadzen,
CO oznacza, ze urzadzenia o nizszym priorytecie (np. o wyzszych kosztach
jednostkowych lub o gorszych parametrach technologicznych) dziatajg, w mia-
re potrzeb, jedynie wowczas, gdy dziaktajg urzadzenia o priorytecie wyzszym.
Poszczegélne urzadzenia numerujemy w ten sposéb, ze im wyzszy jest priory-
tet .danego urzadzenia, tym wyzszy nadany mu numer.

Réwnanie bilansowe magazynu ma postac:
K
si = g - an fs@ =sQ ; i=l,..._,N (€))

przy czym; sA = s(i) - stan magazynu na koncu i-tego okresu,
aA = afi) - wyptyw z magazynu w ciggu i-tego okresu,

= g-*(i)- doptyw z j-tego urzadzenia w i-tym okresie.
Doptywy do magazynu okreslone sa wzorami:

gi = Qi xi - < j=I».__,K (@)
przy czym: ~j _~1 - przy j-tym urzadzeniu dziatajacym w i-tym okresie,
n 0 - w przypadku przeciwnym, (©))
- wydajnos¢ j-tego urzadzenia w i-tym okresie,

W rozpatrywanym zadaniu optymalizacyjnym o binarnych zmiennych decyzyjnych

funkcja celu ma postac:
N k

J="1 (@ - 1 a?)2 ()
1=1 1 J=l
przy czym obowiazuje ograniczenie:
s’ 1 S§j i1 s* ; i=l, .., N ®)

podstawiajac (1) do (4) mozna przeksztatci¢ funkcje celu do postac:*.:
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Minimalizacja (4) jest wiec réwnoznaczna z minimalizacja, w sensie
Sredniokwadratowym, wahan zapednienia magazynu.

3. Zadanie optymalizacji

Wzér (@, po uwzglednieniu (2) , mozna przeksztalci¢ do postaci:

A2~ d 2 K-1 , , K _~
J=r a+ 1 Q7 ) 2a, QixJ + 2 1 Q™x( ( z Q,x.) (@)
i=l 1 j=I 1 1 11 J-1 11 1-§j+1 11
Z zasady dziatania priorytetdw i sposobu numeracji urzadzen wynika:
L
xN = 0 implikuje xX* « ... x? 1 -0
_ - 3 e A
N implikuje x-|+l«__. xlé »1 MEEEERRN )
Zgodnie z (3) i (8) mamy:
2
5oz
1 Xn= x? 1 ok jg»l,...,K; i-1,.._,N 9
1 1= 91 s1=j+1 1 Y ©
Podstawienie (©) do (7) daje:
N y K JJ
J= 1 (, + 1 b}x") 10)
i=l 1 j=1
przy czym:
QbJt J-1, K-l

o=, -2 Gy 1-jl+l £

bi =Qif Qi " 2ai) ;

W wyniku dziatania zasady priorytetéw mozna wiec wyjsciowg kwadrato-
wa Ffunkcje celu przeksztakci¢ do postaci liniowej wzgledem zmiennych binar-
nych x~. - *

Jednoczesnie zasade priorytetdéw mozna przedstawi¢ w postaci zbioru

ograniczen na zmienne binarne:
Xi+l~ xi * 0; i«l,_ __,N ; jJ-1,._._.,X-1 a2
Podstawiajac (2) do (5) otrzymujemy ograniczenia na poziomy magazynu

w postaci jawnej wzgledem zmiennych binarnych:
i i Ko i
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W ten spos6b zadanie utozenia harmonogramu optymalnego przy zadanych
priorytetach sprowadzono do standardowego zadania programowania binarnego
liniowego: minimalizacja funkcji celu (10) przy ograniczeniach (12) i (13),

Problem mozna réwniez sprowadzi¢ do zadania programowania catkowito-
liczbowego, przyjmujac jako zmienne decyzyjne liczby urzadzen r» dziataja-
cych w poszczegélnych okresach. Yiiemy bowiem, ze jesli w i-tym okresie
dziata r™ = K-1 urzadzen, to sg to urzadzenia o numerach:

1+1,1+2
przy czyjn 1= 0,..., K.

Sytuacji, w ktorej dziaka K-1 urzadzeh, odpowiadaja jednoznacznie nastepujace

wartosci zmiennych binarnych:

1 2

1 ) 1+11
Xt =XA= ... x1 =0 ; = X1 eeee = X

r2X . as

i
Przy dziakaja wszystkie urzadzenia , przy ri= 0 - Zzadne
z urzadzen nie dziata.
Funkcje celu, po uwzglednieniu (8) , mozna zapisa¢ w postaci jawnej
zaleznosci od liczby urzadzen rt dziatajacych w poszczeg6lnych okresach:

N K
IO 54 Ctkern BEER a5
przy czym; r = [r. iru]T ; r.f {0 ,....,K); E bl =0
1 1=K+1

Zadanie sprowadza sie zatem do minimalizacji (15 wzgledem r~ii“l,. ..
przy zachowaniu w kazdym okresie warunku (5):

min J(r)iz W a,2 % min '\i b,l

rrio K) “ i=I r~0,..., K} il 17-ri+l

g™N j san s M MM Gosioio oM™ {16)
ifil,.._,N) if{1,.._.,N)

Zadanie (15) wyznaczenia optymalnych wartosci r = j?, minimalizujacych
funkcje celu (13) przy ograniczeniu (5), mozna zilustrowa¢ za pomoca grafu
drzewiastego.

Stany magazynu w okresie i-tym, i=0,...,N , sa reprezentowane przez
wezdy grafu. Kazdy stan s™ jest jednoznacznie okreslony przez stan w okre-
sie poprzednim oraz liczbe urzadzen dziatajacych w okresie i-tym:

si = si (si-I'ri} <17n

Graf rozpoczyna sie wezdem sO i konczy weztami sN(SN_jrri)m
Wezty znajdujace sie na trajektoriach stanéw dopuszczalnych powinny .spehiac-
ograniczenie (6) . Liczba trajektorii mozliwych wynosi (K+I)N.

Parametrami gatezi grafu sa wartosci funkcji celu w i-tym okresie przy
wdgczonych r urzadzeniach:
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J.(r)*= - I (bh + - "13)
1 I=K-r+1 1 1

Algorytmy wyznaczania Sciezki optymalnej przedstawiono w punkcie 6.

4. Sterowanie ze sprzezeniem od stanu

Przy wyznaczaniu trajektorii stanu(optymalnej)zaktadalismy znajomosc
a priori wyptywéw z magazynu w catym horyzoncie planowania. Rozpatrzmy
przypadek, gdy" informacja taka dotyczy jedynie reprezentacji statystycznej
takiego ciagu. Powstaje problem sterowania biezacego magazynem przy znajo-
mosci jedynie aktualnych wartosci a™.

W opisanej sytuacji proponuje sie postepowanie polegajace na nadaza-
niu za optymalng trajektorig stanu s , wyznaczong na podstawie znajomosci
reprezentacji statystycznej cigagu a™.

W tym celu w kazdym kolejnym okresie i wyznaczamy liczbe dziatajacych

urzadzen r°= r~ , ktéra minimalizuje czastkowag funkcje celu sterowania
biezgcego:
DA = (8" - s™M)2 ; i=1,2,.._,N 9
przy ograniczeniach (6) , przy czym : stan optymalny w okresie i-tym
lf 1 s
i i«l,2,...,K 20}
IK-rj+1 1

Wobec tego, ze minimalizacja (19) moze dawad rozwigzania niejednoznacz-
ne, nalezy dodatkowo sformudowa¢ zasade, wg ktorej preferuje sie jedno
z dwéch rozwigzan. Moze to by6é np. wybér mniejszej z dwéch wielkosci lub
tez wartosci, ktdéra prowadzi do stanu s” bardziej oddalonego od ograniczenh.
Przy takim podejsSciu, jesli w wyniku minimalizacji D, otrzymujemy wartosc¢ -
rt Loraz 2rn , przy czym;

DN (?3) = Di (r2) (@2}
to
r, jesli A(ri)™ A(r2)

ri=( F% w przypadku przgfciwnym @
przy czym:
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S. Produkcja wielu wyrob<5w *

Zakézmy, ze na tych samych urzadzeniach produkuje sie M wyrobéw,przy
czym zadana jest kolejnos¢, w ktérej uktadane sa harmonogramy ich wykonania
- zgodna z kolejnym numerem wyrobu: m=I,...,M.

Jak z tego wynika,poczatkowo uktadamy harmonogram dla wyrobu 1-go bez
dodatkowych ograniczen. Natomiast przy ukfadaniu harmonogramu dla wyrobdéw
nastepnych (m=2,...,M) nalezy uwzgledni¢ zajetos¢ maszyn, wynikajaca
z harmonogramu dla wyrobu 1-go.

Przyjmujemy, ze j-ta maszyna ma przy wykonaniu m-tego wyrobu kolejny
numer j~ , wynikajacy z zasady priorytetéw dla tego wyrobu.

Uwzglednienie zajetosci maszyn wynikajace z harmonograméw dla wyrobéw

..., m-i moze mie¢ posta¢ implikacji:
=1 > = = .= -0 (¢Z))
przy czym; - wydajnos¢ j-tej maszyny przy wykonywaniu m-tego wyrobu

w i-tym okresie.
Podobnie mozna uwzgledni¢ czasy przezbrojen. Niech przezbrojenie ma-
szyny j-tej z produkcji produktu m-tego na produkcje produktu m+l-go wymaga
okreséw. Nalezy wtedy przy opracowaniu harmonograméw dla produktéw
m+l, . ..., M uwzgledni¢ Implikacje:

*1" - * _ Qi+h = 0 dla h=1 <m +1
g=m+l,...,M (25)

6. Algorytm heurystyczny

Heurystyczny algorytm wyznaczania liczby maszyn whaczonych w kazdym
okresie rozpoczyna sie od wczytania danych, takich jak: liczba okreséw N,
maksymalna liczba maszyn K, wypdywy z magazynu &, oraz wydajnos¢ maszyn
o~ » i=l,...,N , j=i,...,K. Nastepnie wyznacza sie optymalng liczbe maszyn
dziatajacych w i-tym okresie, przy czym nie uwzglednia sie ograniczen na
minimalng i maksymalna pojemnos¢ magazynu. Po wyznaczeniu tej liczby (r™*)
nastepuje sprawdzenie, czy stan s”™ wynikajacy ze stanu SE£ j ,liczby wkaczo-
nych maszyn r°pt oraz wyptywu z magazynu a” spednia ograniczenie (5).
Jezeli tak, to przechodzi sie do wyznaczania liczby wkgczonych maszyn
w kolejnym ii+l)-szym okresie. Jezeli ograniczenie (5) w i-tym okresie nie
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jest spelnione, to przechodzimy do korekcji liczby =4aczonych maszyn w okre-
sach poprzedzajacych #acznie z okresem i-tym.

Korekcja rozktada sie na dwie czesci, w zaleznosci od tego,czy przekro-
czony jest poziom® minimalny magazynu,czy poziom maksymalny.Przy przekrocze-
niu poziomu minimalnego, we wszystkich okresach, ktére obejmuje korekcja,
probuje sie whgczy¢ wieksza, niz uprzednio wyznaczona, liczbe maszyn.
Wkaczenie dodatkowej maszyny powoduje zwiekszenie zapeknien magazynu,poczaw-
szy od rozpatrywanego okresu,o wartosci doptywu wkaczonej maszyny. Dla
kazdego okresu objetego korekcja pierwsza wolna wedtug ustalonego prioryte-
tu maszyna (jJezeli maszyna taka jest dostepna) zostaje umieszczona na lis-
cie korekcji. Z listy tej wybiera sie jedng z maszyn, ktérej dodanie do ma-
szyn juz dziatajacych zmieni funkcje celu o najmniejszg wartos¢. Po dodaniu
tej maszyny (w k-tym okresie) sprawdza sie,czy ograniczenie na poziom mini-
malny .magazynu w i-tym okresie jest spednione. Jezeli nie, to dla k-tego
okresu kolejna wedtug priorytetu maszyna (jJezeli maszyna taka jest dostep-
na) zostaje umieszczona na liscie korekcji. Z listy tej wyznacza sie inng
maszyne w sposob opisany powyzej. Postepowanie takie powtarza sie az do
spednienia ograniczenia w i-tym okresie lub wyczerpania listy korekcji.

W drugim przypadku przyjmuje sie, ze zadanie nie ma rozwigzania. W przypad-
ku pierwszym przechodzimy do wyznaczania liczby maszyn dziatajacych w
(i+1)-szym i dalszych okresach.

Analogicznie postepujemy w przypadku przekroczenia poziomu maksymalne-
go magazynu z tym, ze na liste korekcji wpisuje sie maszyny dziatajace
w okresach podlegajacych korekcji. Z listy tej wybiera sie maszyne do wyda-
czenia, w celu zmniejszenia zapednienia magazynu we wszystkich okresach na-
stepujacych po okresie, w ktdérym zostata wydaczona maszyna.

Przyjmuje sie zatozenie, Zze maszyna raz dodana przy korekcji poziomu
minimalnego (lub usunieta przy korekcji poziomu maksymalnego), nie raozety¢
usuwgna (wlkaczana) . Jest to reguda heurystyczna, ktéra znacznie zmniejsza
liczbe analizowanych wariantéw korekcji, ale moze spowodowa¢ eliminacje roz-
wigzania optymalnego. ,

W celu unikniecia zapetlenia, przy przejsciu od korekcji poziomu mini-
malnego na korekcje poziomu maksymalnego lub odwrotnie, przyjmuje sie,ze ko-
rekcji podlegaja okresy od okresu, dla ktérego dokonano ostatniej kofekcji
poziomu przeciwnego — do okresu i-tego , w ktérym stwierdzono ponowne na-
ruszenie ograniczenia (5).

Praca zostata wykonana w ramach tematu RPBR-RP.1.02/5.1 i by#a finansowa-
na z funduszu problemu RP.1.02 - Teoria sterowania i optymalizacji ciagtych
uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych. -

RecenzenttDoc.dr hab.ini.J.Klamka
Wpdyneto do Redakcji do 19BB-04-J0.
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PARALLEL JOB PROCESS!KG Bl A PRIORITT ORDERED SET OP MACHINES

Summary

In thie paper ne consider the problem of scheduling
jobs on machines manufacturing a certain product to a common
storage when a priority of each machine is knonn. A heuristic
algorithm for this problem is proposed. Such problem can arise
as a result, of some kind of decomposition for a more general

problem when the priorities of machines are not knonn.



