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SIECIOWE TRANSFORMACJE OGOLNYCH PROBLEMOW
HARMONOGRAMOWANIA PRODUKCJI PORCJAMI 1

Streszczenie. Sformutowany sostat ogélny model sadania hannonogramowania pro-
dukcji porcjami w ztozonych, wielostopniowych systemach produkcyjnych. Wykazano, $e
zadanie to prsy spetnieniu niezbyt mocnych warunkéw regularno$ci mozna pnetansfor-
mowac do pewnego, rdwnowaznego problemu optymalizacji dyskretnej mieszanej o strukturze
sieciowej z dodatkowymi ograniczeniami. Relaksacja liniowa powyzszego zadania jest silna
i poréwnywalna z relaksacjg Lagrange‘a zadania pierwotnego. W rezultacie zaproponowano
metode rozwigzywania ogélnego zadania harmonogramowaniajrtéra moze wykorzysta¢ pakie-
ty programowania liniowego mieszanego wielkiej skali. Pokazano ponadto pewne szczeg6lne
strukturalne wiasciwosci tego zadania, pozwalajace na konstrukge wyspecjalizowanego al-
gorytmu. Sformutowano szczeg6lne przypadki rozwazanego zadania uwzgledniajace ogdlne,
ztosone modele podobienistw i réznic miedzy wyrobami dotyczace wznowien produkcji, pro-
dukcje wielostopniowg oraz jednoczesng produkcje wsadowag wielu wyrobéw w kaioym
gnieidzie.

1 Wprowadzenie

Harmonogramowauie produkcji porcjami w siozonych, wielostopniowych systemach
produkcyjnych nalezy do trudnych zadan optymalizacji dyskretnej i3,6,4,17,9,211. juz
danajprostszych, klasycznych modeli harmonogramow&nia produkcji uwzgledniaja-
orhkoszty i czasy przezbrojen w postaci modelu ze stalg optata, ale bez ograniczen za-
sobowych, najskuteczniejsze dotychczas algorytmy doktadne oparte o metode podziatu
jograniczen z wykorzystaniem relaksacji Lagrange‘a [1,2] pozwalajg na rozwigzywanie
zadah o stosunkowo niewielkiej liczbie zmiennych, rzedu kilkudziesieciu. W praktyce
stosuje sie algorytmy przyblizone [7,12,15].

Zadania stajg sie bardziej ztozone przy uwzglednieniu ograniczen zasobowych. Jesz-
cewiekszg trudnosé stanowig warunki pozwalajace na uwzglednienie bardziej ztozo-
nehfunkcji kosztdw t ograniczen. Dotyczy to takich przypadkow, jak:

»problemy produkcji wietoasortymentowej,gdzie produkty rdznigce sie kosztami
produkcji oraz czasami wykorzystania zasob6w mozna pogrupowa¢ w rodziny
produktow dzielgcych wspolne, tzw. gtéwne przezbrojenia,

* problem produkcji wielostopniowej, gdzie w kazdym stopniu produkcji moga wys-
tapi¢ przezbrojenia, a wielkosci porcji produkcyjnych sg rézne w réznych stopniach,

»jednoczesna produkcja wieloasortymentowa w elastycznych gniazdach obrébki ,w
ktérych czas zatadunku narzedzi wsp6lnych i roznicowych jest nie do pominiecia,

‘praca cze$ciowo finansowana w ramach problemn RJPJ.02 w temacie 5.3
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0 jednoczesna produkcja porcjami wielu wyrobow o ztozonym modelu podobieristw
i roznic miedzy wyrobami, tak jak np. na automatycznej linii montazu phytek
drukowanych.

W pracy analizowane sg transformacje ztozonych probleméw harmonogramowania
do postaci réwnowaznych, lecz tatwiejszych do rozwigzania. Podstawowe podejscie
polega na konstrukcji szczeg6lnych restrykcji problemu pierwotnego, zachowujacych
rozwigzania optymalne zadania pierwotnego i pozwalajacych na dalsze transformacje
i reformulowanie problemu do fatwiejszej postaci. Silne sformutowania klasycznych
zagadnienn harmonogramowania produkcji porcjami badane w pracach [4,5,11],

Dla ogolnego zadania optymalizacji dyskretnej w rozdziale 2 sformutowano proo-
lem restrykcyjny polegajacy na odrzuceniu jednorodnych sktadowych rozwigzania i
podano warunki rownowaznosci. W rozdziale 3 rozwazany jest jako szczegolny przyv-
padek zadania stosunkowo og6lny problem harmonogramowania produkcji oraz jego
sieciowa transformacja. Bardziej szczegétowy dyskretno-ciagty model rozwazany jest
w rozdziale nastepnym. W rozdziale 5 omawiane sg specyficzne, trudne przypadki
rozwazanego zadania harmonogramowania, dla ktoérych dotychczas nie sg znane sku
teczne metody rozwigzywania. W ostatnim rozdziale rozwazane jest zadanie harmo-
nogramowania z ogélnymi poziomami zapaséw poczatkowych i minimalnych.

2. Restrykcja og6lnego zadania optymalizacji

Niech y = (yj,..., yn) bedzie wektorem wszystkich zmiennych decyzyjnych oraz L :=
{y : Ay = b,y > 0} bedzie wyrdznionym wieloscianem wypuktym okreslajacym czex
warunkow ograniczajgcych zbiér dopuszczalny, gdzie A jest macierza o wymiarach m
na n. Rozwazamy obecnie nastepujacy problem optymalizacji

Problem P:
min F{y) (X))
przy ograniczeniach
3{y) <0 22
Vel 23

gdzier(2.2) moze okreslac¢ zbior trudniejszych ograniczen, natomiast (2.3) okresla zior
ograniczen fatwiejszych, o specjalnej strukturze. Nawet jezeli zbior dopuszczalnych
rozwigzan problemu (2.1,..., 2.3) jest ograniczony, jest catkiem prawdopodobne, ie
zbior rozwigzan L jest nieograniczony.

Definicja 1. Wektor ys 6 BP jest nazywany bazowym kierunkiem dopuszczalnym
zbioru L, jezeli jest on rozwigzaniem jednorodnym spetniajgcym réwnanie Ay = 0
oraz zbior jego n wspotrzednych mozna podzieli6 na m wspdtrzednych bazowych oru
n-m wspohrzednych niebazomjch w taki sposob, zei

(i) kolumny macierzy A odpowiadajace zmiennym bazowym tworzg macierz nieosoblwi},
(ii) oprécz jednej zmiennej niebazowej pozostate zmienne niebazowe sg réwne zero,
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(@ jdeserowa zmienni niebazooa jest réwna L

Wogdlnym przypadku thidr L jest nieograniczonym widc&keem, ktdrego rozwieza-
iii mozna przedstawi¢ jako

pisie:
Xr=1,.0<Ar<i,f€f (2.3)

ag p3 > Gdla wszystkich s 6 S, Zbior {rf : r 6 jest zbiorem bazowych

»wigzan dopuszczalnych, natomiast {i/\ e € 5} jest zbicrem basowych kierunkéw
dopuszczalnych. Mech

br={y:ye L,y = XMAryr, gdsie £2Ar=10< A< Il,r € R}

e wieloscianem ograniczonym, otrzymanym s L prze» pominiecie rozwiazan jed-
norodhych odpowiadajecych kierunkom dopuszczalnym. Otrzymujemy nastepujacy
(restrykeyjny) problem optymalizacji

Problem R:
min F(y) (2.5)
[reycgranicjraniach
E(y) <0 (2.7
y E Lr "®

Definicja 2,Mowimy,ie Problem P posiada whasciwosCR, jezeli dladowolnego roz-
lifunia dopuszczalnego y problemu P istnieje rozbicie y = y+ y,takie, ie y E Lr,
m H{y)<O0iF(y)<F{y).

| tatwoscig mozna wykaza¢ nastepujaco

Trisrdzeine 1,Zatozmy, ze Problem P posiadajgcy wtaéciwoso R ma skoiczone roze
rwanie optymalne. Istnieje optymalne rozwigzanie Problemu P bedgee jednocze$nie
iftymainym rozwigzaniem Problemu R.

dalszej czesci pracy analizowac bedziemy nietrywiatne klasy probleméw hannono-
pimowania produkcji spetniajace powyzsze warunki. Jezeli rozwazany problem nie
psiach pierwotnie whasciwosci R, to czasem mozliwe jest, jak pokazemy w rozdziale 6
Bprzykiadzie zadania barmononogramowania produkcji przerywanej przy obecnosci
b4arowych zapasow poczatkowych i dowolnych zapasach bezpiecznych, przetrans-
fenowanie problemu pierwotnego, na przyklad przez dodanie pewnych ograniczen
~undancyjnych, tak by otrzymany problem pozyskat whasciwosé R.

toeti rozwazane zadanie P posiada, whasciwos¢ I, to wystarczy rozwigzywac prob-
feurcstrykeyjny R. Problem. R moze by¢ tatwiejszy do rc3wi8zywaai& z nastepujacych
ponodin
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(i) relaksacja Lagrange'a ograniczen (2.7) problemu restrykcyjnego jest na ogol si-
niejsza od relaksacji Lagrange's problemu pierwotnego,

(ii) jezeli funkcia celu F jest wklesta, to podczas rozwigzywania zadania relaksagi
Lagrange's wystarczy przeglada¢ punkty wierzchotkowe zbioru Lr- Punkty wien+
chotkowe moga posiada¢ dodatkowe wtasciwosci, np. moga by¢ reprezentowanew
postaci najkrotszych Sciezek w odpowiednich grafach, dzieki czemu zadanie rdlak
sacji Lagrange’a sie upraszcza,

(iif) mozliwe sg dalsze transformacje problemu restrykcyjnego, dzieki czemu nozma
otrzymac silniejsze relaksacje liniowe tub relaksacje Lagrange’s.

8. 0Ogoblne zadanie harmonograraowama produkcji przerywanej

W systemie produkcyjnym wykorzystywany jest pewien zbior zasobow do produkgii
zbioru N wyrobow. Do celéw harmonogramowania produkcji w dtuzszym horyzon+
cie czasu przyjmijmy, ze horyzont planowania zostat podzielony na T dyskretnyci
okresow. Rozwazana jest tgczna produkcja, dystrybucja i magazynowanie wyrobw
w kazdym z tych okreséw, pomijane sg natomiast szczegétowe warunki ograniczajace,
np. kolejnosciowe w krétszych przedziatach czasowych.

Zapotrzebowanie d# na wyréb t,i E N w okresie t musi by¢ realizowane ngjpdmniej
na koniec okresu 4, przy czym wyréb moze by¢ produkowany w biezacym okresie bedi
tez w okresach poprzedzajgcych, w tym ostatnim przypadku utrzymywane by¢ mez
nieaerowe zapasy w okresie poprzedzajgcym. WprowadzZmy nastepujace zmienne ck
cyzyjne:

Y g-(t) - taczna wielkos$¢ produkcji wyrobu i w okresie t,
/¢(i) - stan zapasu wyrobu i pod koniec okresu t.

Zakladamy, ze 7(0) = 0. W dalszej czesci pracy bedziemy stosowac nastepujaca
notacje: dla zbioru zmiennych z,-(i),i E Nt = oznaczamy x(t) = (55,(i))ieA
dlai=1,...,T,orazi = (z(l),..., x(T)). Podobnie tworzymy I(t) oraz I.

S.l. Charakteryzacja sbioru L

Przyjmijmy y — (a,/) i wprowadzmy do zbioru L sieciowe ograniczenia bilansiw
magazynowych wszystkich wyrobdw:

L= {(*/):/(i-1) +x(@®) - 1() =dt, x(1),1(t)>0,4=1,....,T} @)

gdzie; i (0) = 0, oraz df > 0. Problem P jest zatem ogdlnym zadaniem hannono-
gramowania produkcji,w ktérym funkcja F reprezentuje wszystkie koszty produkgji i
magazynowania, natomiast H(y) reprezentuje ograniczenia na dostepne zasoby aa
ewentualnie inne warunki, np. wzajemne wymagania na poziomy zapasow poszczegdl-
nych grup produktéw. Bardzo czesto, jak pokazemy w rozdziale nastepnym, furkge
kosztow F i ograniczenn S sa monotoniesnie niematejace.
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Szczegblna postac zbioru L pozwala na wygodng charakteryzacje basowych kierun-
kdwdopuszczalnych {y*: 8 £S) oras rozwigzan bazowych odpowiadajgcych punktom
wierzchotkowym {yr :r £ R}. Zbior restrykcyjny jest postaci

Lr= {(*,/) :(*,1)€ L, /(O) = I{T) = 0} (3.2)

Kazdy punkt wierzchotkowy yr,r £ R moze by¢ przedstawiony jako kombinacja $dezek
wagrafach G5,j £ N konstruowanych zgodnie z podejsciem Wagnera i Whitina [20].

Dla ustalonego i,i € N zdefiniujmy acykliczny graf G, = (Vj,A), gdzie V- =
(PG ®il> + mjwit} zbiorem wierzchotkéw, oraz Ei ¢ V, x V- jest zbiorem tukow.
Wierzchotek 1< i < T odpowiada chwili miedzy okresami produkcyjnymi t oraz
t+1 tuki odpowiadaja grupom sasiadujacych ze soba okresow, w ramach ktdrych
wystepuje produkcja danego wyrobu tytko raz o wielkosci porcji pozwalajacej na za-
spokojenie zapotrzebowania w tych okresach. Dokfadniej, tuk 4 *= (v u#) £ A,0 <
s<t< T, odpowiada produkcji wyrobu i w okresie g+ 1 o wielkosci porcji

= >+l H b<li-

Mozna wykaza¢, ze punktom wierzchotkowym {yr,r £ fi) odpowiadajg Sciezki w
grafach G{,i £ N, od wierzchotkéw ut0 do i £ N. Wektor y*,a £ S jest natomiast
rozwigzaniem jednorodnym spetniajgcym

[(t-1) +a:(t)-J() =0, x[t),I[t) >0,t=1 ... T - (3.3)

przy czym rozwigzanie to odpowiada przeptywowi jednostkowemu od wierzchotka
dowierzcholka  wzdtuz Sciezki [tjov#, tty+i,«ty+jie ,  ®t] wjednej z sieci
odpowiadajacych réwnaniom (3.1).

Twierdzenie 2.Jezelifunkcje F,E sg monotonicznie niematejce, zbiér L jestzdefi-
niowany przez (S.l), to Problem P posiada wtadciwodo R.

Dowdd. Zbidr L jest nieograniczonym wielo$¢ianem, ktdrego rozwigzania mozna
przedstami¢ jako y = y + y, przy czym y = EreJ? *ryr, gdzie Erefi =1, 0< Xr<
1r SR oraz y = EreS MIB»gdzie p4 >0dla wszystkich s £ S. Zbior {y” : r € ii)
jest zbiorem bazowych rozwiazan dopuszczalnych, natomiast {y* : 8 £ 5} jest zbiorem
kasowych kierunkéw dopuszczalnych. Zatem dla dowolnego y — (x,1) £ L istnieje
rozbiciey = y -fy, takie, zey £ Lr, oraz y > 0. Z monotonicznosci F oraz H wynika,
Kf(y) < jP(y) oraz H(y) < H(y) <0.D

8.2. Transformacja sieciowa

Problem restrykcyjny R mozna przetransformowaé do innej, réwnowaznej postaci
prez zamiang zmiennych., Wprowadzmy zmienne /Jj, 0 < /); < 1, zwigzane z lukami
dt»4t € & graféw Gj,» £ N. Zmienna  ma sens przeptywu elementarnego wzdtuz
tda At w grafie Gt ktoremu odpowiada porcja produkcji A = ¢iid+iH  + ¢ii w
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okresie s + L liczna, wielkos$¢ produkcji Sj(i) w okresie i = e + 1 mossa wyznaczy¢
Ze wzoru

*i(a+)= Egir* 34

Zmienne magazynowe /¢ (i),i € Nt = 1, wyrazaja sie w funkcji zmiennych
produkcyjnych

o= (mi

wiec wektor wszystkich zmiennych decyzyjnych y = (z,/) mozna przedstawi¢ w
funkcji wektora zmiennych sieciowych / = (/]*). Ograniczenia zbioru ¢ r sg w postaci
ograniczen zadania przeptywu w sieciach G-,i £ N

£& +£ =0 «G=1,..T—1 (36)

IE/5r=1 is* 37

Problem restrykcyjny R zapisujemy w postaci réwnowaznej
Problem RT:
minimalizuj J[J) =/(y(/)) (39

przy spetnieniu ograniczen (3.6,3.7) oraz

<0 (3.9
0<fit < 1 Vgs,t (310

W ogélnym przypadku transformacja sieciowa problemu R nie zawsze jest optacalna.
Jej znaczenie jest istotne dla problemoéw harmonogramowania formutowanych jako
zadania programowania liniowego catkowitoliczbcwego mieszanego.

4. Dyskretno-ciggte modele harmonogramowania

Przyjmijmy, ze produkcja i magazynowanie charakteryzowane sg przez pewien wektor
atrybutéw produkcyjnych z = (zm)meMi wyrazajgcych sie wzoremz = Ax+BI, gdzie
A i B sg nieujemnymi macierzami odpowiednich wymiaréw. Zaistnienie niezerowego
atrybutu Zm wieze sie z wystapieniem pewnych kosztéw i zuzyciem zasobow.

Wprowadzmy wektor zmiennych binarnych v = {vm)meM reprezentujgcych nieze-
rowe atrybuty charakteryzujace warunki produkcyjne. Funkcje kosztdw i ograniczen
F i E wyrazamy w nastepujacy sposdb

F(x,1) = Cz+HI +Sv 4y
H{z,1) Px+RI+Ev-Q<0 42
z—Ax+ Bl < Mo, v- wektor binarny (Gh3)
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psyesym C, H, P, R sg nieujemnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, Q— wek-
toremzasobdw swobodnych, oraz At jest macierza diagonalng z dostatecznie duzymi
wspdtczynnikEmi na przekatnej gtéwnej. Reasumujac, rozwazamy nastepujgce zadanie

lannonogramowania
Problem PH:
miitimaireuj F{z,1) = Cx+HI + Sv 4.9
psy ograniczeniach
H{x,I) = Px+ RI+Ev-Q<0 (4.5)
z —Ax+BIl < Aw, v- wektor binarny (4.6)
M) elL 4.7

linaL zdefiniowane jest wzorem (3.1). Warunek (4.6) jest ograniczeniem typu statej
oplaty i okresla wektor zmiennych binarnych v w funkcji z,/ jako u = 6(Ax + Bl).
Usasadnia to zaprn, ze F, H sg funkcjami x, I.

Jekwskazujg doswiadczenia numeryczne, ograniczenia typu statej optaty prowadza
dtrudnych problemow optymalizacji dyskretnej. Typowa relaksacja liniowa pole-
ggaa na odrzuceniu warunkoéw catkowitoliczbowosci zmiennych binarnych v daje
date oszacowanie od dotu. Skuteczniejsze sg nastepujace metody: (i) relaksacja La-
grange™ ograniczen zasobowych H(x, 1) <0] oraz (ii) sieciowe transformacje restrykcji
problenu PH.

Aby spetniony byt warunek (4.6) dla zmiennej vm o wartosci ustalonej na zerze,
tezmienne X,(t) oraz Z,(i), dla ktérych odpowiednie wspotczynniki macierzy A i B

niezerone, muszg by¢ réwniez rowne zero. Dla ustalonej zmiennej vm oznaczmy
pez X Tm zbiér par (i,t) odpowiadajgcych tym zmiennym z,-(i), ktére musza by¢
roare zero, gdy vm = 0. Podobnie I T m jest zbiorem par (i,i) odpowiadajgcych
imennym /{(i) spetniajgcym analogiczne warunki. Sieciowa transformacja problemu
PEprowadzi do nastepujacego zadania:

Problem PERT

minimalizuj Cx(f) + HI(f) + Sv 4.8)

pry ograniczeniach (3.6,3.7) oraz
Px[f) + RI\f) +Ev-Q <0 (4.9
£ /M <™ (i,t)eXTm,meM ' (4.10)

6=1
(itt)el TmmeM (4.12)
vm G {0,1} mac M. (4-12)

Twierdzenie 3.Jezeli problem PH spelnia warunek R, to rozwigzanie optymalne
probleru PERT umozliwia wyznaczenie optymalnego rozwigzania problemu PH zgod-
nou wzorami (8.4,8.5).
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Dowod. Tworzymy restrykcje zbiora L sa pomocg warunku (3.2). Z twierdzerk
1 wynika, ze problem restrykcyjny zachowuje rozwigzanie optymalne problemu PH
Kolejne przeksztatcenie polegajgce na wprowadzeniu zmiennych sieciowych spetniaja-
cych (3.6,3.7) oraz (3.4,3.5) prowadzi do réwnowaznego zadania postaci RT. Dalia
transformacja polega na wzmocnieniu opisu warunku (4.6).

Jezeli vm = 0, to Xi(t) = 0 dla (i,t) 6 X Tmoraz /¢(i) = 0 dla (i,i) € I T m 0i-
nacza to dla zmiennych sieciowych E«=t ft-i,s —0,dla(»,f) E X T m, oraz Ei=0/jj =
l,dla(»,i) E ITm- Z drugiej strony warunekJ4.6) implikuje, ze jezeli vm= 1, to 2nin

ne ij(i), (*,t) € X Imoraz /;(i), (t,}) E I T m moga by¢ dowolne. +acznie warunek
(4.6) jest réwnowazny ograniczeniom

T .
Yati-Lc —vm (ift)E XTmtfnEM

1~tJ:20fai - Vm (>0~ M
vm € {0,1} m E M.D

Zadanie PHRT rdzni sie od zadania PH tym, ze pomada wiekszg liczbe zmien
nych, jednakze zadanie relaksacji liniowej jest problemem programowania linionego
o0 specjalnej strukturze, wygodnej do efektywnej reprezentacji odwrotnosci mecierzy
bazowych. Zaletg, zadania PHRT jest to, ze relaksacja liniowa jest znacznie silnigjsi»
niz relaksacja liniowa zadania PH. Problem PHRT moze wiec by¢ rozwigzywany
znacznie skuteczniej za pomoca pakietdw programowania liniowego mieszanego wielkie;
skali, uwzgledniajacych specjalng strukture macierzy ograniczen.

5. Szczego6lne zadania harmonogramowania

Jako szczeg6lne przypadki problemu PH rozwazamy nastepujace zadania hammono-
gramowania:

Produkcja grup wyrobdw dzielgcych wspdlne przezbrojenia. Produkcja ke
dego z wyrobdw realizowana jest oddzielnie na jednym ze srodkéw produkcji wyme:
gajacych przezbrojenia. Wyroby ze zbioru N mozna podzieli¢ na grupy Nf.,h =
1,..., K, produktéw podobnych majgcych podobne wymagania wymagania co &
przezbrojen, natomiast inne warunki, na przyklad jednostkowe czasy i koszty po
dukcji,mogg by¢ dowolne. Przyjmujemy, ze przezbrojenie maszyny na wykonywanie
wyrobu t,i E sklada sie z przezbrojenia gtéwnego zwigzanego z grupa wyrcbow
A* oraz przezbrojenia dodatkowego zwigzanego z wyrobem i. Niech  oznacza kot
przezbrojenia gtdwnego oraz st— koszt przezbrojenia dodatkowego. Skiadniki fuigi
kosztéw zwiazanych z przezbrojeniami sg rowne

£iSk% E * {t))+t 8i6{Xi{t))
gdzie;8(x) = 1jezeli x > 0 oraz ¢ (i) = Ow przeciwnym przypadku.
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Produkcjawsadowawyrobdw o ztozonym rnodeln podobieristw. Modd pro-
duigji jak poprzednio, ale wyrob6w nie moana pogrupowac w rodziny wyrobow dzieig-
tych gtéwne prsesbrojenis, model podobienstw i réznic miedzy wyrobami jess wiec
berdziej ztozony.

Eoiwasmy przyktadowo automatyczny montes dementéw dektronicsnych technika.
otworowy lub powierzchniowy na ptytkach drukowanych. Automaty obsadzajgce phytki
elementami elektronicznymi wymagajg ustawienia ¢owcy i zaprogramowania ruchu
glowicy dla kazdego montowanego dementu na ptytce. Link moze by¢ dostosowanado
montazu réznorodnych uktadéw elektronicznych, przy czym koszty i czasy przestawia-
niazalezg od kolejnosci montazu. W moddu harmonogramow&nia nalezy uwzglednic¢
mozlinoé¢ wspdlnego ustawiania montazu dla identycznie montowanych elementéw na
piytkach réznych typow.

Niech Nm bedzie podzbiorem typow ptytek posiadajgcych niepusty podzbiér wspél-
rych elementdw, identycznie montowanych wytacznie na ptytkach ze zbioru Nm. Na
o zbiory Nm,m € M nie sg rozigczne. Przyjmijmy, ze em jest czasem przygotowa-
niamontazu wspdlnych dementéw. Czas przestoju linii zwigzany z przygotowaniem
nontazu wyraza sie wzorem

tintiZiejf" X{(t) < Mvm dla vm€ {0,1}. Analogicznie mozna wyrazi¢ koszty przy-
gotowania montazu.

Ztozony model produkcji wielostopniowej. W przypadku systeméw produk-
cyjmych ztozonych s widu stopni wytwarzania, siedowe ograniczenia bilanséw maga-
lynowych wszystkich wyrob6w sg postaci

Li{t-1)+xi(0)-li(t) = dii+|*/v*IW ieNit=1,...T (1)

gdze; A jest zbiorem bezposrednich nastepnikéw produktu t w grafie struktury pro-
duktow [16). Stosujac rekurencyjnie podstawienie

Ei{t) = li(t)+ jeISE(i)*ijEj{t) ora* Da =da+ JGES(t) ri; % (5%2)

poczawszy od wyrobow finalnych, ich sktadowych, az dochodzac do surowcow i in-
nych pierwotnych sktadnikéw (nie posiadajacych poprzednikdw w grafie struktury
produktéw), bilanse magazynowe mozna przedstawi¢ w réwnowaznej formie

A (t-1) +xi()-$(*) = At *etf;t=1,...,r (5J)
i dodatkowym warunkiem
E ryEM) -Ei[t)< 0 ieN\t-1I, (5.9)

mi)
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gdzie;(5.3) jest postaci (3.1), natomiast (5.4) mozna wiaczy¢ do ograniczen (4.5).

Wiele wspétczesnych systemdw wytwarzania charakteryzuje sie szczegdlny zozoncs-
cig mierzony ilosciy wyrobdw oraz liczby stopni produkcji, operacji, maszyn i imych
zasobOw. Zagadnienia harmonogramowania w wielostopniowych systemach produk
cyjnych sy wiec szczegolnie ztozone. Zdecydowane uproszczenie produkcji i przephmu
materiatdbw w systemie, wielokrotne skrocenie cykli oraz poziomu zapaséw robot w
toku uzyskuje sie stosujyc organizacje technologii grupowej, dzieki integracji srockow
produkcji w formy elastycznych gniazd obrébki grupowej.

W szczegdblnosci przeptyw materiatow wewnytrz gniazd, realizowany przyktadowo u
pomocy automatycznie sterowanych pojazdéw, powoduje, ze ze wzgledu na ograniczenia
zapaséw miedzyoperacyjnych, wielkosci porcji produkcyjnych sy state dla wszystkich
operacji tego samego zadania.

Niech wyréb i bedzie produktem miedzyoperacyjnym produkowanym ‘akurat r&
czas’, zgodnie z zapotrzebowaniem okre$lonym przez produkty j € S\ Zatem J,(i) =0
dlat=1,..., T oraz x,(t) = ¢t + Ejes{rijx/(*)>dla*

W rezultacie model harmonogramowania moze posiada¢ znacznie mniej zagregonwe-
nych stopni produkcyjnych (odpowiadajycych gniazdom produkcyjnym), zmiennych
(odpowiadajycych produktom przeptywajacym. miedzy gniazdami) i ograniczen (odpo-
wiadajycych zagregowanym zasobom gniazd produkcyjnych).

Przeptyw wyrobéw pomiedzy gniazdami moze by¢ realizowany porcjami, np. a
pomocy systemu Kan-Ban. W przypadku zastosowania prostych regut odnawiania
zapasow wyrob6éw przeplywajycych pomiedzy gniazdami, w granicznym przypadku
moznaw rezultacie uzyska¢ uproszczony, nawet jednostopniowy model harmonogram»
wania, w ktorym wystepuje jedynie zmienne niezalezne odpowiadajgce wyrobom f-
nalnym, natomiast pozostate zmienne sy zalezne [13]. W modelu tym do prookgji
wyrobu i w okresie t wymagany jest ciyg operacji realizowanych na réznych srodkech
produkcji, w tym przygotowanie podzespotéw lub innych sktadnikéw w okresach t -
r,+1, t—Tj+2,..., i, gdzie r-jest oszacowaniem produkcyjnego czasu przejscia wyroou
i w cyklu produkcyjnym. Niech M{ bedzie zbiorem atrybutéw (operacji, sktadnikow)
wyrobu », zwigzanych z wykorzystaniem pewnych srodkéw produkcji. Wielko$¢ ary-
butu m w okresie t wyraza sie wzorem

zm{t)= [i.r\\/(VITm Mre{(t+ ) 9

gdzie.-zbidr
ITm={(t,r) i atrybut m,m G M- jest wymagany w okresie f,aby
ukonczy¢ wyrob i w okresie f-f t}
a bmiTjest wielkoscig atrybutu m wymagany w okresie t w celu ukoriczenia jednost-
ki wyrobu i w okresie f + r. Funkcja kosztéw moze zawiera¢ sktadniki zwigzane i

przygotowaniem wszystkich podzespotow i operacji
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Bardziej ztozony model mozna otrzymag, jesli zatozymy, zs wsrdd atrybutéw m, m 6
A mozna wyrdznic¢ grupy atrybutéw dzielacych wspdlne gtowne czasy i koszty przy-
gotowacze. Niech 2m,ro € m wyraza sie wzorem (5.5). Przyjmijmy, ze mamy sbiory
atrybutdw (niekoniecznie roztgczne) Ak = 1, ktdrym odpowiadajg wspolne
oynnoaci przygotowawcze. Skiadniki funkcji kosztow zwigzane s przygotowaniem
prodlkgji mozna wyrazié wzorem

Analogicznie formutujemy modele zuzycia zasobow.

Jednoczesna produkcja wsadowa wieloasortymentowa. Rozwazany jest elas-
tyarysystem produkcji ztozony ze sterowanych komputerowo (CNC) centréw obrobko-
wych posiadajgcych magazynki narzadzi i potaczonych ze sobg systemem transportu,
ronniez sterowanym centralnie. Zakladamy, ze zatadunek narzedzi do magazynkéw
odywa sie recznie, a tym samym czas zatadunku jest nie do pominiecia.

Wdanej chwili moga by¢ jednoczesnie wykonywane wyroby s grupy wyrobow, dla
kiorych zatadowano do magazynkéw niezbedne narzedzia. Niech Nm,Nm C N oz-
neczgja grupy wyrobdw wymagajacych pewnych podzbiordw narzedzi zajmujgcych
djeto pm w magazynka narzedzi o pojemnosci Q oraz wymagajgcych czasu tm na
raledlrek narzedzi. Zbiory rodziny {Nm}meM 04 °g6t nieroztaczne. Ograniczenie
aapojemno$¢ magazynku wyraza s§ wzorem

]JC Pmvm < Qi
OTéM
flkie:Eiejymij(t) < Mvm dlavm € {0,1}. Podobnie wyznaczany jest czas zatadunku
“«(ki C = EmeAfimwor

j. Niezerowe postomy zapasow poczatkowych i ndnimalaych

Wprzypadku sterowania repetycyjnego rozwazane 33 zadania harmonogramawania s
przesumerym horyzontem. W takim przypadku poziom zapaséw poczgtkowych jest
«jjwyeza) rézny od zera. Podobnie konieczno$¢ uwzglednienia niepewnosci w za-
potrzebowaniu na wyroby oraz zaktocen produkcyjnych moze wymagaé wprowadzenia
cbmodelu niezerowych i zréznicowanych pozioméw zapaséw minimalnych (bespiecs-
o8 Rozwazmy zbidr

Vo= {(%0) /(*- D+ x(t) - /() = di, x{t),I(t)>1i,t=1,...,T}. (81

?fe/(0) > 0, oraz | = (i(l),...,1(T)) jest poziomem zapasow bezpiecznych. W
Propecku problemu harmonogramowania zawierajgcego ograniczenia (6.1) zamiast
fel), problem restrykcyjny utworzony przez odrzucenie rozwigzan odpowiadajgcych
korbiregi wypuktej basowych kierunkéw dopuszczalnych nie pozwala w ogolnym
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pjsypadku sa taryskania rozwigzan optymalnych nadania pierwotnego, jest wiec reatiyk-
«jg btotnie ogranicsajacg zbidr dopuszczalny. Zatem problem ? nie moze posiadaé
wihasciwosci R nawet przy spetnieniu najbardziej korzystnych pozostatych warunkdw,
Mozliwajest jednak transformacja zbioru L* do postaci spetniajgcej wymagane wanniv

Zdefiniujmy EregulsryEowane poziomy jsapasow [18j i ~ {lit)ielf okreslone rekuren-
cyjnyto wzorem

7 Waaviitlij-i < 121 % 62

a nastepnie zastgpmy ograniczenia 7(f) > li,t—L ..., T prze?, ograniczenia
.m>thi=1,:;T. 63

Poniewaz zachodzi li >!*,* = |, ..., T, wiec otrzymamy problem restrykcyjny. W
istocie jednak restrykcja jest pozorna, gdyz wprowadzone ograniczenia

m >L, M

eg rodundancyjne w problemie P, Sg wiec one jedynie silniejszym opisem ograniczen
pierwotnych.
Woprowadzmy ( patrz (19]) zmienne przesuniete 7(f) = 1{t)-L W rezultacie uzyskir

jemy zbidr
L={(x,/):3> —I)+ z(i)r-1(f) =4 7(0)=0, x(i),/(t)>0,t=1,...,r}.

Dzieki regularyzacji zapasow minimalnych zachodzi warunek ¢ (i) > 0,+ = 1,
wiec otrzymany problem spetnia warunki wymagane do restrykcji regularnej.

Dla dowodu ii d(t)_>0,t= 1, .._.,T} zauwazmy, ze jezeli istniatby wyrdob» i GH
taki, ze d(t) < 0, to I"t-i ~ <t < 7a, co przeczy warunkowi (6.2).

Segutaryzacia poziomu zapasow powodujecie wektor ¢i moze mieé wiecej wspolciyn-
nikéw zerowych, co mozna wykorzysta¢ w algorytmach rozwigzujacych zadanie ka-
monogramowania.
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NETWORK-FLOW TRANSFORMATIONS OF GENERAL LOT-SIZE
SCHEDULING PROBLEMS

Summary 1

General! lot-sise scheduling problem fear complex, multistage production systems is formulated, it was
shown, that, under relatively weak assumptions, the problem can be transformed into an equivalent
mixed-integer network-fiow optimisation problem with side constraints. Linear programming relax-
ation of this problem is strong and comparable with Lagrangeaa relaxation of the original formulation.
Therefore, the general scheduling problem can be solved by mixed-integer linear programming codes.
Structural properties of the problem are investigated to develop specialised algorithms. In particular,
a number of specific scheduling problems are investigated, such as problems having complex, very gen-
eral patterns of set-ups, multistage production, ijand batching of groups of different items processed

simultaneously in a celL



