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HARMONOGRAMOWANIA PRODUKCJI PORCJAMI 1

Streszczenie. Sformułowany sostał ogólny model sadania hannonogramowania pro
dukcji porcjami w złożonych, wielostopniowych systemach produkcyjnych. Wykazano, śe 
zadanie to prsy spełnieniu niezbyt mocnych warunków regularności można pnetansfor- 
mować do pewnego, równoważnego problemu optymalizacji dyskretnej mieszanej o strukturze 
sieciowej z dodatkowymi ograniczeniami. Relaksacja liniowa powyższego zadania jest silna 
i porównywalna z relaksacją Lagrange‘a zadania pierwotnego. W rezultacie zaproponowano 
metodę rozwiązywania ogólnego zadania harmonogramowaniajrtóra może wykorzystać pakie
ty programowania liniowego mieszanego wielkiej skali. Pokazano ponadto pewne szczególne 
strukturalne właściwości tego zadania, pozwalające na konstrukqę wyspecjalizowanego al
gorytmu. Sformułowano szczególne przypadki rozważanego zadania uwzględniające ogólne, 
złosone modele podobieństw i różnic między wyrobami dotyczące wznowień produkcji, pro
dukcję wielostopniową oraz jednoczesną produkcję wsadową wielu wyrobów w kaioym  
gnieidzie.

1. Wprowadzenie

Harmonogramowauie produkcji porcjami w siożonych, wielostopniowych systemach 
produkcyjnych należy do trudnych zadań optymalizacji dyskretnej ¡3,6,4,17,9,211. już 
dla najprostszych, klasycznych modeli harmonogramow&nia produkcji uwzględniają
cych koszty i czasy przezbrojeń w postaci modelu ze stalą opłatą, ale bez ograniczeń za
sobowych, najskuteczniejsze dotychczas algorytmy dokładne oparte o metodę podziału 
¡ograniczeń z wykorzystaniem relaksacji Lagrange‘a [1,2] pozwalają na rozwiązywanie 
zadań o stosunkowo niewielkiej liczbie zmiennych, rzędu kilkudziesięciu. W praktyce 
stosuje się algorytmy przybliżone [7,12,15].

Zadania stają się bardziej złożone przy uwzględnieniu ograniczeń zasobowych. Jesz
cze większą trudność stanowią warunki pozwalające na uwzględnienie bardziej złożo
nych funkcji kosztów ł ograniczeń. Dotyczy to takich przypadków, jak:

»problemy produkcji wiełoasortymentowej,gdzie produkty różniące się kosztami 
produkcji oraz czasami wykorzystania zasobów można pogrupować w rodziny 
produktów dzielących wspólne, tzw. główne przezbrojenia,

• problem produkcji wielostopniowej, gdzie w każdym stopniu produkcji mogą wys
tąpić przezbrojenia, a wielkości porcji produkcyjnych są różne w różnych stopniach,

»jednoczesna produkcja wieloasortymentowa w elastycznych gniazdach obróbki ,w 
których czas załadunku narzędzi wspólnych i różnicowych jest nie do pominięcia,

‘praca częściowo finansowana w ramach problemn RJPJ.02 w temacie 5.3
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o jednoczesna produkcja porcjami wielu wyrobów o złożonym modelu podobieństw 
i różnic między wyrobami, tak jak np. na automatycznej linii montażu płytek 
drukowanych.

W pracy analizowane są transformacje złożonych problemów harmonogramowania 
do postaci równoważnych, lecz łatwiejszych do rozwiązania. Podstawowe podejście 
polega na konstrukcji szczególnych restrykcji problemu pierwotnego, zachowujących 
rozwiązania optymalne zadania pierwotnego i pozwalających na dalsze transformacje 
i reformulowanie problemu do łatwiejszej postaci. Silne sformułowania klasycznych 
zagadnień harmonogramowania produkcji porcjami badane w pracach [4,5,11],

Dla ogólnego zadania optymalizacji dyskretnej w rozdziale 2 sformułowano prob
lem restrykcyjny polegający na odrzuceniu jednorodnych składowych rozwiązania i 
podano warunki równoważności. W rozdziale 3 rozważany jest jako szczególny przy
padek zadania stosunkowo ogólny problem harmonogramowania produkcji oraz jego 
sieciowa transformacja. Bardziej szczegółowy dyskretno-ciągły model rozważany jest 
w rozdziale następnym. W rozdziale 5 omawiane są specyficzne, trudne przypadki 
rozważanego zadania harmonogramowania, dla których dotychczas nie są znane sku
teczne metody rozwiązywania. W ostatnim rozdziale rozważane jest zadanie harmo
nogramowania z ogólnymi poziomami zapasów początkowych i minimalnych.

2 . Restrykcja ogólnego zadania optymalizacji

Niech y =  (yj,. . . ,  yn) będzie wektorem wszystkich zmiennych decyzyjnych oraz L := 
{y : Ay = b,y > 0} będzie wyróżnionym wielościanem wypukłym określającym część 
warunków ograniczających zbiór dopuszczalny, gdzie A jest macierzą o wymiarach m 
na n. Rozważamy obecnie następujący problem optymalizacji 

Problem P:
min F{y) (2.1)

przy ograniczeniach

3{y) < 0 (2.2)
V e  L (2.3)

gdzier(2.2) może określać zbiór trudniejszych ograniczeń, natomiast (2.3) określa zbiór 
ograniczeń łatwiejszych, o specjalnej strukturze. Nawet jeżeli zbiór dopuszczalnych 
rozwiązań problemu (2.1,..., 2.3) jest ograniczony, jest całkiem prawdopodobne, ie 
zbiór rozwiązań L  jest nieograniczony.

Definicja 1. Wektor ys 6  BP jest nazywany bazowym kierunkiem dopuszczalnym 
zbioru L, jeżeli jest on rozwiązaniem jednorodnym spełniającym równanie Ay = 0 
oraz zbiór jego n współrzędnych można podzielió na m współrzędnych bazowych oru 
n - m  współrzędnych niebazomjch w taki sposób, żei

(i) kolumny macierzy A odpowiadające zmiennym bazowym tworzą macierz nieosoblwt},
(ii) oprócz jednej zmiennej niebazowej pozostałe zmienne niebazowe są równe zero,
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(a) ¡deserowa zmienni niebazooa jest równa L

W ogólnym przypadku łbidr L  jest nieograniczonym widc&keem,którego rozwięza- 
iii można przedstawić jako

pisie:
Xr = l , . 0 < A r < i , f € £  (2.3)

oraj p3 > G dla wszystkich s 6  S, Zbiór {rf : r 6  jest zbiorem bazowych 
»wiązań dopuszczalnych, natomiast { i/\ e €  5} jest zbicrem basowych kierunków 
dopuszczalnych. Mech

Łr = { y : y e  L ,y  = X^Aryr, gdsie £^Ar =  1,0 < Ar < l ,r  €  R}

będzie wielościanem ograniczonym, otrzymanym s L prze» pominięcie rozwiązań jed
norodnych odpowiadajęcych kierunkom dopuszczalnym. Otrzymujemy następujący 
(restrykcyjny) problem optymalizacji 
Problem R:

min F(y) (2.S)
prey cgranicjraniach

E(y) < 0 (2.7)
y E Lr- (̂ -®)

Definicja 2,Mówimy, ie Problem P  posiada właściwość R, jeżeli dla dowolnego roz-
lifunia dopuszczalnego y problemu P istnieje rozbicie y = y +  y, takie, ie y E Lr,
m  H { y ) < 0 i F ( y ) < F { y ) .

I łatwością można wykazać następująco

Trlsrdzeińe 1, Załóżmy, że Problem P posiadajgcy właćciwośó R ma skończone roz• 
rwanie optymalne. Istnieje optymalne rozwiązanie Problemu P będgee jednocześnie 
iftymainym rozwiązaniem Problemu R.

dalszej części pracy analizować będziemy nietrywiałne klasy problemów hannono- 
pimowania produkcji spełniające powyższe warunki. Jeżeli rozważany problem nie 
¡»siada pierwotnie właściwości R, to czasem możliwe jest, jak pokażemy w rozdziale 6 
Bi przykładzie zadania barmononogramowania produkcji przerywanej przy obecności 
bkjarowych zapasów początkowych i dowolnych zapasach bezpiecznych, przetrans- 
fenowanie problemu pierwotnego, na przykład przez dodanie pewnych ograniczeń 
^undancyjnych, tak by otrzymany problem pozyskał właściwość R. 
tóełi rozważane zadanie P posiada, właściwość IŁ, to wystarczy rozwiązywać prob- 

feurcstrykcyjny R. Problem. R może być łatwiejszy do rc3wi§zywaai& z następujących 
powodów.
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(i) relaksacja Lagrange'a ograniczeń (2.7) problemu restrykcyjnego jest na ogól sil
niejsza od relaksacji Lagrange's problemu pierwotnego,

(ii) jeżeli funkcia celu F  jest wklęsła, to podczas rozwiązywania zadania relaksacji 
Lagrange's wystarczy przeglądać punkty wierzchołkowe zbioru Lr- Punkty wien- 
chołkowe mogą posiadać dodatkowe właściwości, np. mogą być reprezentowane w 
postaci najkrótszych ścieżek w odpowiednich grafach, dzięki czemu zadanie relak
sacji Lagrange’a się upraszcza,

(iii) możliwe są dalsze transformacje problemu restrykcyjnego, dzięki czemu można 
otrzymać silniejsze relaksacje liniowe łub relaksacje Lagrange’s.

8 . Ogólne zadanie harmonograraowama produkcji przerywanej

W systemie produkcyjnym wykorzystywany jest pewien zbiór zasobów do produkcji 
zbioru N  wyrobów. Do celów harmonogramowania produkcji w dłuższym horyzon
cie czasu przyjmijmy, że horyzont planowania został podzielony na T  dyskretnyci 
okresów. Rozważana jest łączna produkcja, dystrybucja i magazynowanie wyrobów 
w każdym z tych okresów, pomijane są natomiast szczegółowe warunki ograniczające, 
np. kolejnościowe w krótszych przedziałach czasowych.

Zapotrzebowanie d# na wyrób t, i  E N  w okresie t musi być realizowane najpóźniej 
na koniec okresu ł, przy czym wyrób może być produkowany w bieżącym okresie bądi 
też w okresach poprzedzających, w tym ostatnim przypadku utrzymywane być muszą 
nieaerowe zapasy w okresie poprzedzającym. Wprowadźmy następujące zmienne de
cyzyjne:

sc,-(t) - łączna wielkość produkcji wyrobu i  w okresie t,
/¿(i) - stan zapasu wyrobu i pod koniec okresu ł.

Zakładamy, że 7(0) =  0. W dalszej części pracy będziemy stosować następującą 
notację: dla zbioru zmiennych z,-(i),i E N ,t  =  oznaczamy x(t) = (55,(i))ieA
dla i =  1 , . . . ,  T, oraz i  =  (z(l) ,. . . ,  x(T)). Podobnie tworzymy I(t) oraz I.

S.l.  Charakteryzacja sbioru L

Przyjmijmy y — (a,/) i wprowadźmy do zbioru L sieciowe ograniczenia bilansów 
magazynowych wszystkich wyrobów:

L  =  { (* ,/ ) :  / ( i  - 1 )  +  x(t) -  I(ł) =  dt, x ( t ) , I ( t ) > 0 , ł = l , . . . , T }  (3-1)

gdzie; i  (0) =  0, oraz df > 0. Problem P jest zatem ogólnym zadaniem hannono- 
gramowania produkcji,w którym funkcja F  reprezentuje wszystkie koszty produkcji i 
magazynowania, natomiast H(y) reprezentuje ograniczenia na dostępne zasoby oraz 
ewentualnie inne warunki, np. wzajemne wymagania na poziomy zapasów poszczegól
nych grup produktów. Bardzo często, jak pokażemy w rozdziale następnym, funkcje 
kosztów F  i ograniczeń S  są monotonieśnie niemałejące.
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Szczególna postać zbioru L  pozwala na wygodną charakteryzację basowych kierun
ków dopuszczalnych {y*: 8 £ S )  oras rozwiązań bazowych odpowiadających punktom 
wierzchołkowym {yr : r  £  R}. Zbiór restrykcyjny jest postaci

Lr =  {(* ,/) : ( * , ! ) €  L, /(O) =  I{T) = 0} (3.2)

Każdy punkt wierzchołkowy yr,r  £  R  może być przedstawiony jako kombinacja śdeżek 
w grafach G5-,j £  N  konstruowanych zgodnie z podejściem Wagnera i Whitina [20].

Dla ustalonego i , i  €  N  zdefiniujmy acykliczny graf G, =  (Vj,Ą), gdzie V,- =  
(piOi ®il> • • ■ j wi t }  zbiorem wierzchołków, oraz Ei C  V, X V,- jest zbiorem łuków. 
Wierzchołek 1 < i < T  odpowiada chwili między okresami produkcyjnymi t oraz 
t + 1. Łuki odpowiadają grupom sąsiadujących ze sobą okresów, w ramach których 
występuje produkcja danego wyrobu tyłko raz o wielkości porcji pozwalającej na za
spokojenie zapotrzebowania w tych okresach. Dokładniej, łuk 4  * =  (v^, u#) £  Ą ,0  < 
s < t < T, odpowiada produkcji wyrobu i w okresie ą +  1 o wielkości porcji

=  ¿»>+1 H b <ki-

Można wykazać, że punktom wierzchołkowym {yr, r £ f i )  odpowiadają ścieżki w 
grafach G{,i £  N, od wierzchołków ut0 do i  £  N. Wektor y*,a £  S  jest natomiast 
rozwiązaniem jednorodnym spełniającym

/ ( t - l )  +  a:(t)-J(t) =  0, x[t),I[t) > 0,t =  1, . . . ,T  • (3.3)

przy czym rozwiązanie to odpowiada przepływowi jednostkowemu od wierzchołka 
do wierzchołka wzdłuż ścieżki [t/jo,v#, tty+i,«ty+ji • . . , ®»t] w jednej z sieci 
odpowiadających równaniom (3.1).

Twierdzenie 2. Jeżeli funkcje F ,E  są monotonicznie niemałej^ce, zbiór L jestzdefi
niowany przez (S.l), to Problem P posiada właóciwoóó R.

Dowód. Zbiór L  jest nieograniczonym wielośćianem, którego rozwiązania można 
przedstawić jako y =  y  +  y, przy czym y =  EreJ? *ryr, gdzie Erefi =  1, 0 < Xr < 
1 ,r S R  oraz y =  EreS MsJT8» gdzie p4 > 0 d la  wszystkich s £  S. Zbiór {y’’ : r €  ii)  
jest zbiorem bazowych rozwiązań dopuszczalnych, natomiast {y* : 8 £  5} jest zbiorem 
kasowych kierunków dopuszczalnych. Zatem dla dowolnego y — (x,I) £  L istnieje 
rozbicie y =  y -f y, takie, że y £  Lr, oraz y > 0. Z monotoniczności F  oraz H  wynika, 
Kf(y) < jP(y) oraz H(y) < H(y) < 0.D

8.2. Transformacja sieciowa

Problem restrykcyjny R  można przetransformować do innej, równoważnej postaci 
prsez zamianę zmiennych. Wprowadźmy zmienne /Jj, 0 < /); < 1, związane z lukami 
eit»4t €  &i grafów Gj,» £  N. Zmienna ma sens przepływu elementarnego wzdłuż 
taka Ąt w grafie Gt- któremu odpowiada porcja produkcji Ą  =  ¿ii4+i H + ¿ii w
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okresie s +  L liczną, wielkość produkcji Sj(i) w okresie i  =  e + 1 mossa wyznaczyć 
ze wzoru

* i ( ą + l ) =  E  t i r *  (3.4)
i=s+l . .

t \  • '
Zmienne magazynowe /¿(i),i €  N ,t  =  1, wyrażają się w funkcji zmiennych 
produkcyjnych

. (mi
e=l

więc wektor wszystkich zmiennych decyzyjnych y  =  (z ,/)  można przedstawić w 
funkcji wektora zmiennych sieciowych /  =  (/]*). Ograniczenia zbioru ¿ r są w postaci 
ograniczeń zadania przepływu w sieciach G,-, i £  N

£ &  +  £  =  0 « G =  1 , . . . ,T  — 1 (3.6)

rE / 5 r =  i  i s *  (3-7)
4=0

Problem restrykcyjny R zapisujemy w postaci równoważnej 
Problem RT:

minimalizuj J[J)  =  /(y ( /) )  (3.8)

przy spełnieniu ograniczeń (3.6,3.7) oraz

< 0 .(3.9)
0 < f i t  <  1 Vgs , t  (3.10)

W ogólnym przypadku transformacja sieciowa problemu R  nie zawsze jest opłacalna. 
Jej znaczenie jest istotne dla problemów harmonogramowania formułowanych jako 
zadania programowania liniowego całkowitoliczbcwego mieszanego.

4 . Dyskretno-ciągłe modele harmonogramowania

Przyjmijmy, że produkcja i magazynowanie charakteryzowane są przez pewien wektor 
atrybutów produkcyjnych z  =  (zm)meMi wyrażających się wzorem z  =  Ax+BI ,  gdzie 
A  i B  są nieujemnymi macierzami odpowiednich wymiarów. Zaistnienie niezerowego 
atrybutu Zm więżę się z wystąpieniem pewnych kosztów i zużyciem zasobów.

Wprowadźmy wektor zmiennych binarnych v =  {vm)meM  reprezentujących nieze- 
rowe atrybuty charakteryzujące warunki produkcyjne. Funkcje kosztów i ograniczeń 
F i E  wyrażamy w następujący sposób

F(x,I)  = Cz  + H I  + Sv  (4.1)
H{z,I)  =  Px + R I  + E v - Q < 0  (4.2)

z  — Ax  + B I  <  Mo, v -  wektor binarny (4J5)
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pisy esym C, H, P, R  są nieujemnymi macierzami odpowiednich wymiarów, Q— wek
torem zasobów swobodnych, oraz At jest macierzą diagonalną z dostatecznie dużymi 
współczynnikEmi na przekątnej głównej. Reasumując, rozważamy następujące zadanie 
lannonogramowania 

Problem PH:

miitimaireuj F{z,I)  =  Cx + H I  + Sv  (4.4)

psy ograniczeniach

H{x,I)  =  Px + R I  + E v - Q < 0  (4.5)
z — Ax + B I  < Atw, v -  wektor binarny (4.6)

M )  e  L (4.7)

IińaL zdefiniowane jest wzorem (3.1). Warunek (4.6) jest ograniczeniem typu stałej 
opłaty i określa wektor zmiennych binarnych v w funkcji z, /  jako u =  6 (Ax +  BI). 
Usasadnia to zaprn, że F, H  są funkcjami x , I.

Jak wskazują doświadczenia numeryczne, ograniczenia typu stałej opłaty prowadzą 
do trudnych problemów optymalizacji dyskretnej. Typowa relaksacja liniowa pole
gająca na odrzuceniu warunków całkowitoliczbowości zmiennych binarnych v daje 
słabe oszacowanie od dołu. Skuteczniejsze są następujące metody: (i) relaksacja La
grangê  ograniczeń zasobowych H(x, I) <0] oraz (ii) sieciowe transformacje restrykcji 
problemu PH.

Aby spełniony był warunek (4.6) dla zmiennej vm o wartości ustalonej na zerze, 
te zmienne x,(t) oraz Z,(i), dla których odpowiednie współczynniki macierzy A  i B 

niezerowe, muszą być również równe zero. Dla ustalonej zmiennej vm oznaczmy 
precz X T m zbiór par (i, t) odpowiadających tym zmiennym z,-(i), które muszą być 
równe zero, gdy vm = 0. Podobnie I T m jest zbiorem par (i, i) odpowiadających 
imiennym /{(i) spełniającym analogiczne warunki. Sieciowa transformacja problemu 
PE prowadzi do następującego zadania:

Problem PERT
minimalizuj Cx(f)  +  HI( f )  + Sv  (4.8)

pny ograniczeniach (3.6,3.7) oraz

Px[f)  + R l \ f )  + E v - Q  < 0 (4.9)

£  /¿ M  < ^  ( i , t ) e X T m , m e M  ' (4.10)
6=1

(it t ) e I T m, m e M  (4.11)

vm G {0,1} m G M. (4-12)

Twierdzenie 3. Jeżeli problem PH spełnia warunek R, ło rozwiązanie optymalne 
problemu PERT umożliwia wyznaczenie optymalnego rozwiązania problemu PH zgod
no u  wzorami (8.4,8.5).
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Dowód. Tworzymy restrykcję zbiorą L  sa pomocą warunku (3.2). Z twierdzeń« 
1 wynika, że problem restrykcyjny zachowuje rozwiązanie optymalne problemu PH, 
Kolejne przekształcenie polegające na wprowadzeniu zmiennych sieciowych spełniają
cych (3.6,3.7) oraz (3.4,3.5) prowadzi do równoważnego zadania postaci RT. Dalia 
transformacja polega na wzmocnieniu opisu warunku (4.6).

Jeżeli vm =  0, to Xi(t) =  0 dla (i,t) 6  X T m oraz /¿(i) =  0 dla (i, i) €  I T m. 0i- 
nacza to dla zmiennych sieciowych E«=t ft- i,s  — 0,dla(»,f) E X T m, oraz Ei=o /¡j = 
l,dla(»,i) E ITm-  Z drugiej strony warunekJ4.6) implikuje, że jeżeli vm =  1, to zmień 

ne ij(i), (*,t) €  X I m oraz /¿(i), (t,ł) E l T m mogą być dowolne. Łącznie warunek 
(4.6) jest równoważny ograniczeniom

T .
Y2 f i - 1,« — vm (ift ) E  X T m t f n E M
s=ł

1 ~  J2 fa i -  Vm (*>0 ^ Mt=0
vm €  {0,1} m  E M.D

Zadanie PHRT różni się od zadania PH tym, że pomada większą liczbę zmien
nych, jednakże zadanie relaksacji liniowej jest problemem programowania liniowego 
o specjalnej strukturze, wygodnej do efektywnej reprezentacji odwrotności macierzy 
bazowych. Zaletą, zadania PHRT jest to, że relaksacja liniowa jest znacznie silniejsi» 
niż relaksacja liniowa zadania PH. Problem PHRT może więc być rozwiązywany 
znacznie skuteczniej za pomocą pakietów programowania liniowego mieszanego wielkie; 
skali, uwzględniających specjalną strukturę macierzy ograniczeń.

5 . Szczególne zadania harmonogramowania

Jako szczególne przypadki problemu PH  rozważamy następujące zadania harmono
gramowania:

Produkcja grup wyrobów dzielących wspólne przezbrojenia. Produkcja każ
dego z wyrobów realizowana jest oddzielnie na jednym ze środków produkcji wyma
gających przezbrojenia. Wyroby ze zbioru N  można podzielić na grupy Nf.,h = 
1 , . . . ,  K,  produktów podobnych mających podobne wymagania wymagania co & 
przezbrojeń, natomiast inne warunki, na przykład jednostkowe czasy i koszty pro
dukcji,mogą być dowolne. Przyjmujemy, że przezbrojenie maszyny na wykonywanie 
wyrobu t, i  E składa sie z przezbrojenia głównego związanego z grupą wyrobow 
A’* oraz przezbrojenia dodatkowego związanego z wyrobem i. Niech oznacza koszt 
przezbrojenia głównego oraz st- — koszt przezbrojenia dodatkowego. Składniki funkcji 
kosztów związanych z przezbrojeniami są równe

£ i Sk% E * { t ) )+ Ł 8i6{Xi{t))
gdzie;ó(x) =  1,jeżeli x  > 0 oraz ¿(i) =  0 w  przeciwnym przypadku.
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Produkcja wsadowa wyrobów o  złożonym rnodeln podobieństw. Modd pro
dukcji jak poprzednio, ale wyrobów nie moana pogrupować w rodziny wyrobów dzieią- 
tych główne prsesbrojenis, model podobieństw i różnic między wyrobami jesś więc 
bardziej złożony.

Eoiwaśmy przykładowo automatyczny montes dementćw dektronicsnych techniką. 
otworowy lub powierzchniowy na płytkach drukowanych. Automaty obsadzające płytki 
elementami elektronicznymi wymagają ustawienia ¿owcy i zaprogramowania ruchu 
głowicy dla każdego montowanego dementu na płytce. Link może być dostosowana do 
montażu różnorodnych układów elektronicznych, przy czym koszty i czasy przestawia
nia zależą od kolejności montażu. W moddu harmonogramow&nia należy uwzględnić 
możliwość wspólnego ustawiania montażu dla identycznie montowanych elementów na 
płytkach różnych typów.

Niech Nm będzie podzbiorem typów płytek posiadających niepusty podzbiór wspól
nych elementów, identycznie montowanych wyłącznie na płytkach ze zbioru Nm. Na 
ogół zbiory Nm,m  €  M  nie są rozłączne. Przyjmijmy, że em jest czasem przygotowa
nia montażu wspólnych dementów. Czas przestoju linii związany z przygotowaniem 
montażu wyraża się wzorem

tińtiŻięjf" X{(t) < M vm dla vm €  {0,1}. Analogicznie można wyrazić koszty przy
gotowania montażu.

Złożony model produkcji wielostopniowej. W przypadku systemów produk
cyjnych złożonych s widu stopni wytwarzania, siedowe ograniczenia bilansów maga- 
lynowych wszystkich wyrobów są postaci

I i { t - l)+ x i(t)-li(t) = dii+ |^ /v * /W  i e N i t  = l , . . . ,T  (5.1)

gdzie; Ą jest zbiorem bezpośrednich następników produktu t w grafie struktury pro
duktów [16). Stosując rekurencyjnie podstawienie

Ei{t) =  Ii( t)+  E  *ijEj{t) ora* Da = da + E  ri ;%  (5*2)
jeS(i) J65(t)

począwszy od wyrobów finalnych, ich składowych, aż dochodząc do surowców i in
nych pierwotnych składników (nie posiadających poprzedników w grafie struktury 
produktów), bilanse magazynowe można przedstawić w równoważnej formie

Ą ( t - l )  + xi(t)-$ (* )  = At *etf;t = l , . . . , r  (5J)

i dodatkowym warunkiem

E  r y E M )  - E i [ t ) <  0 i e N \ t - l ,  (5.4)
m i )
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gdzie;(5.3) jest postaci (3.1), natomiast (5.4) można włączyć do ograniczeń (4.5).
Wiele współczesnych systemów wytwarzania charakteryzuje się szczególny złożonoś

cią mierzony ilościy wyrobów oraz liczby stopni produkcji, operacji, maszyn i innych 
zasobów. Zagadnienia harmonogramowania w wielostopniowych systemach produk- 
cyjnych sy więc szczególnie złożone. Zdecydowane uproszczenie produkcji i przepływu 
materiałów w systemie, wielokrotne skrócenie cykli oraz poziomu zapasów robót w 
toku uzyskuje sie stosujyc organizację technologii grupowej, dzięki integracji środków 
produkcji w formy elastycznych gniazd obróbki grupowej.

W szczególności przepływ materiałów wewnytrz gniazd, realizowany przykładowo u  
pomocy automatycznie sterowanych pojazdów, powoduje, że ze względu na ograniczenia 
zapasów międzyoperacyjnych, wielkości porcji produkcyjnych sy stałe dla wszystkich 
operacji tego samego zadania.

Niech wyrób i będzie produktem międzyoperacyjnym produkowanym ‘akurat n& 
czas’, zgodnie z zapotrzebowaniem określonym przez produkty j  €  S,\ Zatem J,(i) = 0 
dla t =  1 , . . . ,  T  oraz x ,(t) = <kt + Eje s{ rijx/(*)> dla*

W rezultacie model harmonogramowania może posiadać znacznie mniej zagregowa
nych stopni produkcyjnych (odpowiadajycych gniazdom produkcyjnym), zmiennych 
(odpowiadajycych produktom przepływającym. między gniazdami) i ograniczeń (odpo
wiadajycych zagregowanym zasobom gniazd produkcyjnych).

Przepływ wyrobów pomiędzy gniazdami może być realizowany porcjami, np. a  
pomocy systemu Kan-Ban. W przypadku zastosowania prostych reguł odnawiania 
zapasów wyrobów przeplywajycych pomiędzy gniazdami, w granicznym przypadku 
można w rezultacie uzyskać uproszczony, nawet jednostopniowy model harmonogram» 
wania, w którym występuję jedynie zmienne niezależne odpowiadające wyrobom fi
nalnym, natomiast pozostałe zmienne sy zależne [13]. W modelu tym do produkcji 
wyrobu i  w okresie t wymagany jest ciyg operacji realizowanych na różnych środkach 
produkcji, w tym przygotowanie podzespołów lub innych składników w okresach t - 
r ,+ l,  t —Tj+2, . . . ,  i, gdzie r,- jest oszacowaniem produkcyjnego czasu przejścia wyrobu 
i  w cyklu produkcyjnym. Niech M{ będzie zbiorem atrybutów (operacji, składników) 
wyrobu », związanych z wykorzystaniem pewnych środków produkcji. Wielkość atry
butu m w okresie t wyraża się wzorem

zm {t)=  Y  ¿Mr*{(t +  r) (5,S)
[i.rWlTm

gdzie.-zbiór
ITm = { (t, r) i atrybut m,m G M,- jest wymagany w okresie f,aby 

ukończyć wyrób i  w okresie f -f t}  
a bmiT jest wielkością atrybutu m  wymagany w okresie t w celu ukończenia jednost

ki wyrobu i w okresie f +  r. Funkcja kosztów może zawierać składniki związane i 
przygotowaniem wszystkich podzespołów i operacji
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Bardziej złożony model można otrzymać, jeśli założymy, żs wśród atrybutów m, m 6  
Af można wyróżnić grupy atrybutów dzielących wspólne główne czasy i koszty przy
gotowawcze. Niech 2m,ro €  m  wyraża się wzorem (5.5). Przyjmijmy, że mamy sbiory 
atrybutów (niekoniecznie rozłączne) A ^ k  =  1, którym odpowiadają wspólne
oynnoaci przygotowawcze. Składniki funkcji kosztów związane s przygotowaniem 
produkcji można wyrazić wzorem

Analogicznie formułujemy modele zużycia zasobów.

Jednoczesna produkcja wsadowa wieloasortymentowa. Rozważany jest elas
tyczny system produkcji złożony ze sterowanych komputerowo (CNC) centrów obróbko
wych posiadających magazynki narządzi i połączonych ze sobą systemem transportu, 
również sterowanym centralnie. Zakładamy, że załadunek narzędzi do magazynków 
odbywa się ręcznie, a tym samym czas załadunku jest nie do pominięcia.

W danej chwili mogą być jednocześnie wykonywane wyroby s grupy wyrobów, dla 
których załadowano do magazynków niezbędne narzędzia. Niech Nm, Nm C N  oz
naczają grupy wyrobów wymagających pewnych podzbiorów narzędzi zajmujących 
objętość pm w magazynka narzędzi o pojemności Q oraz wymagających czasu tm na 
raładunek narzędzi. Zbiory rodziny {Ńm}meM 04 °gół nierozłączne. Ograniczenie
aa pojemność magazynku wyraża s§ wzorem

]C Pmvm < Qi
OT6M

flkie:Eiejym ij(t) < M vm dla vm €  {0,1}. Podobnie wyznaczany jest czas załadunku 
“"«(ki C =  EmeAf im««»-

j. Niezerowe posłom y zapasów początkowych i ndnimalaych

W przypadku sterowania repetycyjnego rozważane 3ą zadania harmonogramawania s 
przesuwanym horyzontem. W takim przypadku poziom zapasów początkowych jest 
«¡¡wyczaj różny od zera. Podobnie konieczność uwzględnienia niepewności w za
potrzebowaniu na wyroby oraz zakłóceń produkcyjnych może wymagać wprowadzenia 
do modelu niezerowych i zróżnicowanych poziomów zapasów minimalnych (bespiecs- 
oych)[8]. Rozważmy zbiór

V  =  {(*, i )  : /(* -  1) +  x(t) -  /( i)  =  di, x { t ) , I ( t )> I i , t = l , . . . , T } .  (8.1)

?fe/(0) > 0, oraz I  =  ( i ( l ) , . . . ,I (T ))  jest poziomem zapasów bezpiecznych. W 
Prcypadku problemu harmonogramowania zawierającego ograniczenia (6.1) zamiast 
fel), problem restrykcyjny utworzony przez odrzucenie rozwiązań odpowiadających 
kombinacji wypukłej basowych kierunków dopuszczalnych nie pozwala w ogólnym
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pjsypadku sa taryskania rozwiązań optymalnych nadania pierwotnego, jest więc reatiyk- 
«ją błotnie ogranicsającą zbiór dopuszczalny. Zatem problem ?  nie może posiadać 
właściwości R  nawet przy spełnieniu najbardziej korzystnych pozostałych warunków, 
Możliwa jest jednak transformacja zbioru L* do postaci spełniającej wymagane wanmM, 

Zdefiniujmy EregulsryEowane poziomy ¡sapasów [I8j l i  ~  {lit)ielf określone rekuren- 
cyjnyto wzorem

4  =  ( J‘^  ? . ¡ Z f  r  (6.2)|  xaax \liitL ij~ i <&&) i  — l ,  . f2

a następnie zastąpmy ograniczenia 7(f) > I i , t — L . . . , T  prze?, ograniczenia

. m > t h i = l , : ; T .  (6.3)

Ponieważ zachodzi l i  >!* ,*  =  l, . . . ,T ,  więc otrzymamy problem restrykcyjny. W 
istocie jednak restrykcja jest pozorna, gdyż wprowadzone ograniczenia

m  > L ,  (M

eą rodundancyjne w problemie P, Są więc one jedynie silniejszym opisem ograniczeń 
pierwotnych.

Wprowadźmy ( patrz (19]) zmienne przesunięte 7(f) =  I { t ) - L  W rezultacie uzysku
jemy zbiór

L = { ( x , / ) : J >  —l) +  z(i)r-I(f) =  4  7(0) =  0, x ( i ) , / ( t )> 0 , t  =  l , . . . , r } .

Dzięki regularyzacji zapasów minimalnych zachodzi warunek ¿(i) > 0,ł =  l, 
więc otrzymany problem spełnia warunki wymagane do restrykcji regularnej.

Dla dowodu ii d(t)_> 0,t =  1, .._.,T} zauważmy, że jeżeli istniałby wyrób», i G H, 
taki, że d(t) < 0, to l^ t- i  ~ <kt < 7a, co przeczy warunkowi (6.2).

Segułaryzacia poziomu zapasów powodujecie wektor ¿i może mieć więcej wspólciyn- 
ników zerowych, co można wykorzystać w algorytmach rozwiązujących zadanie kar- 
monogramowania.
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NETWORK-FLOW TRANSFORMATIONS OF GENERAL LOT-SIZE 
SCHEDULING PROBLEMS

Summary 1

Genera! lot-sise scheduling problem fear complex, multistage production systems is formulated, it  was 
shown, that, under relatively weak assumptions, the problem can be transformed into an equivalent 
mixed-integer network-fiow optimisation problem with side constraints. Linear programming relax
ation of this problem is strong and comparable with Lagrangeaa relaxation of the original formulation. 
Therefore, the general scheduling problem can be solved by mixed-integer linear programming codes. 
Structural properties of the problem are investigated to develop specialised algorithms. In particular, 
a number of specific scheduling problems are investigated, such as problems having complex, very gen
eral patterns of set-ups, multistage production, ¡and batching of groups of different items processed 
simultaneously in a celL


