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SYNTEZA NIELINIOWYCH WYMIERNYCH UKŁADÓW AUTONOMICZNYCH

Streszczenie. W artykule wprowadzono pojęcie równania różniczkowe­
go wymiernego. Jest to równanie różniczkowe w ®łn, którego prawą stro­
ną Jest wielowymiarowa funkcja wymierna. Wykazano, że półgrupa wy­
miernych transformacji współrzędnych przekształca zbiór równań wy­
miernych w siebie, a każde równanie wymiarne Jest realizowane za po­
mocą integratorów, sumatorów i układów mnożących. Twierdzenie to za­
stosowano do syntezy dwuwymiarowego układu autonomicznego realizują­
cego z dowolną dokładnością zadany gładki cykl graniczny. Podano też 
metodę syntezy równania wymiernego, którego rozwiązania spełniają 
wymierne warunki nieholonomiczne. Zamieszczony przykład nadaje się 
do syntezy przestrajanych generatorów drgań.

1. Równania różniczkowe wymierne

Niech x = (x1t...,xn) oznacza wektor w !Rn, a p = (p1,...,Pn) będzie mul 
tiindeksem o całkowitych, nieujemnych składowych p p n.
Suma skończonej liczby składników

jest wielomianem n-zmiennych. Z wyfażenia

ab(x) - £  axP £  b x<* - £  c xp , 
p p 9 q P p

^gdzie
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wynika, że iloczyn wielomianów jest wielomianem o współczynnikach danych 
splotem. Iloraz wielomianów

a/b(x) à ! $
r  a 
P.— —
£  v pp *

b(x)

jest funkcją wymierną wielu zmiennych.
Kombinacja, iloczyn i iloraz funkcji wymiernych są funkcjami wymiernymi, 

zatem zb'iór funkcji wymiernych tworzy ciało. Wynika stąd, że złożenie funk­
cji wymirnych Jest funkcją wymierną. •

Macierz o elementach wymiernych będzie dalej nazywana krótko macierzą wy­
mierną. Kombinacja, iloczyn i odwrotna macierzy wymiernych są macierzami wy­
miernymi.

Funkcja wymierna Jest realizowal­
na za pomocą sumatorów i układów 
mnożących. Aby udowodnić to twier­
dzenie, trzeba wykazać, że istnieje 
układ sumująco-mnożący realizujący 
funkcję wymierną. Dowolny wielomian 
jest realizowany za pomocą sumato­
rów i układów mnożących. Na rys. 1 
pokazano układ złożony z dwóch blo­
ków realizujących wielomiany a, b, 
z układu mnożącego i węzła sumacyj- 
nego.

Z analizy schematu wynika równanie wiążące multisygndł wejściowy x « (x1f.. 
...,xn) z sygnałem wyjściowym y: [i + b(x)] y = a(x). Zatem układ ten reali­
zuje funkcję wymierną a/(1+b)(x).

Z wyrażeń

Rys

Fig

1. Blok realizacji wielowymia­
rowej funkcji wymiernej

, 1. The błock reallsing multidi- 
mencionai ratlonal function

9a y  ^i- ^i35^ - L. Pi ap ...
-1

i f
|f- b(x) - a |f- (x)

[b(x>]'
c/d(x)

wynika, że pochodna cząstkowa wielomianu Jest wielomianem, a pochodna cząst­
kowa funkcji wymiernej jest funkcją wymierną. Jeżeli f(x) Jest funkcją wy­
mierną, to jej gradient

3f ,3f_ 8f x
§x = 'Sjńj- »•*•* 8xn'
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jest wektorem wymiernym. Jeżeli 

F(x) = [F1(x)t...,Fa(x)j

jest wektorem wymiernym, to jakobian

3F
ax

9F. 3F,
9x. ax_

3F_ __m
3x.

__m
3x„

Jest macierzą wymierną.
Równaniem różniczkowym wymiernym nazwiemy równanie w Rn z wymierną pra­

wą stroną:

X = F(x), O )

gdzie

F(x) = [ a-|/b̂  (x) an/bn^x ]̂ *

Nietrudno wykazać, że wymierna zamiana zmiennych

x = ¡|>(y) = [<*i/|ii(y).” *»°S/Pn(y)] ^

transformuje równanie różniczkowe wymierne w równanie różniczkowe wymierne. 
Istotnie działając transformacją (2) na równanie (1) otrzymujemy równanie 
różniczkowe:

(3)

które na podstawie poprzednio wyprowadzonych 
twierdzeń o funkcjach wymiernych posiada wy­
mierną prawą stronę.

Powyższy rezultat można sformułować za po­
mocą następującego twierdzenia: Półgrupa wy­
miernych transformacji zmiennych przekształca 
zbiór równań różniczkowych wymiernych w siebie.

y = 9 <t>" Q y-1F [$ (y)] .

X / X F
Rys. 2. Układ realizacji 
wymiernego równania róż­

niczkowego
Fig. 2. The system reali­
sing rational differen­

tial
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Twierdzenie to ma istotne znaczenie podczas syntezy układów różniczko­
wych. Każdy taki układ jest realizo.wany w strukturze widocznej na rys. 2, 
w której blok wektor - funkcji wymiernej F utworzony jest poprzez multipli- 
kację n-układów pokazanych na rys. 1. Strukturę takiego bl-oku ilustruje 
rys. 3.

Rys. 3. Blok realizacji wielowymiarowej wektorowej funkcji wymiernej 
Fig. 3. The bloock realising multidimensional rational vector - function

2. Synteza układu wymiernego z pomocniczym wektorem sterowania

Dane jest równanie różniczkowe

x = F(x,u), (4)

gdzie: xe IRn, ue IR*, F : IRn+"-'-IRn jest funkcją wymierną od x,u, Zadaniem 
syntezy jest wybór wektora sterowania u w taki sposób, aby rozwiązania 
równania (4) spełniały warunek:

Q(x,x) = 0, dla te (O,«3), (5)

gdzie: Q : IR̂ n —► IR* Jest funkcją wymierną.
Wykażemy, że postawione zadanie jest z pewną dokładnością realizowane 

w klasie różniczkowych równań wymiernych. Poszukujemy w tym celu wektora 
sterowania u, który zapewni spełnienie warunku

Q(x,x) = 6 , (6)

gdzie Se  IR* oraz II6 (t) || IR™—* 0 przy t—*oo. Tym samym warunek (5) nie będzie
spełniony dokładnie, lecz z pewnym małym błędem 5 , który zmienia się według
równania różniczkowego liniowego

Ś = TS, (7)
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gdzie T Jest IR11 x IR® - macierzą o wartościach własnych leżących poza prawą 
domknlętą^półpłaszczyzną. Wstawiając równość (6) do równania (7) otrzymuje 
się:

0Q » 9Q ■* _ / • \jr i * —  x = T Q(x,x)
a . ax (8)

Równanie (8) musi być spełnione przez rozwiązanie równania (4) dla każdego 
t6 [O,00), zatem wstawiając równanie (4) do (8). otrzymuje się

|t [x .F(x ,u )] u - T Q [x,F(x,uj] - || [x,F(x,uj] F(x,u)

 [x,F(x,u)] F(x,u),
dx

skąd

Û - [x,F(x,u)j ||) (T fl[x,F(x,u)J - || [x,F(x,u)] F(x,u)) -
dx

- (|f) gf F<x,u) * U(x,u),

(9)

Otrzymana funkcja U : Jest funkcją wymierną od x,u, gdyż zbiór
funkcji wymiernych tworzy ciało. W ten sposób równania (4) i (9) tworzą pa­
rę równań różniczkowych wymiernych

Rys. 4, Struktury układów z pomocni­
czym wektorem sterowania

Fig. 4. The realisable structure of 
the systems with the auxilary con- 

tron vectors

x = F(x,u) 

ù - U(x,u)

(4)

(9)

Podczas syntezy struktury realizu­
jącej parę równań (4), (9) trzeba 
rozpatrzyć dwa przypadki. Pierwsza 
struktura, w przypadku gdy układ
(4) jest zadany, zilustrowana jest 
na rys. 4a, druga gdy układ (4) 
nie jest zadany, widoczna jest na 
rys. 4b. W obu przypadkach bloki 
F i U realizują funkcje wymierne 
IRn+5* Rn 1 IRn+m^IR,B.
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Przykład
Dokonać syntezy struktury generatora dwóch drgań sinusoidalnych o nasta­

wianej częstotliwości i nastawianym przesunięciu fazowym.
Żądane równania czasowe drgań są następujące:

x.,(t) * A sin(wt + 9), 

x2(t) « A sin(cot -(P), 

skąd otrzymuje się tożsamości:

*1
■j- = sincot cos 9 + cosoit sin9

2 = sinoot cos 9 - cosoJt sin 9

X1 = coscot cos9 - sinctft sin 9

X- = cosost cos 9 + slnu3t sin9.

Stąd

( sinP cos!P ) + cosiP * sin9) - 1

(■^ cos 9  sin9) + siniP cos^) = 1.

Podstawiając c = cos $P , s = sin 9 zapisujemy funkcję Q(x,x): 

(c03x1 - sx1)̂  + (so3x2 - cx2)2 - 032A2

(so)x1 ♦ cx1)2 + (co0x2 ♦ sx2)2 - 03 2A2
Q(x,x)
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Za obiekt sterowania można przyjąć dowolny sterowany układ równań wymier­
nych, na przykład dwa Integratory:

F ( x ,u )

Przyjmując

-1

0

otrzymamy

U ( x ,u )  » ( 2 2  [ x , F ( x , u ) ]  | f ) " 1 ( T Q [ x , F ( x , u ) ]  - | 2  [ x , F( x , u ) j  F( x , u ) )  ■
Bx

   n — ----4sCU3X1U2+ńsC60X2U1+A(s -C )u1u2

U1^A^+(CU3X1.-SU1)(3SU1-CCJX1) + (S60X2-CU2)(3CU2-SCJX2)

2s(sU2+CGUX2) , 2c(s U3X2~CU2)

-2c(cu1+scOx1), 2s(su1-C0l>x 1)

co2A2-(scOx 1+cu1)(3cu1+sujx1) + (co3x2+su2)(3su2+coox2)

3. Synteza zadanego cyklu granicznego

Dokonamy najpierw syntezy kołowego cyklu granicznego, a następnie za 
pomocą przekształcenia wielomianowego nadamy mu pożądany kształt. Układ wy­
mierny

x 1 =ot f [ x2 + x 1 (1 -  x 2 -  x 2)j 

x 2 =(J j-x ^  + x 2 (1 -  x 2 -  x | ) j

(10)
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posiada globalnie stabilny kołowy cykl graniczny. Istotnie przechodząc do 
współrzędnych biegunowych x1 = r coscć, x2 =■ r sincf przekształcony układ 
równań (10) do postaci:

r =(Dr(1 - r2)

Fig. 5. The smooth limit 
cycle radial change

> [r(otj]1+  ̂(cos«-)1 (sinot)^ a.. = cosot,i+J=1 L 1J
( 12 )

i^j*u > i , i j i
r(cx.) J (cosoc) (sinot)J b. . = sinot. 

i+j=1 L J

Zależność r(oc) wyznacza się z rys. 5. Po odpowiednim uporządkowaniu skład­
ników układ równań liniowych (12) przyjmuje postać (1 3 ).

Każdej parze odwzorowanych punktów - węzłów odpowiaaają dwa równania, 
zatem związek między liczbą odpowiadających sobie par punktów p a stopniem 
wielomianu n ma postać:

n(n+3)p = ‘ .

Stosując transformację (11) do układu równań (10) otrzymamy wymierny u- 
kład równań posiadający przybliżony zadany cykl graniczny.

Problem aproksymacji zadanego dwuwymiernego cyklu granicznego nie ma Jed­
noznacznego rozwiązania. Ponadto można go rozwiązywać za pomocą dwuwymiaro­
wej aproksymacji rzeczywistej, Jak to przeprowadzono powyżej lub za pomocą 
jednowymiarowej aproksymacji zespolonej.

Transformację wielomianową 

i+J=n . .
' S f■« y,y2

1+J=n 4 ,

>2 ‘ i p ,  ‘» y 'y'

<«>

dobieramy tak, aby przekształcała ona radialnie 
pożądany cykl graniczny na okrąg jednostkowy 
(rysj 5). Niewiadome współczynniki transforma­
cji wyznaczamy z równań liniowych:

«- « CJ .
«i

Rys. 5. Przekształcenia 
gładkiego cyklu granicz­

nego
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CZHIic AiiTCriC.s!iiaX PAuHOHAjIbHKX OMCTEM

P e 3 k  u e

o paSore BBezeno noHaiHe pau«ioHajibHoro AHiipepeKUHaAbHoro ypaBueHH«. Sto 
-,;:<-iepeH-;zajibHoe ypaBHeKae b r c MHoroMepHoA pazaoHajibHok (pymmaeK b npa- 
bo;i kaem. ^oKasaHo, sto nojiyrpynna paxwoHajibHux KoopAHHaiHKX npeodpa30Ba- 
HH.i, nepesoAHT MaoxecTBo paimoHajibHbix ypaBHeHHń b ceds « hto npon3BojibHoe 
pam:oHajibHoe ypaBHeHHe mojkho peaJiH30Baib b aHajioroBok cxene c noMomb» yMHO- 
x;:Tezea ii HHTerpapyioaHx h onepauHOHHbix yciiiiHTejiea. bia xeopeua npHMeHeHa 
K. CHHTe3y „ByxnepHOii aBTOHOMHOH CHCieMH, KOTOpafl C npOHSBOJIbHOii TORHOCTbK) 
peaniisy- r 3a;.aHHbik rjiaj,Kna npeAejibHUk zhkji. UpeACTaBjieH Taxxe MeTOfl 0HHie3a 
pauHOHajibHoro ypaBneHM, KOTopoe HMeei TpaeKTopan na oAHOM.HerojioHOMHOM 
MHoroo6pa3iiH. noxa3aHHbiii npaMep mokho npaMeHHTb k CHSTe3y reHepaiopoB CHHy- 
cozAa.ibaux KojiedaHHił c aacTOTHoa h ija30Boa nepecipokKosi.

NONLINEAR RATIONAL AUTONOMOUS SYSTEMS SYNTHESIS

S u m m a r y :
In the paper the rational differential equation was defined. It is the 

differential equation, in IRn with the multidimensional rational function 
on the right side. The rationals transformations semigroup were proved to
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map the set of rational equations into Inside, and that each rational diffe­
rential equation can ve formed using integrators, sum amplifiers and multi­
pliers. The theorem was used to design twodimensional autonomous differen­
tial system which realizes desirable smooth limit cycle with any accuracy. 
The method of synthesis of the rational differential equation with solutions 
on the nonholonomous manifold was given too. An example of synthesis of the 
oscillator with frequency and phase control was included.


