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SYNTEZA NIELINIOWYCH WYMIERNYCH UKLADOW AUTONOMICZNYCH

Streszczenie. W artykule wprowadzono pojecie réwnania rézniczkowe-
go wymiernego. Jest to réwnanie rézniczkowe w @in, ktdrego prawag stro-
ng Jest wielowymiarowa funkcja wymierna. Wykazano, ze pélgrupa wy-
miernych transformacji wspotrzednych przeksztatca zbiér rownan wy-
miernych w siebie, a kazde réwnanie wymiarne Jest realizowane za po-
mocg integratoréw, sumatoréw i ukdadéw mnozacych. Twierdzenie to za-
stosowano do syntezy dwuwymiarowego ukd#adu autonomicznego realizuja-
cego z dowolng dokkadnosciag zadany gladki cykl graniczny. Podano tez
metode syntezy réwnania wymiernego, ktérego rozwigzania spelniaja
wymierne warunki nieholonomiczne. Zamieszczony przykdad nadaje sie
do syntezy przestrajanych generatoréw drgan.

1. Réwnania roézniczkowe wymierne
Niech x = (X1t...,xn) oznacza wektor w R, a p = (pl,---,Pn) bedzie mul

tiindeksem o catkowitych, nieujemnych skfadowych p p n.
Suma skonczonej liczby skdadnikéw

jest wielomianem n-zmiennych. Z wyfazenia

ab(x) - £ axP £ bx*- £ cxp,
p p 9q P p

~gdzie
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wynika, ze iloczyn wielomianéw jest wielomianem o wspétczynnikach danych
splotem. lloraz wielomianéw

r a
a/bG) al's P— —

£ v
p > P

jest funkcja wymierng wielu zmiennych.

Kombinacja, iloczyn i iloraz funkcji wymiernych sa funkcjami wymiernymi,
zatem zb"i6r funkcji wymiernych tworzy ciato. Wynika stad, ze ztozenie funk-
cji wymirnych Jest funkcja wymiernag. <

Macierz o elementach wymiernych bedzie dalej nazywana krétko macierza wy-
mierng. Kombinacja, iloczyn i odwrotna macierzy wymiernych sa macierzami wy-
miernymi .

Funkcja wymierna Jest realizowal-
b(x) na za pomocg sumatoréw i ukdadow
mnozacych. Aby udowodni¢ to twier-
dzenie, trzeba wykaza¢, ze istnieje
ukdad sumujgco-mnozacy realizujacy
funkcje wymiernga. Dowolny wielomian
jest realizowany za pomocag sumato-
réow i ukdadéw mnozacych. Na rys. 1

1. Blok realizacji wielowymia- pokazano ukdad ztozony z dwoch blo-
rowej funkcji wymiernej kéw realizujacych wielomiany a, b,
Fig . 1. The biock reallsing multidi- z ukdadu mnozacego i wezd#a sumacyj-

mencionai ratlonal function
nego.

Z analizy schematu wynika réwnanie wigzace multisygndt wejsciowy x « (x1f..
-.-,Xn) z sygnatem wyjsciowym y: [ + b(X)]y = a(x). Zatem uktad ten reali-
zuje funkcje wymierng a/(1+b)(X)-

Z wyrazen

Ajl

If- bO) - alf- )
c/d(x)
beel”

wynika, ze pochodna czastkowa wielomianu Jest wielomianem, a pochodna czast-
kowa funkcji wymiernej jest funkcja wymierng. Jezeli f(x) Jest funkcjg wy-
mierng, to jej gradient

3f ,3F 8F x
8X = "SJfiJ- »e*e* 8xn"
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jest wektorem wymiernym. Jezeli

F(X) = [F1(X)t...,Fa()]

jest wektorem wymiernym, to jakobian

9F. 3F,
9X. ax_
3F
ax
o
3X. 3X,,

Jest macierzag wymierng.
Réwnaniem rézniczkowym wymiernym nazwiemy réwnanie w Rn z wymierng pra-
wa strona:
X = F(X), 0)
gdzie
F(X) = [a-I/MM(x) an/bn~™x"1g *
Nietrudno wykaza¢, ze wymierna zamiana zmiennych
x = iP®) =REVii(y).” *»°S/Pn(y)l ~
transformuje réwnanie rézniczkowe wymierne w réwnanie rézniczkowe wymierne.

Istotnie dzialajac transformacjg (2) na réwnanie (1) otrzymujemy réwnanie
rozniczkowe:

A
y=0y - BAl- @

ktére na podstawie poprzednio wyprowadzonych
twierdzen o funkcjach wymiernych posiada wy-

X / X F mierng prawg strone.
Powyzszy rezultat mozna sformudowaé za po-
Rys. 2. Uk¥ad realizacji moca nastepujacego twierdzenia: Podgrupa wy-

wymiernego réwnania roz-
niczkowego

Fig. 2. The system reali-
sing rational differen-
tial

miernych transformacji zmiennych przeksztakca
zbioér réwnan rézniczkowych wymiernych w siebie.
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Twierdzenie to ma istotne znaczenie podczas syntezy ukdaddéw rézniczko-
wych. Kazdy taki ukdad jest realizo.wany w strukturze widocznej na rys. 2,
w ktérej blok wektor - funkcji wymiernej F utworzony jest poprzez multipli-
kacje n-uktadéw pokazanych na rys. 1. Strukture takiego bl-oku ilustruje

rys. 3.

Rys. 3. Blok realizacji wielowymiarowej wektorowej funkcji wymiernej
Fig. 3. The bloock realising multidimensional rational vector - function

2. Synteza uk¥adu wymiernego z pomocniczym wektorem sterowania
Dane jest réwnanie rozniczkowe
x = FCx,u), (&)
gdzie: xe I, ue IR*, F : M+"-"-IRn jest funkcjg wymierna od Xx,u, Zadaniem
syntezy jest wybér wektora sterowania u w taki sposéb, aby rozwigzania
réwnania (4) speiniaty warunek:

QX,x) =0, dla te (0,«3), ®

gdzie: Q : IRN—»IR* Jest funkcja wymierng.

Wykazemy, ze postawione zadanie jest z pewnag dokkadnoscig realizowane
w klasie rézniczkowych réwnan wymiernych. Poszukujemy w tym celu wektora
sterowania u, ktéry zapewni spednienie warunku

QXx,x) =6, ®
gdzie Se IR* oraz I6(Y) JIR-*0 przy t—*oo. Tymsamymwarunek () nie bedzie
spedniony dokkadnie, lecz z pewnym matymbiedem5 ktéry zmienia sie weddug

réwnania roézniczkowego liniowego

S =TS, @)
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gdzie T Jest R x IR® - macierzg o wartosciach wkasnych lezacych poza prawag
domknleta™podptaszczyzng. Wstawiajac réwnosé¢ (6) do réwnania (7) otrzymuje
sie:

P08 o ®)

Réwnanie (8) musi by¢ speknione przez rozwigzanie réwnania (4) dla kazdego
t6 [0,00), zatem wstawiajac réownanie (4) do (8). otrzymuje sie

|t [Ix-F(x,u)l u-T0 DXFul -11 XFX&ul FX,u

[x,F(x, W] F(x,u),

skad
0 - 4 DGFOGWE 1D (T AIDGRGGWI - 1] IXGFGWT F,w) - -
X
®
- (D gf F=x,u) * Ux,u),
Otrzymana funkcja U : Jest funkcja wymierng od x,u, gdyz zbiér

funkcji wymiernych tworzy ciato. W ten sposéb réwnania (4) i (9) tworza pa-
re réwnan rozniczkowych wymiernych

x = F(x,u) (&)
U - Ux,u) ©)

Podczas syntezy struktury realizu-
jacej pare réownan (4), (9) trzeba
rozpatrzy¢ dwa przypadki. Pierwsza
struktura, w przypadku gdy ukdad
(@ jest zadany, zilustrowana jest
na rys. 4a, druga gdy ukdfad (4)
nie jest zadany, widoczna jest na
rys. 4b. W obu przypadkach bloki

Rys. 4'CZSrﬁr&gﬁgge;kgig%’wgn?gmocni‘ F i U realizujg funkcje wymierne
. 4 ' R+5* Rn 1 R+mAIR B,
Fig. 4. The realisable structure of
the systems with the auxilary con-
tron vectors
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Przyktad

Dokona¢ syntezy struktury generatora dwoch drgan sinusoidalnych o nasta-
wianej czestotliwosci i nastawianym przesunieciu fazowym.
Zgdane réwnania czasowe drgan sg nastepujace:

X.,(® * A sin(wt +9),
x2(®) « A sin(cot -(P),

skad otrzymuje sie tozsamosci:

1
mj- = sincot cos 9 + cosoit sin9

2 - sinoot cos 9 - cosoJt sin9
X1 _ - _
= coscot cos9 - sinctft sin9
X- _
= cosost cos9 + slknu3t sin9.
Stad
( sinP cosiP) + cosiP * sin9) -1
(m”™ cos 9 sin9) + siniP cos™) = 1.

Podstawiajac ¢ = cos®, s = sin 9 zapisujemy funkcje Q(x,X):

(c03x1 - sxI)™ + (so3x2 - cx2)2 - 032A2

QX%
(so)x1l ¢ cx1)2 + (coOx2 & sx2)2 - 3 2A2
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Za obiekt sterowania mozna przyja¢ dowolny sterowany ukdad réwnan wymier-
nych, na przyktad dwa Integratory:

F(x,u)
Przyjmujac
-1
0
otrzymamy
U((x,u) » (22 [x,F(x,u)] |f)"1 (TQI[x,F(x,u)] -]2 [x,F(x,u)j F(x,u))m
Bx

2s (sU2+CGUX2) , 2c(s U3X2~CU2)

-4sCU3X1U2+AsCB0X2U 1+AE§ —C )ulu2
-2c(cul+scOxl), 2s(sul-COpx 1)

ULAAM(CU3XL -SUL) (38SUL-CCIXL) + (S60X2-CU2)(3CU2-SCIX2)

c02A2-(scOx 1+cul) (Becultsujx1l) + (co3x2+su2)(Bsu2+coox?2)

3. Synteza zadanego cyklu granicznego

Dokonamy najpierw syntezy kotowego cyklu granicznego, a nastepnie za
pomoca przeksztatcenia wielomianowego nadamy mu pozadany ksztakt. Ukdad wy-
mierny

x1 =otf[x2 + x1 (1 - x2 - x2)j

o
x2 =(J j-xN +x2 (1 - x2 - x|)j
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posiada globalnie stabilny kotowy cykl graniczny. Istotnie przechodzac do
wspotrzednych biegunowych x1 = r coscé, x2 mr sincf przeksztatcony ukkad
réwnan (10) do postaci:

r =(Or(1 -r2)
««Cl .
Transformacje wielomianowg

i+J=n
- S fxy,y2
<«>
1+J=n 4

>2 “ip, “»y'y”

R dobieramy tak, aby przeksztatcata ona radialnie
Rys. 5. Przeksztatcenia . R -
gadkiego cyklu granicz- pozadany cykl graniczny na okrag jednostkowy
nego (rysj 5). Niewiadome wspédczynniki transforma-

Fig. 5. The_smooth limit cji wyznaczamy z réwnan liniowych:
cycle radial change

> +~ (cos«-)1 (sinot)™ a.. = cosot,
i+J=1 Eﬁliﬂ (coseL ( ) 1J
(12)
i"j*u >1i,i J i
re) J (cosoc) (sinot)d b. . = sinot.
iHj=1 L J

Zalezno$¢ r(oc) wyznacza sie z rys. 5. Po odpowiednim uporzadkowaniu skiad-
nikéw ukdad réwnan liniowych (12) przyjmuje posta¢ (13).

Kazdej parze odwzorowanych punktéw - wezdéw odpowiaaajg dwa réwnania,
zatem zwigzek miedzy liczbg odpowiadajacych sobie par punktéw p a stopniem
wielomianu n ma postac:

p = n(n+3)

Stosujac transformacje (11) do ukdadu réwnan (10) otrzymamy wymierny u-
k#ad réwnan posiadajacy przyblizony zadany cykl graniczny.

Problem aproksymacji zadanego dwuwymiernego cyklu granicznego nie ma Jed-
noznacznego rozwigzania. Ponadto mozna go rozwigzywa¢ za pomoca dwuwymiaro-
wej aproksymacji rzeczywistej, Jak to przeprowadzono powyzej lub za pomoca
Jednowymiarowej aproksymacji zespolonej.
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CZHlic AITTOrC.sliiaX PAUHOHAj IbHKX OMCTEM

Pe3kue

o0 paSore BBezeno noHaiHe pau«ioHajibHoro AHiipepeKUHaAbHoro ypaBueHH«. Sto
-,;:<-lepeH-;zajibHoe ypaBHeKae b r C MHoroMepHoA pazaoHajibHok (pymmaeK b npa-
bo;i kaem. ~oKasaHo, sto nojiyrpynna paxwoHajibHux KoopAHHaiHKX npeodpa30Ba-
HH.i, nepesoAHT MaoxecTBo paimoHajibHbix ypaBHeHHA b ceds « hto npon3BojibHoe
pam:oHajibHoe ypaBHeHHe mojkho peaJiH30Baib b aHajioroBok cxene ¢ noMomb» yMHO-
X;:Tezea W HHTerpapyioaHx h onepauHOHHbix yciiiiHTejiea. bia xeopeua npHMeHeHa
K CHHTe3y ,,ByxnepHOii aBTOHOMHOH CHCieMH, KOTOpafl C npOHSBOJIbHOii TORHOCTbK)
peaniisy- r 3a;.aHHbik rjiaj,Kna npeAejibHUk ZhKji. UpeACTaBjieH Taxxe MeTOfl OHHie3a
pauHOHajibHoro ypaBneHM, KOTopoe HMeei TpaeKTopan na oAHOM.HerojioHOMHOM
MHoroo6pa3iiH. noxa3atbiii npaMep mokho npaMeHHTb k CHSTe3y reHepaiopoB CHHy-
cozAa.ibaux KojiedaHHi+ c aacTOTHoa h ija30Boa nepecipokKosi .

NONLINEAR RATIONAL AUTONOMOUS SYSTEMS SYNTHESIS

Summary:

In the paper the rational differential equation was defined. It is the
differential equation, in I with the multidimensional rational function
on the right side. The rationals transformations semigroup were proved to
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map the set of rational equations into Inside, and that each rational diffe-
rential equation can ve formed using integrators, sum amplifiers and multi-
pliers. The theorem was used to design twodimensional autonomous differen-
tial system which realizes desirable smooth limit cycle with any accuracy.
The method of synthesis of the rational differential equation with solutions
on the nonholonomous manifold was given too. An example of synthesis of the
oscillator with frequency and phase control was included.



