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PEWNE UWAGI O KLASYCZNEJ DEFINICJI "INDUKCYJNOSCI

Streszczenie. Klasyczna definicja indukcyjnosci cewek cienkich wig-
ze sie z pojeciem strumienia przenikajacego powierzchnie ograniczong
konturem cewki. Problem rozpinalnosci powierzchni na cewkach bedag-
cych dyfeoaorficznymi obrazami okregéw jest trywialny, dla cewek za-
wezlonych ulega on Istotnej komplikacji. Komplikacja ta wigze sie z
zagadnieniem mozliwosci rozpinania orientowalnych powierzchni na kon-
turach zawezlonych.

Problem zanurzenia (rozpinalnosci hiperpowierzchni) rozmaitosci w

rozmaitosci Mn+l stanowi aktualne zagadnienie topologii algebraicznej
nierozwigzalne w pedni do chwili obecnej.

W pracy opisano dwa sposoby rozpinania powierzchni na zwartych rozma-
itoSciach Jednowymiarowych zanurzonych w przestrzeni r>>wykorzystujac
metody Brunna i ~Selfferta. Podano szereg przyktadéw ilustrujacych
zastosowanie tych metod.

1. Wstep

W topologii algebraicznej wezdtem nazywamy jednowymiarowg rozmaitos¢ réz-
niczkowalng zanurzong w przestrzeni R*. Jezeli rozmaito$¢ rézniczkowalna
Jest zwartg, to taki wezek nazywamy raczkowym.

Méwimy, ze dwa wezdy <il, W2 sg tego samego typu, tzn. sa sobie réwnowazne
topologicznie, jesli istnieje homeomorfizm przeksztatcajacy wezet W1 wraz

z pewnym jego otoczeniem tréjwymiarowym w wezetk W2 (wraz z Jego otoczeniem
trojwymiarowym). Zagadnienie klasyfikacji topologicznej wezdbéw jest bardzo
z4ozone 1 z punktu widzenia niniejszego artykudu nieistotne.

W dalszym ciagu artykubu przez stowo "‘wezed' rozumiemy wezed raczkowy okre-
Slonego typu bez wnikania w problem, Jakie niezmienniki topologiczne cha-
rakteryzujg typ wezda.

Problem rozpilanoscl powierzchni orientowalnych na wezdach raczkowych
wigze sie Scisle ze stosowalnoscig klasycznej definicji indukcyjnosci
opartej na pojeciu strumienia magnetycznego. Problem ten dla wezdtéw homeo-
morficznych (wraz z pewnym otoczeniem) ze sferg jest stosunkowo pro-
sty, chociaz nawet w tym przypadku moga wystapi¢ komplikacje. Klasycznym
przyktadem jest tu problem rozpinania powierzchni na cewce cylindrycznej
(rys. D.
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Rys. 1. Rozpinanie powierzchni na cewce cylindrycznej
Fig. 1. The spanning surface in the cylindrical coil

Jesli dhugos¢ cewki jest dostatecznie duza w poréwnaniu z Jej Srednica,
a skok linii Srubowej dostatecznie maty (brak Scistego sprecyzowania tych
terminéw w literaturze), to kazdy zwdj cewki mozna zastapi¢ pradem pierscie-
niowym o tym samym natezeniu co prad cewki pierwotnej. Tym samym cewke cy-
lindryczng zastepuje sie pojedynczym zwojem, w ktérym plynie prad o nateze-
niu réwnym iloczynowi pradu cewki pierwotnej cylindrycznej i liczby jej zwo-
Jow. Przypadek, w ktorym zatozenia pozwalajace na przyporzadkowanie cewce
cylinrycznej zwoju kodowepo nie sa spednione, jest w literaturze catkowicie
pomijany, np. (11, [2D).
Intuicyjnie mozna przypuszcza¢, ze operacja polegajaca na przyklejaniu do-
datkowych dwukrotnie orientowalnych dukéw (w celu zapewnienia niezmiennosci
rozpdywu pradu w cewce) do wezda powinna pozwoli¢ na pozytywne rozwigzanie
problemu rozpinalnosci orientowalnych powierzchni na wezkach.
Rozpatrzmy nastepujacy przykdad:

Przyktad 1

Rozpig¢ orientalng powierzchnie na cewce cylindrycznej, dla ktérej nie
sa spednione zatozenia umozliwiajace przyporzadkowanie Jej zwoju kodowego

(rys- .

Wprowadzamy dodatkowe dwukrotnie orientowalne duki, tak Jak to pokazano
na rys. 1"a". Powierzchnie rozpieta na cewce mozna przedstawi¢ w postaci
sumy dwéch orientowalnych powierzchni (rys. 1la, 1b). W celu ¥atwiejszego
zaobserwowania faktu, ze powierzchnia przedstawiona na rys. 1b Jest orien-
towalna, mozna wprowadzi¢ dalsze ciecia tej powierzchni (rys. 1b), co ozna-
czono na tym rysunku liniami kreskowanymi .

Problem rozpinania orientowalnych powierzchni na weztach nie bedacych
homeomorficznym obrazem sfery s™ (wraz z pewnym tréjwymiarowym Jej otocze-
niem) jest o wiele bardziej ztozony. W niektérych przypadkach mozliwe jest
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Intuicyjne dolaczenie dwukrotnie orientowanych dukéw do wezda tak, by mozna
byto na nim rozpigé¢ powierzchnie orientowalna.

Rozpatrzmy nastepujacy przykdad:

Przyktad 2

Rozpig¢ powierzchnie na nieodwracalnym wezle Trottera przedstawionym na
rys, 2.

Gdy wprowadzimy pomocnicze dwukrotnie orientowalne 4ukl, tak Jak to po-
kazano na rys. 2a (za pomoca linii kreskowanych), wezet Trottera rozpada sie
na pie¢ wezkéw homeomorflcznych ze sferg S1 (rys. 2b). Chcac uprosci¢ powie-
rzchnie rozpieta na zwojach bifilarnych (rys. 2b), mozna wprowadzi¢ dodatko-
we dwukrotnie orientowalne duki w plaszczyznie prostopadtej do rysunku (huki
te na rys. 2c oznaczono kropkami).

Rys. 2. Rozpinanie powierzchni na wezle Trottera
Fig. 2. The spanning surface in the Trotter knots

Procedure dotaczania dodatkowych (dwukrotnie orientowalnych) Jukéw o™~
danego wezka nazywa¢ bedziemy cieciem wezda. Przed przystapieniem do synte-
zy efektywnych algorytméw umozliwiajacych proces rozpinania orientowalnych
powierzchni na wezkach nalezy odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

1. Czy dla kazdego wezda nalezacego do zbioru wezdéw topologicznie réwno-
waznych istnieje posta¢ kanoniczna, wspélna dla catego zbioru.

2. Jesli odpowiedZ na ww. pytanie Jest pozytywna, to w jaki spos6b nalezy
dotacza¢ dodatkowe Huki do wezka, by ulegat on rozpadowi na wezty ele-

mentarne homeomorfie”ne ze sferg S .

Zagadnienia te beda rozpatrzone w dalszej czesci artykutu.
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2. Metoda cie¢ wezta oparta na twierdzeniu Brunita

Przed przystgpienie« do analizy metod cig¢ wezka wprowadzmy najpierw
pewne pojecia podstawowe:
Projekcja wezta W nazywamy odwzorowanie:

Pr : WC R3— ®R2. ()

Punkt p nalezacy do obrazu projekcji wezda nazywamy K-krotnym, Jesli Jego
przeciw obraz odpowiada k punktom wezta.
Wezet znajduje sie w potozeniu regularnym, gdy:

1) wszystkie jego punkty wielokrotne maja krotnos¢ rowng dwa,

2) liczba punktéw wielokrotnych wezta jest skornczona,

3) zaden z punktéw wielokrotnych wezda przy Jego projekcji nie jest obrazem
wierzchotka wezta.

Wezet w potozeniu regularnym posiada wiec punkty wielokrotne, ktdrych obraz
pokazano na rys. 3a, nie moze zas$ posiada¢ punktéw wielokrotnych pokazanych
na rys. 3b.

Rys. 3. Dopuszczalne i niedopuszczalne punkty wielokrotne wezdta w potozeniu
regularnym

Fig. 3. The admissible and non-admissible multiple points for knot in the
regulator position

Mozna wykaza¢ ([3], s. 18), ze:

- k8zdy wezet raczkowy mozna przedstawi¢ w potozeniu regularnym,

- liczba regularnych potozeh wezdoéw raczkowych Jest co najwyzej przeliczal-
na, tzn. liczba wszystkich typéw topologicznie réwnowaznych wezdow Jaat
co najwyzej przeliczalna.

Méwimy, ze wezel raczkowy znajduje sie w zmodyfikowanym podozeniu regu-
larnym, jes$li posiada on jeden punkt wielokrotny o skorficzonej krotnosci.
Mozna wykaza¢ [4], ze kazdy Wezet raeakowy znajdujacy sie w potozeniu re-
gularnym mozna sprawdzi¢ do zmodyfikowanego potozenia regularnego. Powyzsze
"stwierdzenie nosi nazwe twierdzenia Brunna [4]. Przyktad obrazu wezta znaj-
dujacego sie w zmodyfikowanym potozeniu regularnym przedstawiono na rys. 4.
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Przeanalizujmy obecnie procedure roZ"
pinania powierzchni orientowalnych na
wezle znajdujacym sie w potozeniu regu-
larnym zmodyfikowanym. W tym pofozeniu
jedynym punktem wspélnym gatezi wezta
(w obrazie projekcji) jest punkt wielo-
krotny lezacy w poczatku ukdadu wspot-
rzednych. Przyklejmy do wezda dodatkowy
+uk (dwukrotnie orientowalny) lezacy na
osi (rys. 5). Wspotrzedne poczatku

Rys. 4. Obraz wezta raczkowego w i konca Htuku oznaczmy przez (0, O, z
zmodyﬁkowan;llrgrﬁg;ozenlu regu- (©, 0, z2). Wspotrzedne zj, z2 poczatku
Fig. 4. The image of handle knot i konca dodatkowego duku dobierzmy
in the modified regular position zgodnie ze wzorami:

mot {x : x1-0, xX2-0, x3e w} . (2)

X.

min <X w}, (©)
gdzie:

*{(0,0, x3) min X, < X. @
Xje W x3e w

tuk dodatkowy o wspdédrzednych poczatku i konca (0,0,z.,), (0,0,z2) lezy w
ptaszczyznie prostopadtej do obrazu projekcji wezda i przechodzi przez punkt
wielokrotny wezda. tuk ten rozcina wezet na czesci,z ktérych kazda jest ho-
meomorficzna ze sferag st , a zatem na kazdej z tych czeSci mozna rozpigc¢ po-
wierzchnie orientowalng. Krawedz wspdlng tych powierzchni stanowi 4uk o
wspotrzednych (0,0,z1), (0,0,z2). Przeprowadzmy podziat tego duku na czesci
za pomocg par punktéw o wspddrzednych (0,0,x, *), (0.07,71) (i = 1...n),
gdzie x , X oznaczaja wspétrzedng Xj i-tej gatezi wezka homeomorficznej
(wraz z tym-wycinkiem duku) ze sferg S1. Orientacje wycinkéw duku przyjume-
my zgodnie z orientacjg gatezi wezka lezacych poza punktem wielokrotnym.
Przyk¥ad 3

%
Przedstawiona powyzej procedura pozwala na rozciecie wezka na skonczong

liczbe czesci homeomorficznych ze sferg S1. Liczba tych czesci jest réwna
krotnosci punktu wielokrotnego wezda.

Opisang procedure pokazano na przyktadzie wezta znajdujacego sie w zmo-
dyfikowanym potozeniu regularnym, dla krotnosci punktu wielokrotnego roéw-
nej 3. Zauwazmy, ze przedstawiona procedura jest stuszna dla dowolnego we-
zka znajdujacego sie w potozeniu regularnym zmodyfikowanym.
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X3

- - - - . .t ‘-
Rys. 5. Rozpinanie powierzchni na wezle § punktem wielokrotnym o krotnosci
réwnej

Fig. 5. The spanning surface in the knot with multiple points of multipli-
cation factor equal 3
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Dodatkowy duk wprowadzany w celu rozciecia wezta mozna traktowa¢ jako
ukdad dwéch przeciwnie skierowanych kolinearnych Wektoréw o réwnej diugosci
lezacych na osi Xj ukdadu wspédrzednych. Ukdad tych wektoréw tworzy wielo-
bok zamkniety. Wiadomo, ze podziat wektoréw wchodzacych wskdad wieloboku
zamknietego na czesci za pomocag par punktéw nie moze spowodowaé jego otwar-
cia, co swiadczy o stusznosci przedstawionej procedury dla wezda z punktem
wielokrotnym o skoriczonej krotnosci .

3. Metoda Seitferta rozpinania powierzchni na wezdach

Metoda Seitferta rozpinania powierzchni na wezdach opisana przez Foxta
([5]1. str. 140) polega na dotaczaniu do wezta dodatkowych zorientowanych
konturéw, w wyniku czego wezet rozpada sie na skonczong liczbe czeSci home-
Przyktad 4 omorficznych ze sferg 51, Me-

toda ta wymaga, by wezet znaj-
dowat sie w potozeniu regular-
nym, tzn. by obraz projekcji
wezda zawierat wydgacznie punkty
wielokrotne o krotnosci réwnej
(dwa. W punktach wielokrotnych
wezta dotgcza sie dodatkowe
dwukrotnie orientowalna 4uki,
ktérych poczatki i konice znaj-
duja sie w punktach wezda odpo-
wiadajacych punktowi wielokrot-
nemu obrazu projekcji. Przypo-
rzadkowanie tych dukéw gateziom
wezda przeprowadza sie w sposoéb
nastepujacy. Przyjmijmy dowolny
punkt wezda nie bedacy jego
punktem wielokrotnym jako *‘punki
startu”. Poruszajac sie z tego
punktu zgodnie z orientacja we-
z¥a dochodzimy do punktu wielo-
krotnego, w ktérym przeskakuje-
my na druga galaz wezda. Poru-
szajac sie po tej gatezi wezta
zgodnie z jej orientacja docho-
dzimy do nastepnego punktu wie-
lokrotnego, w ktérym przeskaku-

jemy na nastepng gataZz wezlka.
Rys. Okregi Seitferta dla wezka trzy- Jemy €png gataz we
listnego Procedure te powtarzamy tyle

Fig. 6. The Seltfert circles fot the tre- Fazy, az znajdziemy sig w "punk-
foil knots cie startu”. Krzywa zamknieta
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Przyktad 5

Rys. 7. Powierzchnie Seitferta dla wezta Listinga
Fig. 7. The Seitfert surface for the Listing knots
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uzyskana opisang powyzej metoda jest homeomorficzna z okregiem i nosi na-
zwe okregu Seitferta. Dobierajac "punkt startu” we wszystkich gateziach we-
zta znajdujacych sie poza jego punktami wielokrotnymi wyznacza sie okregi
Seitferta przyporzagdkowane danemu weztowi.

Na okregach Seitferta (z uwagi na to, te sg one homeomorficzne z okre-
giem) mozna zawsze rozpigé powierzchnie orientowalne.

Metode Seitferta rozpinania powierzchni na weztach pokazano na przykta-
dzie wezdta zwanego trzylistnym, posiadajacego w obrazie projekcji trzy
punkty wielokrotne (rys. 6). Na tym rysunku odpowiadajace sobie 4uki (tzn.
dotaczone do wezda w danym punkcie wielokrotnym) oznaczono strzatkami.
Powierzchnie Seitferta nie moga sie ze sobg przecina¢, moga mie¢ one wspol-
ne czesci brzegéw (odpowiadajace dotgaczanym dwukrotnie i przeciwnie orlen-
towalnym 4ukom) lub tez moga zawiera¢ sie w sobie (w obrazie projekcji).
Metoda Seitferta rozpinania powierzchni na weztach pozwala okresli¢ jeden
z niezmiennikéw topologicznych okreslajacych typ wezta.

Rzedem powierzchni naciagnietej na wezet a zarazem jrzedem wezta nazywa-
my liczbe okreslong przezs

®

gdzie:

d - liczba punktéw wielokrotnych wez#a w potozeniu regularnym,
f - liczba powierzchni Seitferta wyznaczonych dla danego wezta.

Istnieja ([5]., s- 1Al1) efektywne metody wyznaczania rzedu wezda. Ze wzo-
ru (5) wynika, ze rzad wezta trywialnego, tzn. homeomorficznego ze sferg S1
Jest roéwny zeru.

Na zakonczenie zastosujmy jeszcze raz metode Seitferta do rozpiecia po-
wierzchni na wezle zwanym wezdem Listings (przyktad 5).

Na rys. 7a pokazano obraz projekcji wezda Listings, na rys. 7b pokazano
powierzchnie Seitferta tego wezda, a na rys. 7c pokazano, Jak te powierzch-
nie sg potozone na wezle.

Ze wzoru (5) wynika, ze powierzchnia rozpieta na wezle Listings jest
rzedu pierwszego.

Opisane procedury Seitferta i Brunna mozna 4atwo potgczy¢ w jedng umo-
zliwiajaca rozpinanie powierzchni na weztach raczkowych znajdujacych sie w
potozeniu, w ktérym obraz projekcji-wezta zawiera skonczong liczbe wielo-

krotnych o dowolnej krotnosci.

LITERATURA

1 E.lI. Taman: Podstawy teorii elektrycznosci. WNT, Warszawa 1967.

2 R.M. Fano, L.J. Chu, R.B. Adler: Electromagnetic Flelds, Energy and
Forces. J. Wiley N. York. 1963.



52 Janusz Walczak

3 R.H. Crowell, R.H. Fox: Introduction to Knot Theory. G. C. N. York.
1963.

A H. Brunn: Topologische Betrachtungen. Z. fur Math, und Phys. Bd. 37.
1892. str. 106-116.

5 M.K. Fort: Topology of 3-Manifolds and Related Topics. Engl. Cliffs.
N. Jersey. 1952.

Recenzent:
Doc. dr hab. inz. Stanistaw K. Krzeminski

Wpdyneto do Redakcji 15 kwietnia 1986 r.

HEKOTOPHE 3AMERAHRH O KJIACCHRECKO/i ABWPMAUHI# UHAYKTMBHOCTH

Pe3»me

KjiaccH”ecKas AeSHHHHHH HHAYKTHBHOCTH JiHHekHux KaiymeK CBS3aHa ¢ NOENTtNEU
noTOKa, npoHHKaiogero noBepxHocTb orpaHHHeHHyio Komypoif KaiymKH. lUpodjieua
pacTflrHBaHHH noBepxHocm Ha KaiymKax 6yAymnx Au”~eouopqiU‘'iHuun oOpa3aMH oxpy-
rOB, OHeHB TpHBHajlbHa*

Hjinh KaiymeK 3amenjieHHnx, npodjieiia noAsepraeica cymeciBeHHOMy cjioxHeHH».
OCXOXHeHHe CBH3aHO C BOnpOCOM B03MOXHOCTH paCTHTHBaHHa OpHeHTHpOBaHHUX HO-
3fepxHociea Ha KOHTypax 3ameiuieHnH.

npodmeMa norpyxeHHH (pacTsrHBaHHH rHnepnoBepxHociH) MHorooOpa3na Mn b
MHoroo6pa3He Mn+1 npeAoiaBJiaei co6oR aKiyajibHBi4 Bonpoc ajireOpaHHecKoa io-
nojioraH Hopa3pemeHHBi8 noxHocibio ao chx nop.

B padoie onHcaHH ABa®cnocoéa paciarHBaHHH noBepxHociH Ha KOMnaKTHux mho-
roo6pa3HHx, HMejomHx oaho H3uepeHHe norpyjceHHux b npocipaHCiBe np« nouonH
ueioAOB BpyHHa u Ceé&Kfepia.

upeACiaBAeH psz npHiiepoB, noHCHHiomHx npnueHeHHe sibx ueioAOB.

SOME REMARKS ABOUT CLASSICAL DEFINITION OF INDUCTANCE

Summary:

Classical definition of inductance of linear coll is connected with an
idea of a flux penetrating surface (that is limited of a coil contour).
The problem of surface spanning on the colls, with are diffebmorfic images
of circles is trlval. For the linking coils, this problem is much more com-
plicated, thet complication concerns a problem of possibility of the span-
ning oriented surface on the linking contours.

The problem of immersion (of the spanning hypersurface) of manifold M1
in manifold Mn+l is very for algebraic topology, not quite solvable till now.
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In this paper two kinds of surface spanning on the one dimensional compact
manifolds immersioned in a space R6 by the use of Brunn’s and Seifert’s
methods are described. There are many illustrating examples for the applica

tion of these methods.



