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DECYMACJA SYGNALOW DYSKRETNYCH

Streszczenie. W pracy rozwazono zagadnienia zwigzane z konwersja
czestotliwosci prébkowania sygnatow dyskretnych. Zwrdécono szczegdlng
uwage na problemy filtracji cyfrowej zwigzane ze zmniejszeniem cze-
stotliwosci probkowania, ktére wynikajg z potrzeby eliminacji zja-
wiska stroboskopowego. Na poczatku oméwiono teoretyczny model ukda-
dow stuzacych do decymacji, a nastepnie przedstawiono szereg struktur,
ktére moga by¢ efektywnie uzyte do budowy decymatoréw. Rozwazono meto-
dy projektowania antyStroboskopowych cyfrowych filtréw SOI, a na kon-
cu pracy wykazano, ze istnieje mozliwos¢ budowy filtréw cyfrowych SOl
o strukturze kaskadowej zwiekszajacej efektywnos¢ przetwarzania Fil-
tréow antystroboskopowych.

1. Wprowadzenie

W wielu zastosowaniach cyfrowego przetwarzania sygnatéw zachodzi potrze-
ba zwiekszenia czestotliwosci proébkowania sygnatu dyskretnego (interpola-
cja) lub zmniejszenia (decymacja). Oba procesy sa catkowicie dyskretne 1 do-
tyczg zaréwno sygnatéw dolnopasmowych, jak i pasmowych. 2 procesem konwer-
sji czestotliwosSci prébkowania jest Scisle zwigzany proces filtracji, maja-
cy na celu wyeliminowanie efektu stroboskopowego. W pracy rozpatrzono pro-
blemy liniowej nierekursywnej filtracji cyfrowej zwigzane przede wszystkim
z procesem decymacji. Dazy sie do otrzymania struktury filtru o liniowej
fazie dajacej Jednoczesnie mozliwosci efektywnej zmiany czestotliwosci od-
ciecia.

2. Konwersja czestotliwosci probkowania
Konwersja czestotliwosci proébkowania Jest cyfrowym procesem zmiany cze-

stotliwosci probkowania F = 1/T na czestotliwo$¢ prébkowania F* = T/T7,.
gdzie T, T" sa okresami proébkowania.
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Zmniejszenie czestotliwosci proébkowania zachodzi, gdy spednione sg nieréw-
nosci:

Fr < F (&)
lub
T > T . (&)

Jezeli stosunek
- -bD (©)

okreslony Jest za pomocag wspédczynnika D, ktory jest liczbg catkowitg, to
proces konwersji jest procesem decymacji [i]. Analiza procesu decymacji w
dziedzinie czestotliwosci pozwala na okreslenie zaleznosSci, Jakie musza byoé
spednione, aby nie wystgpit efekt stroboskopowy. Z twierdzenia o prébkowa-
niu wiadomo, ze sygnat ciagly x(t) o ograniczonym widmie, dla ktérego X(f) =
« 0 dla 1Tl , jest Jednoznacznie okreslony przez swoje probki x(iTi
10, 11, i 2,..., Jezeli

F>2d, @)

Czestotliwosc

Fn = F/2 ®)

Jest czestotliwoscig Nyauista.

W dziedzinie czasu proces decymacji ilustruje rys. 1.

Sygnat x(i) powstaje w wyniku probkowania sygnatu cigagtego z czestotli-
woscig probkowania F . xp(i) powstaje w wyniku prébkowanie sygnatu x(i) z
czestotliwosciag F/D, a xd(1) w wyniku procesu decymacji. -Sygnat xd (i) po-
wstaje w wyniku D-krotnego zmniejszenia czestotliwosci proébkowania.

W dziedzinie czestotliwosci proces decymacji ilustruje rys. 2. X(f),
Xp(F) i Xd(F) sa widmami czestotliwoSciowymi sygnatow x(i), xp(i) i xd(i)-
Z rys. 2 mozna wywnioskowa¢, ze przy D-krotnym zmniejszeniu czestotliwosci
prébkowania efekt stroboskopowy nie wystgpi, jezeli

F/D> 2 MM . (6)
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J e XP@)
Rys. 1
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W 0 fn = F/2
5 Xpff)
o Pic &
o Xwif)
P2 F
Sys. 2

ze czestotliwos¢ prébkowania F jest tak. dobrana, ze

Przy zatozeniu,
do pojawienia sie efektu stroboskopo-

F =2 FM , proces decymacji prowadzi
wego. Aby tego unikna¢, nalezy przed D-krotng zmiang czestotliwosci probko-
wania zastosowa¢ idealny filtr dolnoprzepustowy o czestotliwosci odciecia

F/2D. l1lustruje to rys. 3.
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I
Rys. 3

3. Cyfrowy filtr antystroboskopowy

Cyfrowy Tfiltr antystroboskopowy jest filtrem dcnoprzepustowym aproksymu-
jacym idealng charakterystyke czestotliwosciowg

1 |fl< F/2D
H(D (@)

0 w przeciwnym razie.

Odpowiedz impulsowa h(i) odpowiadajgca charakterystyce H(f) wyraza sie
wzorem

su, (a,

dla 1 =0, #1, -Z,..., i°°.
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Filtr cyfrowy o charakterystyce (7) jest filtrem nieprzyczynowym, a tym
samym nie spednia warunkéw realizowalnoSci [2]. Cyfrowy filtr antystrobo-
skopowy spedniajacy warunki realizow&lnosci Jest filtrem przyczynowym i
stabilnym, Jezeli odpowiedZz impulsowa takiego Ffiltru oznaczona jest przez
h(i), to schemat blokowy procesu przetwarzania moze by6é przedstawiony Jak
na rys. 4.

XCL) Wi w(Q . D v

Rys. 4

D oznacza proces decymacji polegajacy na wyodrebnieniu kazdej D-tej
probki z sygnatu wyjsciowego filtru w(l).

Zaktadajac, ze filtr antystroboskopowy Jest Ffiltrem liniowym niezmiennym
wzgledem przesuniecia, otrzymuje sie zaleznosc¢

(" S h(k i - K
W@ = &1 n0o xG - ©

Sygnatem wyjsSciowym.decymatora jest

y@d = wdd - o)

Stad zaleznos¢ czasowa opisujgca proces liniowej decymacji wyraza sie wzo-

e = - hGo x@ § - . an

W dziedzinie czestotliwoSciowej proces liniowej decymacji opisuje zalez-
nosc:

Y(F*) = p (H(F'/D) X(F'/D) + H((F" - F*)/D)X((F* - F)/D) +...) (12)

Cyfrowy filtr antystroboskopowy powinien w maksymalnym stopniu zapewnic
spednienie zaleznosci

Y(F) i £ X(F*/D). B EE))

Bezposrednie zastosowanie schematu przetwarzania z rys. 4 wymaga obli-
czania probek sygnatu w(i) z czestotliwoscia probkowania F sygnatu wejscio-
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wego x(i), gdy sygnat wyjsciowy y(J) sktada sie z probek powtarzajacych sie
czestotliwoscig ?" D-krotnie mniejsza. Probki y(J) powstaja przez pozosta-
wienie co D-tej probki przebiegu w(i). Pozostate obliczone proébki sygnatu
w(i) sa najczesciej nie wykorzystane. Podejscie takie Jest uzasadnione je-
dynie w przypadku koniecznosci sygnalizacji stopnia spednienia warunku Shan-
r.cna-Kotielnikowa. 7. punktu widzenia procesu decymacji podejscie powyzsze
jest nieefektywne. W celu zwiekszenia efektywnosci przetwarzania Ffiltru an-
tyStroboskopowego rozwaza sie +acznie proces filtracji 1 prcces decymacji.
Dogodne w tym wzgledzie sag struktury przetwarzania cyfrowych Filtréow nie-
rekursywnych o skonczonej odpowiedzi impulsowej 301 [3]. Ogélnie opisane sg
ona za pomoca réwnania réznicowego

w(i) = h(0) x(i) + h() x(i - 1) +...+ h(fi-I) x(i - N ¢ 1). v

Filtry 301 sa filtrami przyczynowymi i absolutnie stabilnymi dla dowolnych
skoniczonych wartosci wspotczynnikéw odpowiedzi impulsowej h(i). Decymator
wykorzystujacy Ffiltr 301 ma strukture opisang grafem przeptywu sygnatu z
rys. 5.

x(U ho WO b %0)
h(i
x(i-D < 0
2"
X(i-2)] h)
Z1
x(i-N +:|3é) —————————— []—(NH) ;
Rys. 5

Dla obliczenia jedr.ej probki sygnatu w(i) trzeba wykona¢ w czasie okresu
T operacji mnozenia przez wspodczynniki h(), h(1), -.... h(N - 1) oraz N
operacji dodawania. Wymagana szybkos¢ obliczen moze by¢ zmniejszona dzieki
mozliwej modyfikacji grafu z rys. 5 w sposéb przedstawiony na rys. 6 [4].
W przypadku zastosowania struktury z rys. 6 szybko$S¢ przetwarzania jest
zmniejszona D-krotnie, tzn. N operacji mnozenia i dodawania potrzebnych do
obliczenia jednej probki y(j) musi hby¢. wykonanych w czasie D.T = T . W celu
dalszego zwiekszenia efektywnosci przetwarzania mozna wykorzystac¢ strukture
filtrow SOI o liniowej fazie. Sg to filtry, dla ktérych

h(i) = h(N - 1 - ). as)
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Rys. 6

Rys. 7

Strukture przetwarzania dla decymatora z filtrem SOl o liniowej fazie
przedstawia rys. 7.

Realizacja struktury z rys. 7 wymaga dwa razy mniej operacji mnozenia
oraz dwa razy mniejszego obszaru pamieci dla wspétczynnikéw h(.) niz rea-
lizacja struktury z rys. 6. Z punktu widzenia procesu decymacji korzystna
jest rowniez wkasciwos¢ liniowosci fazy. W tym przypadku, jezeli charakte-
rystyka czestotliwosciowa Filtru jest okreslona wzorem

H(ed) = [h (e , (16)

95
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to opéznienie grupowe

t(co) = - - con?t - iLr 1 . an

gdziecj = 2TtF .

Cyfrowy filtr antystroboskopowy moze mied strukture z rys. 5 ¥ 7 lub
stanowi¢ potaczenie kaskadowe takich struktur®, co prowadzi do znacznego
zmniejszenia rzedu Filtrow w poszczegélnych stopniach przetwarzania

Analizujac algorytmy filtréw antystroboskopowych o strukturach z rys.
5:7, mozna stwierdzi¢, ze stosujac klasyczne podejscie do realizacji Ffil-
tru cyfrowego najszybsze algorytmy otrzymuje sie przy stosowaniu arytmetyki
statoprzecinkowej. Z analizy tych algorytméw wynika réwniez, ze przewaza-
jaca czes¢ czasu realizacji algorytmu filtracji cyfrowej zwigzana Jest z
wykonywaniem mnozenia probek sygnatu x(i) przez wspédczynniki Filtru h(.).
Fakt ten wskazuje na mozliwosS¢ zwiekszenia szybkosci dziatania algorytmu
filtracji poprzez zastapienie programowej realizacji mnozenia operacjag in-
nego rodzaju. Analiza pracy jednostek arytmetyczno-logicznych systeméw mi-
kroprocesorowych nasuneta podejscie polegajace na przyjeciu przez wspot-
czynniki Filtru wartosci bedacych catkowitymi ujemnymi potegami liczby

2 [7].

h(i) » - 2°k dla k=0,1,2,...,8 (18)

W tym przypadku operacje mnozenia przez wspédczynniki Ffiltru mozna rea-
lizowa¢ na drodze przesuwania w rejestrze. Wartosci k we wzorze (18) wyni-
kaja z przedstawienia wartosci proéobek sygnatu i wspétczynnikéow Filtru za
pomocg stowa 8-bitowego. W tym przypadku modut wspétczynnika h(.) moze
przyjmowa¢ 9 réznych wartosci 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128, O,
gdzie wartos¢ O odpowiada przesunieciu o 8 pozycji w prawo..

Proces syntezy i projektowania Ffiltrow antystroboskopowych o przedsta-
wionych strukturach moze by¢ #atwo kontrolowany, poniewaz istnieje twier-
dzenie o optymalnosci dla filtréw SOl w sensie minimalnej wartosci maksy-
malnego btedu w pasmach zaporowym i przepustowym [8j. W przypadku stosowa-
nia tego twierdzenia wymagania dla filtru doplnoprzepustowego przyjmuja po-
sta¢ przedziatéw tolerancji, Jakie powinien spednia¢ pozadany Filtr cyfro-
wy. Oznaczaja one, ze chcemy aproksymowa¢ wartosS¢ 1 w pasmie przepustowym
0< f< F, z bledem mniejszym niz 0~, a takze warto$¢ O w pasmie zaporo-
wym f2 ~ Ifl < 0.5. Poniewaz w wiekszosci metod projektowych czestotliwos¢
probkowania nie odgrywa zadnej roli w procedurach aproksymacyjnych, sposéb
polegajacy na okresleniu wymagan filtru cyfrowego w wartosciach czestotli-
wosci znormalizowanej f/F w zakresie To - 0.5]] Jest najmniej kd#opotliwy.

W przypadku filtru antystroboskopowego pozgdane jest uzyskanie zadanych
wartosci 5 1 i ¢ 2 przy mozliwie matej szerokosci pasma przejsciowego
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Afm f2 Nalezy przy tym zdawa¢ sobie sprawe z tego, ze dobor 6 1#
S2 i AFf. ma "istotny-wpdyw na dobor rzedu Filtru N [sj. Im 0 621 AT
mniejsze, tym rzad filtru N wiekszy, Z kolei ze wzgledu na mozliwosci cza-
sowe danego”systemu.mikroprocesorowego-realizujgcego filtr im wiekszy rzad
filtru N, tym wiekszy wymagany okres -prébkowania T.

-Obliczenia wspétczynnikéw h(.) Filtru antystroboskopowego o zadanych S 1
S 2 i wstepnie wyznaczonym N nalezy dokona¢ poprzez ustalenie 2 = F/2D
taka zmiane ", ktéra doprowadzi do uzyskania zatozonych wartosci 6 1 i
i2» tego celu wykorzystuje sie itercyjng procedure opracowang przez
Parksa i McGlellana [9], stuzaca do okresSlenia wspodczynnikéw o nieskonczo-
nej precyzji, W celu wyznaczenia wspétczynnikédw bedacych catkowitymi ujem-
nymi. potegami liczby 2 mozna wykorzysta¢ zmodyfikowane programy opracowane
przez Bajserta il -

Przyk#adowo, dla N - 32, f? - 0.05 (D = 10), 6 1 = 0.15, ¢ 2 = °*15>
wspotczynniki h(i) przyjmuja nastepujace wartosci: h(l) m h(32)" = - 1/128,
h(2) + h(A) h(3D 4 h.(2) - 0, ,h(5) = h(6) = h(28) = h(27) = 1/64,

h(7) - h(® = h(26) * h(24) = 1/32, h(10) + h(16) - h(23) t h(17) - 1/16.
Z przeprowadzonych doswiadczen wynikaja orientacyjne wymagania na rzad fil-
tru N w zaleznosci od 01 i &2 Przy wspékczynniku decymacji D < 10:

N~ ,52 < 0.15 <0.1 < 0.01
N 32 64 128

Zmiana wspoétczynnika decymacji D wymaga zmiany N/2 wspodczynnikéw Fil-
tru. W przypadku zwiekszenia N proces projektowania znacznie sie wydtuza,

a wymagania na szybkos¢ obliczen realizacji w czasie rzeczywistym zwieksza-
Jja sie. Istnieje mozliwos¢ znacznego zredukowania rzedu N projektowanego
filtru antystroboskopowego przy zastosowaniu potaczenia kaskadowego podfll-
tréow o liniowej fazie rzedu N réwnego 9 lub 11 HI [j -

W przypadku metody pierwszej |II] wykorzystuje sie w potaczeniu kaskado-
wym dodatkowo operacje dodawania 1 mnozenia przez wspédczynniki bedace licz-
bami catkowitymi. Przyktadowo, w ten sposéb mozna uzyska¢ transmitancje-
filtru HpCF) uzywajac do tego celu pokaczenia trzech podfiltrow H-(F) rea-
lizujacego réwnanie

HgCF) - HAM(H) (3-2 Hj(F) . a9

Dzieki takiej metodzie konstrukcji TFfiltru antystroboskopowego uzyskuje
sie wygtadzenie charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym i zapo-
rowym przy jednoczesnym zwiekszeniu stromosci charakterystyki w pasmie
przejsciowym.
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Metoda druga [2] opiera sie na ogdlnej zaleznosci

Hg(f) - Z+ Ci (20)

dla ktoérej wspodczynniki c” wyznacza sie przyroéwnujac do zera pochodne do

n-tej

wkacznie wzgledem c” wyrazenia (20) w jednosci. Jedng z przyktado-

wych realizacji tego typu Ffiltru przedstawia rys. 8.

Rys. 8

Kaskadowe filtry antystroboskopowe zaprojektowane metoda pierwsza pozwa-
laja na zmiane czestotliwosci odciecia filtru za pomoca wspétczynnikow pod-
filtru, natomiast za pomocg drugiej metody mozna réwniez zmienia¢ czestotli-
wos¢ odciecia za pomoca dodatkowych wspétczynnikéw c” przy zmianie wspod-
czynnika decymacji D w zakresie 2 D-"6.
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fEIH:IAI-iH; (HCKPETHFCDC CHrHAJIOB

Pes3wome

3 padoie paccMoipeHH npodjieMU CBH3aHHue c KOHBepcHei# naciom AHCKpeTH3a-
1IFH AHCKpeTHbDC CHrHajlOB. OCoSeHHOe BHHliaHHe COCpeAOTOHeHO Ha npOQJieMhl UH-
(SpOBOH (FHSBTpanHH, CBH3aHHbie C yMeHbmeHHeM HHCJia BUOOpOK, KOTOpbie BO3HHKaj3T
H3-3a HeoOXOAHMOCTH HXJijoHeHHFl a~eKia HajioseHHH. B Hanajie oScyweHa. reope-
THHecKaji MOAesb cucreM ACUHuanzH a nocjte aioro npeACiaBmeHu cipyKiypu, ko-
Topue Moryi 6utb Hcnojib30BaHH b cTpoeHHH sthx cacieM. PaccMotpeHhi MeioAti
CHHie3a nn$pOBHX KHX -  JIbTpOB HCKINiOHaiOMHX HCKajteHHH H3-3a HajlOaceHHH Hac-
toi, h HaKOHen npeACTaBjieHH bo3mokhocth cipoeHHfl KacKEUHOO jJigdbi ueira uh-
(SpOBDC KHX - $HJIIbTpOB AJW yjiywDiertH.H a”~eKTHBHOCIH 3THX ({jHIIbTpoB.

DECIMATION OF DISCRETE SIGNALS

Summary

In the paper problems of sampling rate conversion of discrete signals
are considered. In particular, problems of digital filtering connected with
sampling rate reduction, which results from the need of elimination of stro-
boscopic effect are presented. First a theoretic model for decimation sy-
stems is discussed and then it is shown how various structure can be deri-
ved to provide efficient implementations if these systems. Design techniques
for FIR anty-aliasing digital filters are discussed, and finaly the ideas
behind cascade of identical PIR subfilters implementations for increased
efficiency are presented.



