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0 PEWNYM SPOSOBIE WYZNACZANIA STACJONARNEGO ROZKŁADU TEMPERATURY 
W TORACH PRĄDOWYCH SKOKOWO NIEJEDNORODNYCH

Streszczenie. Do opisu zjawisk fizycznych w układach jednowymia- 
rowycb często korzysta się z ich analogii z procesami elektrycznymi 
w obwodach o parametrach rozłożonych. Pozwala to na wykorzystanie 
do ich rozwiązywania znanych metod analizy linii długiej. W szcze
gólności możliwe jest wykorzystanie teorii linii w ujęciu dwójniko- 
wym. W podejściu tym, zgodnie z ideą twierdzenia Thevenina-Nortona, 
odcinki linii widziane od strony wybranego punktu obserwaoji x =» x 
zastępowane są dwójnikami aktywnymi, których struktura zależy od 
warunków brzegowych.

Wykorzystując analogie między wielkościami cieplnymi i elektrycz
nymi, przedstawiono w pracy metodę wyznaczania przyrostu temperatu
ry w torach prądowych o skokowej niejednorodności parametrów z za
stosowaniem obwodowych modeli zjawisk.

1. Wprowadzenie

W pracy zaprezentowano sposób rozwiązywania problemów przewodnictwa 
cieplnego w jednowymiarowych układach linearnych z wykorzystaniem teorii 
linii długiej w ujęciu dwójnikowym. Opracowana przez L. Różańskiego netoda 
obwodowych modeli elektrycznych [3] pozwala na ukazanie oddziaływania wy
muszeń oraz warunków brzegowych na zjawiska w dowolnym miejscu x układu 
fizycznego. Może ona byó stosowana do rozwiązywania układów niejednorod
nych, a w szczególności - do najczęściej spotykanych w praktyce - o nie
jednorodności skokowoj. Przykładem tych ostatnich mogą być tory prądowe 
aparatów bądź urządzeń elektrycznych charakteryzujące się - dla poszcze
gólnych odcinków - odmiennymi własnościami termokinetycznymi (warunkami 
wymiany ciepła z otoczeniem, gęstością strat mocy wzdłuż toru itp.).

2. Zjawisko dvfuz.1i ciepła w układzie jednowymiarowym w uJeoiu 
obwodowym o stałych rozłożonych

Jednym z wielu zastosowań teorii linii długiej jest jaj wykorzystanie 
do rozwiązywania jednowymiarowych zagadnień związanyoh a propagaoją cim-
pła [1, 3] •
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Dla układów stacjonarnych z rozłożonymi źródłami mocy cieplnej p opisu» 
jacy linię długa okład równań upraszcza się do postaci?

E ' - k W + P

gdzie:
8 - przyrost temperatury (ponad temperaturę otoczenia) (K), 
P - strumień ciepła (mocy cieplnej) (W), 
p - gęstość wydzielanej w torze mocy cieplnej (W/m),
X  -  przewodność cieplna (W/Km),
S - powierzchnia przekroju poprzecznego (m2), 
k - współczynnik oddawania ciepła (W/Km2),
A - obwód przekroju poprzeoznego (m).
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liys. 1. Termokinetyczny linearny tor prądowy a) i jego model w postaci
aktywnej linii długiej b)

Pig. 1. Thermokinetical linear bus-bar element a), and its model in the
form of active long line b) v



Można zatem [3] dla fizycznego układu przepływu olepła z rye. 1a zapro
ponować realizację obwodową podaną na rya. 1b, gdziei

O pewnym apoaobie wyznaczania atao.1 onarnego..._________________________29

i - spadek temperatury spowodowany rezystanoją cieplną na dro
dze przepływu strumienia olepła wzdłuż toru (K/m),

- gęstość mocy cieplnej wydzielanej do otoozenia (W/m),
Ro * 1 - rezystancja cieplna (skupiona) (K/W)^

Rc ■ h w jednostkowa wzdłużna rszyotanoja olaplna (K/Wm),
d0 - k A - - jednostkowa poprzeczna konduktenoja oieplna (T/Km),

- lmpedanoja charakterystyczna (KA),

ot - ̂ r ; a;1 - stała przenoszenia (1/m).

3. Dw<S.1nikowa reprezentacja a.lawjak w edolnku jednorodne! linii

V stanie ustalonym rozwiązanie linii długiej polega na rozwiązaniu od
powiedniego równania różniczkowego z uwzględnieniem dwu warunków brzego
wych

Pazwyozaj za punkt wyjścia do rozwiązania układu przedstawionego na 
rys. 2a przyjmuje się równania łańouobowe lub łańouchowe odwrotno wiążą
ce przyrost temperatury 8 (x) i przepływ mocy P(x) w miejscu x linii 
z wartościami 9 o oraz P0 na Jej krańcaoh. Jeśli poszukiwaną wielkością 
jest 0 (x), to warunek brzegowy 1 rodzaju realizowany będzie przez zada
nie ©0, II rodzaju przez ?0, III zaś rodzaju przez (skupioną) rezystan
cję cieplną Rcq. Ogólnym obwodowym modelem warunków brzegowych (III ro
dzaju) jest trójelementowy dwójnik (rys. 2a), który poprzez redukoję nle- 
któryoh elementów upraszoza się do postaoi realizującej warunki brzegowe 
dowolnego rodzaju.

W celu rozwiązania postawionego zagadnienia dla wybranego miejsca ukła
du a także ukazania wpływu wymuszeń tak akupionyoh, jak i rozłożonych oraz 
warunków brzegowych skorzystać można z obwodowego modelu (rya. 2b) zjawisk 
zachodzących w miejsou xx' linii (rys. 2a). Ceohą oharakteryatyosną tego 
modelu Jest zależność jego struktury od warunków brzegowych (w przypadku 
warunków I lub II rodzaju ulega ona znacznemu uproszczeniu), a takie fakt, 
że wymuszenia zostają Jakoby przetransponowane do miejsca obaerwaoji (xx )•
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Rys. 2. Jednorodna aktywna (z rozłożonymi wymuszeniami p) linia długa 
R^, z dwójnikarai o zasilaniu mieszanym realizującymi warunki brzego
we a) oraz obwodowy model zjawisk w miejscu 23c' tej linii b). (Punkty MM 
oraz IIK' można porami zwierać bez wpływu na szukane wielkości P(x) i 6 (xj).
Fig. 2. Active uniform R', G' long line (with distributed sources p)
with the two-terminals realizing boundary conditions a), and oirbuit-mo- 
del of phenomena at the p/oint x of the line b). There ia a possibility 
to eoaneot the points MM and NN' without affecting the quantities P(x)

and e(x)

4 . Przykłady zastosowanie metody obwodowych schematów zjawisk

4.1. Wyznaczanie rezystancji wejściowej układu termokinetycznego
Niech dany będzie układ podany na rys. 3a, o długości 1 i parametrach 

charakterystycznych ot, ̂  « Zgodnie z ideą schematów zastępczych, układowi 
temu, ze względu na zaciski 11̂  odpowiada obwodowa reprezentacja przedsta
wiona na rys. 3b. Stąd łatwo jut wyznaczamy impedancje wejściową«

R cha 1 + 3  shal 
Rowe ’ JShal + RcobW 1
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K
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Rys* 3« Układ termokinetyczny w ęostaci linii długiej o parametrach cha
rakterystycznych oc, \  oraz długości 1 a) i Jego reprezentacje obwodowe 

fia Rc o ^ 0  b) oraz R00 - 0 c)
Fig. 3* Thermokinetical system in the form of a long line with characte
ristic parameters oc, J of the length 1 a), and ite circuit representa

tion for R + 0 b), and R - 0 o)

X

Hys. 4* Jednorodny termokinetyczny układ aktyumy z warunkami brzegowy«! I 
(zaciski 11' ) i III (zaciski 22') rodzaju a) oraz Jego aohemat obwodowy b}«
Fig. 4* Uniform thermokinetical active system with boundary conditions of 
the 1-st (terminale 11') and the 3-rd (terminals 22 ) type a), and its

equivalent network b)
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W przypadku gdy np. Reo * 0, obwód z rys. 3b upraszcza się do postaci 
przedstawionej na rys. 3c.

4.2. Obliczanie rozkładu przyrostu temperatury w jednorodnych linear
nych układach termokinetycznyob

4*2.1. Znaleźć 9 (x) dla układu aktywnego o schemacie zastępczym 
z rys. 4a.

Korzystając z metody schematów obwodowych otrzymujemy model zjawisk 
przedstawiony na rys. 4b, skąd«

9 00 « (1 - H shxr)
gdzie«

H = 's^rT ly ctrel 1 ^  *

a/.

i

x
0 x l

Rys. 5. Jednorodny termokinetyczny układ aktywny z warunkami brzegowymi 
III rodzaju a) oraz jego realizacja obwodowa b)

Fig. 5. Uniform active system with boudary conditions of the i-3t type a), 
and its circuit realization b)
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4.2-2. Określić 0 (x) w okładzie z rys. 5a.
Postępując podobnie jak w przykładzie 4-2.1 otrzymujemy równoważny 

obwód przedstawiony na rys. 5bj wtedyi

e(x) - &  (i » Hl 3tocx - H2 cbooc)

gdzie»

1 - ^ 2 sbocl - chotl + sbctl + cłwl
H! =  TQ  - H2 ”  S T ------

R-H
o

4.3. Wyznaczanie rozkładu przyrostu temperatury w linearnych układach 
termokinetycznych o skokowej niejednorodności parametrów

4.3.1. Dla 0 < x < lg znaleźć 6 (x) wywołane źródłem ciepła w zesty
ku czołowym dwu torów o różnych parametrach termokinetycznych 
(rys. 6a).

Zastosowanie metody schematów obwodowych pozwala na przedstawienie 
układu z rys. 6a kolejno w postaciach pokazanych na rys. 6b i 6cj zatem»

9 (x) = + (e 0 -  (choCg* “ thatglg shac2xi*

Jeśli założyć, że układ jest pasywny (p2 » 0) i Jednorodny, to dla do
statecznie dużych 1 będzie»

P
e(x) = — - exp

2 1f m s
kA _

'js  x
29

gdzie» P0 ■ ---
T *

Otrzymana zależność jest zgodna z uzyskaną w pracy [2] , jeśli dla otrzy
manego tam rozwiązania pominie się wpływ temperatury na wydzieloną w to- 
rze moc.

4 .3.2 . Dla 0 < x < 1 określić 9 (x) w jednorodnym torza prądowym 
z przewężeniem (rys. 7a).

Z racji symetrii (mamy wtedy P(0) ■ 0) część układu na lewo od x ■ 0 
zastąpić można rezystancją cieplną R0  ̂> »  , a część układu na prawo od
x = 1 (przy 1^-* •») przez Rc2 ■ (rys. 7b).
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6. Zestyk czołowy torów prądowych o odmiennych parametrach termoki- 
netycznycb a) i jego reprezentacje obwodowe b), c) dla 0 <• x < 1^
6. Butt joint of current lines of different thermokinetic parameters 
a), and its Circuit representations b), c) for 0 < x < 1P
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Rys.

Fig.
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Jednorodny tor prądowy Pj) z przewężeniem lx, ) , p) a)
i Jego realizacje obwodowe b), o) dla 0 < * < 1

Uniform current line (*,, } v  Pn) with contraction U. )  » p) *) 
and its circuit realizations b), c) for 0 < x < l
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Można zatem rozważany układ, ze względu na zaciski x x ' , przedstawić w spo- 
sćb pokazany na rys. 7c. W wyniku otrzymujemy:

o? “
0(x) « ~ 3 clioCjj, gdzio:

shał+choel

5. Uwagi końcowe

Zaprezentowana metoda pozwala na wyznaczanie rozkładu przyrostu tempe
ratury w torach prądowych jednorodnych oraz składających się z odcinków 
jednorodnych. Główna jej zaletą jest możliwość prostego wyznaczania roz
kładu temperatury z wykorzystaniem aparatu pojęciowego teorii linii dłu
giej rozszerzonej o obwodowe realizacje zjawisk.

Wydaje się możliwe rozwiązywanie bardziej złożonych układów poprzez 
odpowiednią modyfikacje metody obwodowych modeli zjawisk w zastosowaniu 
do układów o skokowej zmianie parametrów.
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OE OAHOM CHOCOBE OnpRJIFJTF.HHH CTAUJiOHAPHOrO PACIIPEAEJEHHH TMfTTCTlTVVU 
B CKAHKOO BPA3H0 - HEOAHOPOAHaX TOKO UPO BO AAi

P e 3 B m «
A m  o n a c a H H H  $ H 3 H i e c K K x  H B jie m t f l  a o x a o H e p H t a  c a C T e i t & x ,  M a c r o  a c n o A M y e r c - d  

h x  aHajioraH c  3ji6KTpHB6CKBUH a b x a h h a m b  a uenax c  pacnpexexSHHKMB OapaaBTpa- 
M H . I l 0  3 B 0 X a e T  3 TO H a  H C n 0 X b 3 0 B a H H B  B  X X  p e a B H B H  H 3B B C T H U X  M BTOA OB U U 1 U  

AJIHHHOft AHKHH. B M aC TH O C TH  B 0  3 M 0 X H 0  H C n O A b S O B a ib  TSO pHK) XHHItH B  A ByXH O JD D C -

hhkobom noxxoAe. B 3Tofl aeTOAe, coxracHo c reopeaoB Thevenina-Nortona
yqaOTKH AXHHH BHAHH CO CTOpOHH TOHKH HafiXXUSHKX X « XQ BaaeaajOTCa BXTBB-
humh AByxnoxBCHHKauB. XapaxTepaoB hx aepiofl u u t t c i  saBxcHMoctk n  ctpyn- 
rypn os rpe^HHHux ycxoBHfl (b nacsHOM cxyiae aoxer oaa noABeprparbca 3Ha-i<i- 
sexbHux ynpomeHHHM) a Taxxe bosmoxhoctb TpaHcnoHHpoBaHHA hctohhhkob k xecry 
H a O x B A e a a a .

Easapya Ha aHaxorHH TepmwecKHx h 3abktphhockhx BexirtHH, b paSoTe npex- 
CTaBA6H iieTOA onpeAexeKua npeBumeHH» TexneparypH b tokobbAymxx ysaax co,cx»i- 
xoo6pa3Hofl HdOAHopoaboctbb napauespoB e Hcnoxb30BaHHex uemauc MOAexeA 
HBAeHHS.

ON A METHOD OP CALCULATING THE STATIONARY TEMPERATURE DISTRIBUTION 
IN ~US-BAR ELEMENTS WITH PARAMETERS OF JUMPING HETEROGENEITY

S u m m a r y
To describe physical phenomena in one-dimensional systems, their ana

logies to elektrical processes in distributed parameter circuits are often 
used. This enables the application of the well-known methods of long line 
analysis to its description. Particularly it is possible to apply the the
ory of long line in two-terminal aspects. By that method, in relation to 
Thevenin-Norton^s theorem, parts of a line seen from the observation point 
x « xQ are replaced by active two-terminals. One of the characteristic 
features, of these two-terminals network, is a relationship of the struc
ture with boudary conditions (in some special cases the structure can be 
substantially simplified). Additionally, the input source can be transpo
sed to the observation point.

The paper, using ananalogy between heat and eleotrlo quantities, pre
sents the method of computing temperature inorements in bua-bars with 
jumping heterogeneity of their parameters. A circuit model of the pheno
mena is also shown.


