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DRGANIA UKŁADU DYSKRETNEGO
WYMUSZONE CIĄGIEM IMPULSÓW PIERWSZEGO RZĄDU. 
IMPULSOWY WSPÓŁCZYNNIK WPŁYWU

S t r e s z c z e n i e . W p ra c y  p rz e d s ta w io n o  a n a l i z ę  d rg a ń  n ie t iu m io n y c h  
lin io w e g o  u k ła d u  d y s k re tn e g o  o n s to p n ia c h  sw obody, wymuszonych 
c ią g ie m  im pulsów  p ie rw sz e g o  r z ę d u .  Okresowy c i ą g  im pulsów  p r z y ło ż o ­
no do w s z y s tk ic h  mas u k ła d u ;  w prowadzono p o ję c i e  im pulsow ego w sp ó ł­
c z y n n ik a  wpływu W spó łczynn ik  te n  o zn acza  a m p litu d ę  i - t e g o
d rg a n ia  g łów nego z ^ t )  r e a l i z u j ą c e g o  s i ę  w ram ach  d rg a ń  j - t e j  masy 
X j ( t )  i  b ę d ą c e j sk u tk ie m  d z i a ł a n i a  ok resow ego c ią g u  im pulsów  p rz y ­
ło żo n eg o  do k - t e j  m asy. Pozw ala t o  na o k r e ś la n ie  d rg a ń  wymuszonych 
k a ż d e j z mas u k ła d u  ja k o  w yniku s u p e r p o z y c j i  d z i a ł a n i a  wymuszeń 
p rz y ło ż o n y c h  do w s z y s tk ic h  m as.

P rz e d s ta w io n a  p ra c a  o tw ie r a  s e r i ę  p ra c  przygotow yw anych  do p u b l i k a c j i ,  
a p o św ięco n y ch  zag ad n ien io m  z d y nam ik i maszyn g ó rn ic z y c h ,w  k tó r y c h  o b c ią ­
ż a n ie  z e w n ę trz n e  można m odelow ać za  pomocą c ią g u  im pulsów .

Model f iz y c z n y  ro z p a try w a n e g o  u k ła d u  »p rzed staw io n o  na  ry su n k u  1.

R ys. 1

g d z ie :
m1 ,m2 , . . . , m n -  masy u k ła d u , 
c0 , c 1 , c 2 .......... cn -  s t a ł e  s p r ę ż y s t e ,
x 1 ,x 2 , . . . , x n -  w y c h y le n ia  p o sz c z e g ó ln y c h  mas u k ła d u  od p o ło ż e n ia  rów ­

n o w ag i,
( ^ ( t )  -  " f u n k c ja "  D ira c a .
W ymuszenie w fo rm ie  w sp ó łok resow ych  i  zgodnych co do f a z  c iągów  im p u l­

sów p ie rw sz e g o  rz ę d u  p rz y ło ż o n o  do w s z y s tk ic h  mas u k ła d u .
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P rz y b liż o n y  p rz e b ie g  "fu n k ­
c j i "  w y m uszającej p rz y ło ż o ­
n e j  do i - t e j  masy ja k o  fu n k ­
c j a  c z a s u  t  pokazano  n a  r y ­
sunku  2 .

V d a l s z e j  c z ę ś c i  rozw ażań  
z a ło ż o n o :

m, " m2 = **• = m n “ m»
Cq * C, w Cg 8 • n  s  Cjj ■ c.

Powyższy u k ła d  z a l i c z y ć  moż­
na  do liniow ych układów  Sturm ą. 

Model m atem atyczny  u k ła d u  podany j e s t  n a s tę p n ją o y m  układem  rów nań r ó ż ­
n iczkow ych !

OO
■ * 1  + 2cx., -  cx 2 -  P 1 2  ¿ 'ii t  “  aT)

8*0

OO
• a 2  -  o z ,  + 2cz2 -  c x 3 -  P2 2  ■ bT)

8*0

  ( 1)
w

“ i  -  ox i - i  ♦ 2cx i  -  ex i + i ■ pi  2  * i ( t  - 8 , )
8*0

■*n -  cxn-1 ♦  2exn " Pn Z  Ą ( t  " "T)
>■ s« 0

Układ równań ( 1 )  za p isa n o  w form ie  m acierzow ej!

B .I  + C .I  -  W, (2 )

g d z ie  i
B -  m acierz  b ezw ła d n o śc i,
C -  m acierz s p r ę ż y s t o ś c i ,
X  -  m acierz kolumna w ychyleń ,
V -  m acierz kolumna wymuszeń.

*

T id !(t-T) n<r,(t-rr)

w iti-T ff d;(t-»T)
s-0 '

T - okręt mjmutzenia
t

T _J . T ,

R ys. 2
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2c - c  0-— 0 

- c  2c - c  \

o  A  ' V o

\ Y A
0-----0 - c  2c

2 < J l ( t - e ©  
>0

( 2 ’ )

Mnożąc le w o s tro n n ie  (2 )  p rz e z  B" o trzy m an o :

5T + c r x ■ w1 ,

g d z ie :

C. » B“ 1 .C , W- = B "1 .W,

(3 )

p

""
1
£

W1 =

p
a
m

2  V *  -  8T) -  W ° 2  V *  “ 8 , )  
8=0 8=0

W prow adzając p o d s ta w ie n ie :

X » U.Z

można ró w n a n ie  / 3 )  sp ro w a d z ić  do n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i :

Z + K2 .Z  = u “ 1.w 1 ,

(4 )

(5 )

g d z ie :
U -  m a c ie rz  u tw o rzo n a  z unormowanych w ektorów  w ła sn y ch  ma­

c ie r z y  C . ,
ję2=y-1  c u -  d ia g o n a ln a  m a c ie rz  kw adratów  c z ę s t o ś c i  w ła sn y c h .

E lem enty m a i ie r z y  K2 w yznaczono ze  w zoru  [i] , [3]  :



46 Z. B o guck i, J .  S iw iec

W spó łrzędne w e k to ra  w łasn eg o  U1 w yznaczono z d o k ła d n o ś c ią  do s t a ł e j  a ,  ze
r-n "wzoru [3j *

3Tii 1 * 1 ,2 ,  • • • ,n  
u i j  ■ a j a i0  r r r  <7 >3 3 j  -  1 ,2 ...........n

W arunki n o r n a l i z a c j i  w ektorów  w ła sn y ch  0  ̂ prow adzą do zw iązków :

n \

2 u i j  “ 1 ( j  a  1 >2,• • • ,n )  
i - 1

k tó r e  z o s ta n ą  s p e łn io n e  po w y zn aczen iu  s t a ł e j  a., z n a s t ę p u ją c e j  z a le ż n o -
J

s c i :

2 '
aj = )a

U w zg lęd n ia jąc  pow yższe z a le ż n o ś c i  można ró w n a n ie  (5 )  z a p is a ć  w p o s t a c i :

O D 00

ij + kJ.Zj = S i B i j . ^ J S Ą ^  ’ “T) (i M 1,2 n) (8)
i» 1  6 -0

Równanie (6 )  z a p is a ć  można w k r ó t s z e j  fo rm ie :

*j + kr zj " r j § f (t - "T)* (9)
8*0

g d z ie :

n

i - 1
r ,  = 2  ui j ,wi  (1 0 )

C ałka  o g ó ln a  ró w n an ia  (9 )  j e s t  n a s t ę p u ją c a  ¡2] :

z ', ( 0 )  r ,  k .T
Z j ( t )  -  Z j C O c o e k j t  + - g - —  s i n k j t  + ( s i n k j t  -  c o s k j t c t g  - J - )  + f j ( t )

j  j
(1 1 )
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p rz y  czym:

Z5Tst2r , «. cce

J T

F u n k c ja  f j ( t )  j e a t  o k resow ą fu n k c ją  c z a s u  o o k r e s ie  równym o k reso w i 
d z i a ł a n i a  im pulsów .
Pow rót do w sp ó łrz ę d n e j x za  p o śred n ic tw em  zw iązku X m  U.Z p ro w ad z i do 
j - t e j  w s p ó łrz ę d n e j w e k to ra  1«

D  “  r  ¿ . ( 0 )
* j ( t )  » 2 u j i * z i  ■ ¿L u j i  [z i (0 ) c ° 8 k i t  + - ^ -----  s i n k ^  +

i - 1  i - 1  1

r .  k .T  -i
ij jj -  ( s in k j^ t  -  c o s k ^ tc tg  - | - )  + f j / O j  . (1 3 )

W d a l s z e j  c z ę ś c i  ro zw ażań  z a ło ż o n o , że w rozpatryw anym  u k ła d z ie  w y s tę ­
p u ją  ty lk o  d rg a n ia  c z y s to  wym uszone, j a k i e  u zy sk ać  można p rzy  s p e łn ie n iu
n a s tę p u ją c y c h  warunków o k re so w o śc i [i] , [2] :

X* k • T
*i(0) -  c tg  - i ~

¿ ¿ (0 )  * “ ■JT’

Pozw ala to  z a p is a ć  ró w n an ie  (1 3 )  w n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i :

n
ZjCt) « S.ji.fii») ' (16)

i - 1

Równanie (1 2 )  f u n k c j i  f ^ t )  zanotow ano w fo rm ie  z a m k n ię te j [i] , [2] :

( 14)

(1 5 )

f i ( t )  =  F l  k- , f  c o s k ^ t  -  | )  ( 0 <  t < T)
2 k ^ s i n  —j —

(1 7 )
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Po u w z g lę d n ie n iu  ( 1 0 ) ,  (1 7 )  i  p o d s ta w ie n iu  do (1 6 )  otrzym ano«

k-1 i=1 k i a in  ( 0 < .t< .T )

Trójw ekaźnikow y w sp ó łc z y n n ik i

**1iuk i
* i j k  •  ir \ l  _  O «

k ^ s in  - j -

o zn acza  a m p litu d «  i - t e g o  d rg a n ia  głów nego zŁ( t ) ,  r e a l i z u j ą c e g o  s i ę  w r a ­
mach j - t e j  w sp ó łrz ę d n e j * j ( t )  i  b ęd ącą  sk u tk iem  d z i a ł a n i a  w e k to ra  W1 o 
w sp ó łrz ę d n y c h :

w° 2  Ą ( t  -  sT ) j e ś l i  1 -  k 
8=0

j e ś l i  1 f k

W s p ó łc z y n n ik a ^ ^  nazwano impulsowym w sp ó łczy n n ik iem  wpływu. 
. R ozw iązan ie  (1 8 )  p rz y jm ie  t e r a z  p o s ta ć :

n n

2 wk 2 ° C i j k * 00i,ki ( t  ~ f ) ł  (2 0 )
k=1 i - 1

z k t ó r e j  w y n ik a , że d rg a n ie  wymuszone * j ( t )  j e e t  w ynikiem  s u p e r p o z y c ji  
skutków  d z i a ł a n i a  w sp ó łrzęd n y ch  w e k to ra  wymuszeń w£ na k a ż d e j z głów nych 
form  d rg ań  w ła sn y c h .

W alety  z a z n a c z y ć , t e  dowolny p r z e b ie g  f u n k c j i  ok reso w ej można z a s t ą p ić  
w p r z y b l iż e n iu  okresow ym i c iąg a m i im pulsów , co pozw ala  w y k o rz y s ta ć  im pu l­
sowy w sp ó łczy n n ik  wpływu w p rzy p ad k ach  wymuszeń okresow ych  n ie im pu lsow ych . 
B liż s z e  sz c z e g ó ły  p o ru szo n eg o  z a g a d n ie n ia  z o s ta n ą  rozw ażone w p rzygotow y­
w anej p u b l i k a c j i .

W d a l s z e j  c z ę ś c i  rozw ażań  ro z p a trz o n o  p rzy p ad ek  s z c z e g ó ln y , w którym  
wym uszenie (w p o s t a c i  c ią g u  im pulsów  p ie rw szeg o  rz ę d u )  p rz y ło ż o n e  j e s t  
ty lk o  do k - t e j  m asy.
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W ychylenia p o sz c z e g ó ln y c h  n a s  k . i t )  w yznaczone z (2 0 )  p rz y jm u ją  p o s ta ć :
J

n

' xj ^  M ^  "k 2°*ijk C08ki(t “
i=1

n
* ? i  2 ° ^  e o e k ^ t  -  § ) ,  (2 2 )

i=1

gdy*

Tw° = II0 ,  0 ,  w °, o ,  o , o | | ,

g d z ie :

w° = 0 d la  i  4 k

w? » |  d l a  i  * k1 D

P o w sta łe  w c z a s i e  d rg a ń  s i ł y  dynam iczne Jako  n a p ię c ia  w p o sz c z e g ó ln y c h  
sp rę ż y n a c h  podano w zorem :

n

? d j -  ° < * j+1 -  * j>  -  2  i T  2  < * i j +ik  - O f i j k ^ i ^  -  | )  (0 < t< T ) . (2 3 )
i=1

WHIOSKI

1. P rz e a n a liz o w a n o  d r g a n ia  wymuszone u k ła d u  d y sk re tn e g o  w u k ła d z ie  
S turm a, p o w s ta łe  pod wpływem d z i a ł a n i a  ok resow ych  c iągów  im pulsów

Pi  2  ^ ( t  "  a T )’ 
s - 0

2 . S tw ie rd z o n o , że w prow adzone p o ję c i e  im pulsow ego w sp ó łc z y n n ik a  w pły­
wu pozw ala  n a  s to s o w a n ie  z a sa d y  s u p e r p o z y c j i  do o k r e ś la n ia  d rg a ń  wymuszo­
nych  p o sz c z e g ó ln y c h  mas u k ła d u  pod  wpływem o b c ią ż e ń  im pulsow ych p r z y k ła ­
danych do w s z y s tk ic h  m as.

3 . Zaawizowano m ożliw ość  m atem atycznego  m odelow ania dow olnego o k re s o ­
wego w ym uszenia p o p rz e z  ok resow e c i ą g i  im pulsów  i  p o d a n ie  r e a k c j i  u k ła d u  
z u w zg lęd n ien iem  w prow adzonego p o ję c i a  im pulsow ego w sp ó łc z y n n ik a  w pływu.
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R e c e n z e n t: d o c . d r  i n ż .  Roman K łus

W płynęło do R e d a k c ji 1 .0 3 .1 9 8 2  r .

KOJIEEAHHfl ÄHCKPETHOli CHCTEMhl

BmyffUEHHHE nOCJIĘHOBATEJlbHOCTbJO HMIiyjIbCOB nEPBOro PflA A .

HMnyjlbCHHÜ KO &64>H11HEHT BJIHHHHfl

P e 3 b  m  e

B pafioTe n p e A C T a ß j ie H  aHa.iH3 HeAeifopuHpoBaHHux Kojiedanafi j ih h h k h o K a h c -  

KpeiHoä cacTeiiH c KoranectBOM n CTeneHeft c b o ö o a m ,  BuuyxAeHHux nocjieAOBa- 
lejiBHocTŁD HMnyjibcoB nepBoro p a k a .

I le p H O A H ^ e c K a a  n o c j i e A O B a i e j i b H o c i b  H M n y j ib c o B  Ö u i a  n p a j i o i e H a  k o  B c e M  M a c -  

c a s  C H C T eM tij 6 u a o  B B e n e n o  n o n s T n e  s s n y a b C H o r o  K03<$d>HU,HeHTa b j h w h h j i  

3 t o t  K 0 3 $ $ H i;H e H T  o 6 o 3 H a v a e T  a M n j i a i y A y  i - i o r o  r j i a B H o r o  K o J ie b a H H a  z ^ ( t )  o c y -  

m e c T B j t a e M o r o  b  o S a a c i H  K O J ie S a m iii  j - i o ä  a a c c n  h  a B j r a r a ą e a c a  p e 3 y j i b T a -

t o m  A e f lC T B H a  n e p n o A H a e c K o i i  n o c  j i e ^ o  B a r e  j ib H o c T H  H M n y j ib c o B  n p m i o x e H H o ä  k  k - i o ä  

w a c c e .  3t o  A a e i  B o 3 u o z H o c i b  o n p e A e j iH T b  B U H y * A e H H u e  K o j i e 6 a H n a  K a i a o ä  H 3 M a c e  

C H C T eM U  K a s  p e 3 y x b T a i  c y n e p n o 3 H u n H  A e f iC T B H a  B H H y a ą e H H S  n p n j i o x e H H u x  k o  B ceM  

u a c c a M .

VIBRATIONS OP THE DISCRETE SYSTEM FORCED 
BY THE SERIES OP IMPULSES OF THE FIRST ORDER

S u m m a r y

The p a p e r  p r e s e n ts  an a n a ly s i s  o f  nondaaped  v i b r a t i o n s  o f  a l i n e a r  
d i s c r e t e  sy s tem  w ith  n -d e g re e s  o f  freedom  fo r c e d  by th e  s e r i e s  of im p u lse s  
o f  th e  f i r s t  o r d e r .  A p e r i o d ic  s e r i e s  o f  im p u lse s  was a p p l ie d  to  a l l
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m asses o f  th e  sy s tem s th e  n o t io n  o f  im p u lse  c o e f f i c i e n t  o f  th e  in f lu e n c e  
^ i j k  1180 been in t r o d u o «<i * T h is  c o e f f i c i e n t  d e n o te s  th e  a m p litu d e  o f  th e  
i-m a in  v ib r a t i o n  z i ( t )  w h ich  r e a l i z e s  i t s e l f  w i th in  v i b r a t i o n s  o f  j-m a ss  
X j( t )  and  w h ich  i s  th e  r e s u l t  o f  th e  o p e r a t io n  o f  th e  p e r io d ic  s e r i e s  o f  
im p u lse s  a p p l ie d  to  k -m a ss . I t  e n a b le s  th e  q u a l i f i c a t i o n  o f  f o r c e d  v ib r a ­
t i o n s  o f  e ach  o f  th e  m asses  o f  th e  sy s tem  a s  th e  r e s u l t  o f  th e  s u p e r p o s i­
t io n  o f  o p e r a t io n  o f  th e  im p u lse s  a p p l i e d  t o  a l l  o f  th e  m a sse s .


