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ORTOGONALNY ROZKŁAD PRĄDU ODBIORNIKA 
ZASILANEGO NAPIĘCIEM NIEOKRESOWYM

Stroszczenie. Artykuł formułuje teoretyczna podstawę do opisu 
właściwości energetycznych obwodów z przebiegami nieokresowymi o 
skończonej energii. Pokazano, że pręd w takich obwodach może być 
rozłożony na trzy wzajemnie ortogonalne składowe, które odpowiadaję 
za wartości prędu i 9ę wyraźnie zwięzane z trzema różnymi zjawiska
mi fizycznymi. Rozkład ten umożliwia nie tylko głębsze zrozumienie 
właściwości energetycznych w takich obwodach, lecz także tworzy pod
stawę do minimalizacji prędu. Dostarcza również informacji dotyczę- 
cych pomiaru wielkości, które sę potrzebne do tej minimalizacji.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie opisu właściwości energetycznych obwodów było i Jest po
dejmowane przez wielu autorów [l], [4], [5], [ć], [7], [9]. Prace na ten 
temat dotyczę głównie obwodów z przebiegami okresowymi, niesinusoidalny
mi. Znanych jest wiele definicji mocy w takich obwodach i istnieję różne 
rozkłady zdeformowanych prędów (napięć) £2].

W pracy [3] zaproponowano nowę koncepcję opisu właściwości energetycz
nych obwodów zasilanych napięciem niesinusoidalnym. W pracy tej, wykorzy- 
stujęc ideę St. Fryzego rozkładu Ortogonalnego, rozkłada się pręd źródła 
na trzy wzajemnie ortogonalne składowe, zwane odpowiednio: prędem czynnym, 
rozrzutu i biernym.
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gdzie: Gn i Bn oznaczają konduktancję i susceptancję odbiornika dla
częstotliwości harmonicznych nfĉ , zaś G0 jest jego konduktancję równo
ważną. Rozkład ten dostarcza nowej interpretacji właściwości energetycz
nych takich obwodów. Mianowicie, ujawnia on cfcvie odrębne fizyczne przy
czyny powodujące powiększenie wartości skutecznej prądu źródła ponad tę, 
która jeet niezbędna dla przenoszenia mocy czynnej. Dednę z nich jest 
zwrotny przepływ energii między źródłem a polami magnetycznymi i elek
trycznymi odbiornika. Zjawieko to było oczywiście brane pod uwagę Już we 
wcześniejszych sformułowaniach teorii mocy np. Budeanu [lj. Dednak funk
cjonał określający wpływ tego zjawiska na moc pozorną źródła nie Jest 
w tej teorii określony poprawnie, gdyż jego wartość może być równa zeru 
mimo obecności zwrotnego przepływu energii. Nowy proponowany funkcjonał 
||ŁpJ. tj, wartość skuteczna składowej ir wady tej nie ma. Drugą, ujaw
nioną przyczyną bezużytecznego wzrostu wartości skutecznej prądu źródła 
jest zmiana konduktancji odbiornika z częstotliwością. Miarą oddziaływa
nia tego zjawiska na prąd źródła jest funkcjonał |ig |. Oba funkcjonały 
lisi oraz |lrJ. tj* wartość skuteczna prądu rozrzutu i prądu biernego 
powiększają wartość skuteczną prądu źródła w sposób określony równaniem:

Ponieważ ekładowa ip Jest kompensowalna równoległym dwójnikiem reaktan- 
cyjnym, zaś składowa is nie Jest takim dwójnikiem kompeneowalne, dla
tego rozkład ten doetarcza ważnych informacji dotyczących możliwości mini
malizacji mocy pozornej źródeł.

Istnieją Jednak w elektrotechnice sytuacje, gdy energia przenoszona 
jest do odbiornika w obecności nieokresowych przebiegów prądów i napięć. 
Mając na uwadze własności opisanego rozkładu nasuwa się pytanie, czy moż
na taki rozkład rozszerzyć na obwody z przebiegami nieokresowyml. Niniej
szy artykuł udziela potwierdzającej odpowiedzi na to pytanie.

2. Założenia

Rozważania w niniejszym artykule ograniczone są do obwodów liniowych 
z nieokresowyml przebiegami napięcia u(t) 1 prądu l(t), całkowalnymi 
z kwadratem w przedziale (-o®, + 00), tzn., jeśli u(t) lub i (t ) ozna
czymy przez f(t), wówczas

(1)
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2
Sę to więc przebiegi należęce do przestrzeni L. (-00, + 00). Przebiegi opi
sane takimi funkcjami maję [8], [lo] widmo ¿(w), określone prostym prze
kształceniem Fouriera

+00

F(co) . J f(t)e_Jwtdt. (2)

przy czym przekształcenie odwrotne Fouriera widma F(u>)

♦ OOJ (3)
— O©

Jest zbieżne do funkcji f(t) w sensie średniokwadratowym. Iloczyn ska
larny dwóch dowolnych elementów f, g tej przestrzeni zdefiniowany Jest 
Jako!

+»« r ♦o® \
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W przestrzeni całkowalnych z kwadratem funkcji okresowych fT norma ||fT | 
Jest wartościę skuteczną przebiegu określonego tę funkcję. Oednak pojęcia 
"wartość skuteczna" nie można używać wtedy, gdy przebieg f nie Jest 
okresowy. Norma |fH nie ma wymiaru normy 1 nle może też być inter
pretowana Jako wartość prędu stałego, 'równoważnego temu przebiegowi ze 
względu na efekty cieplne. Przy nieograniczonych granicach całkowania 
pręd taki musi być nieskończenie mały. Ponieważ Jednak norma |jf| speł
nia w dalszych rozważaniach takę rolę Jak wartość skuteczna |fT j w teorii 
mocy przebiegów okresowych, będzie ona dalej nazywana uogólnionę wartościę 
skutecznę przebiegu f lub w skrócie "wartościę skutecznę". Nazwa taka 
może być bliższa elektrotechnice stosowanej, szczególnie, że dla przebie
gu f, który Jest równy zeru poza skończonym przedziałem czasu *t , jego 
uogólniona wartość skuteczna Ifll może być interpretowana Jako wartość 
prędu stałego, który w przedziale 1  jest równoważny prędowi f ze wzglę
du na skutki cieplne.
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Załóżmy, te odbiornik jest elementem dwuzaciskowym, liniowym i stacjo

narnym o admitancji y(w)

Y(ce) £ Y(to)exp{- j<p(«)} = 6(«) + jB(w). (6)

3. Rozkład prądu na składową ortogonalne

Energię E przeniesiony ze źródła do odbiornika określa iloczyn ska

larny prydu i napięcia

E - (i

♦ oo + «• ■)

,u) = J iudt - Re- J  0(<u)uV)dwi
-oo — oo J
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“ m  I  G(«a)U2 (<w)d<o. (7)
—OO

przy czym spełnia ona nierówność:

E - (i ,u X  || i 11 - M l *

Nierówność ta staje się równościy wówczas, gdy

i ■ G u, G - liczba rzeczywista (9)8 8

a energia równa jest wtedy:

« -  G j M 2 . <1 0 >

Wynika styd, że ze względu na pobierany energię E odbiornik zasilany
napięciem u jest równoważny odbiornikowi rezystancyjnemu o konduktancji

G0 , gdzie

G f1 1 )
* M 5

zasilanemu tym samym napięciem.
Wyróżnijmy w prydzie i składowy

♦OO +CO

ła “ Geu * J G g U f w J e ^ d t o  = —  J Oa (<e)e;)“ tdaj, (12)

proporcjonalny do napięcia u.
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Reszca prędu źródła

+00

1 " 1a " S S  J [(G (“ ) “ Ge ) + 3B(w)lu(o> )e-'cotdo) (13)
— OO

może być rozłożona na składowe:
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W ten sposób pręd i oraz jego widmo 0(c0) można przedstawić w postaci 
sumy:

1 - *a * łs + V  (16>

3(w) = Oj,(w) + Ogf«) ♦ O r ^) - (17)

gdzie:

2g((0) ś G0U(o)), (18)

Ogfw) & (G(to) - Ge )U(<u), (19)

^((O) = JB(eo)U(w). (20)

Obliczmy wartości iloczynów skalarnych składowych prędu:

d g . i r ) = 5TCR e | J  ( G( « )  “  Ge ) U ( w ) ( j B ( c o ) u ( w ) f d o > |  » 0 , ( 2 1 )

( W  = 5TtR e { J  (G(0d) " Ge )U(£b)(GeU(W)fdcoj= E - E - O. (22)

(ir .la ) = 5 R  R e j  J  (jB(w)U(W))(GeU ( w ) f  do)|= O. (23)
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Ponieważ sę one równe zeru, zatem:

(24)

gdzie:

(2.5)

I too
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(G(o>) - Ge )2U2 (<o)d<u. (26)

B2 (<o)u2 («J)dw. (27)

4. Interpretacja fizykalna

Przedstawiany ortogonalny rozkład prędu wyjaśnia przyczyny powodujęce, 
że przeniesienie ze źródła do odbiornika energii E może wymagać prędu 
większego od niezbędnego do tego celu prędu ig . Mianowicie, prędowi i0 
towarzyszę dwa bezużyteczne prędy i8 oraz i^, nie przenoszęce energii.

przy czym miarami oddziaływania tych prędów na pręd źródła sę ich uogól
nione wartości skuteczne. "Wartość skuteczna" składowej i8 jest większa 
od zera wtedy, gdy konduktancja G(w) odbiornika zmienia się z częstotli- 
wościę, natomiast "wartość skuteczna" składowej ir jest większa od zera 
wtedy, gdy susceptacja nie ma wartości zerowej.

5. Minimalizacja pratlu źródła napięcia nieokresowego

Gęśli źródło napięcia nieokresowego ma rezy8tancję wewnętrzną Rz , to 
przesłaniu energii E do odbiornika towarzyszy Jej strata Z&E w źródle.
W najprostszym modelu opisu tych strat można przyjęć, że rezystancja 
źródła Jest niezalsżna od częstotliwości, a przy takim założeniu strata 
energii w źródle Jest proporcjonalna do kwadratów uogólnionej wartości 

skutecznej prędu źródła,' tj.

gdyż

(u.i8 ) - W 1* )  “ °*

(u.ir) - Ge(ia.ir) - 0.

(28)

(29)
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A E  - Ji||2 R2 =. (fll0 ||2 ♦ |is||2 * Iirl2 )R2. (30)

Od wartości tej zależny jest także przekrój przewodów źródła. Istnieję 
w elektrotechnice sytuacje, w których energia do odbiornika przekazywana 
jest w nieregularnych odstępach czasu impulsami podobnego kształtu o 
względnie krótkim, w stosunku do przerwy, czasie trwania. Naturalne Jest 
wtedy pytanie, czy można i jak zminimalizować straty energii i przekroje 
przewodów? Wymaga to oczywiście minimalizacji uogólnionej wartości sku
tecznej prędu |] 1 U przy nie zmienionej energii E, a więc nie zmienio
nej wartości |i0 |.

W obwodach z przebiegami okresowymi najprostszym sposobem minimaliza
cji wartości skutecznej prędu źródła jest włęczenie kondensatora na za
ciski odbiornika. Sprawdźmy zatem, czy minimalizacja taka może mieć za
stosowanie do obwodów z przebiegami enieokresowyml. Jeśli tak, wyznaczmy 
wartość pojemności minimalizujęcej wartość skutecznę prędu. Przyjmijmy 
przy tym, że źródło jest idealne.

Idealna pojemność włęczona na zaciski odbiornika modyfikuje Jego admi- 
tancję do wartości:

Y(w) = G(ou) + j[b(w) +C0c]. (32)

Ponieważ przed pojawieniem się impulsu napięciowego u(t) i po jego 
zaniku do zera energia pola elektrycznego kondensatora Jest równa zeru, 
jego włęczenie nie zmienia energii E wydanej ze źródła, a tym samym, 
nie zmienia on konduktancji równoważnej Ge odbiornika oraz prędu czyn
nego źródła. Kondensator taki nie zmienia konduktancji G(ca) na zacis
kach źródła, a więc nie oddziałuje on także na wartość prędu lg .
Wskutek zmiany susceptancji na zaciskach źródła oddziałuje on tylko na 
pręd ir , modyfikujęc kwadrat jego uogólnionej wartości skutecznej do 
wartości:

too

|ir|2 » 2^  J [?("> + « c ] 2U2 Mdo). (33)
— oo

Jeśli susceptancja odbiornika B(a)) przyjmuje wartości ujemne, a jest 
tak w przypadku odbiorników rezystancyJno-indukcyJnych, wówczas funkcjo

nał |^l]2 może mieć dla pewnego C = copt mini”'1"'1»
Warunkiem koniecznym na to, aby pojemność copt mirfimalizowała "war

tość skutecznę" prędu źródła |i|| jest spełnienie przez tę pojemność rów

nania

dKII
-ar

+  O o  + 0 9A s 2uB(to>)U2 ((0)du> + 2Copt / <02u2(co)dtt) ■» O, (34)
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t j.
+00

J  wB(w)U2 (oj)dtt>

Co p t = - ^ ¡ ----------------> 0 - (34)
J w 2U2 (a>)du>

Warunek powyższy ma postać podobną do warunku podanego przez Shepherda 
i Zakikhaniego [9] dla optymalnej pojemności kompensującej w obwodzie 
z przeblegiami okresowymi, Cedynie sumowanie zastąpione jest całkowaniem, 
Ponieważ w obwodzie z idealnym źródłem napięcia dla C *> C

«■‘ IM
opt

2

 ̂2— ' è J w2u2(w )d w > 0 * (35)

zatem warunek (36) Jest także warunkiem wystarczającym. Cednak w obwodzie, 
w którym źródło ma impedancję wewnętrzną o charakterze indukcyjnym, wa
runek ten może nie być wystarczającym, ze względu na możliwość pojawienia 
się zjawisk rezonansowych. Podobnie Jak w przypadku obwodów z przebiegami 
okresowymi, sprawdzenie czy warunek powyższy jest warunkiem wystarczają
cym wymaga analizy konkretnej sytuacji obwodowej.

Zakończenie

Przedstawiony ortogonalny rozkład prądu w obwodach z przebiegami nie- 
okresowymi wykazuje dużą analogię do rozkładu prądu w obwodach z przebie
gami okresowymi. Wymaga on jedynie stosowania przekształcenia, nie zaś 
szeregu Fouriers, a norma przebiegu jest interpretowana odmiennie niż 
wartość skuteczna przebiegu okresowego, chociaż 1 w tym przypadku istnie
ją znaczne podobieństwa.

Przedstawiony rozkład dostarcza fizycznej interpretacji właściwości 
energetycznych obwodów, a także informacji o możliwości minimalizacji 
prądu źródła o napięciu nieokresowym.
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OPTOrOHAJIbHOE PACIIPEflEJIEHHE TOKA B IIPHEMHHKE IWTAEMOM 

HEIIEPHOiHMECKHM HAHPiD£EHIlEa

P  e 3 » m e

3 oxATbe c$opuyjiHpoBaHO teopeiHHeoxoe odocHOBaHae onacaaxH xeopsTHcecxHX 
cboIcxb sHepreTB’iecKHx ite net c a e  ne j>hoahhe 0khuh nponecoauH h xoHeqHoS 
o H e p r n e t ,  .HoxasaHo, h t o  tox a laxxx qenax noxei paonpeAexaxbca a a  xpa 

.BsaaMHO opToroHajibHue c o c x a B H u e ,  oxEeaaujqae s a  BexHHUHy xoxa a hstko 
CBHSaHBHe C XpSMfl pasxxaauiui $H3HHeCKBMH HBJleHHHMH.

HaHHoe pacnpeje^eHHe nosBouiex Be iojibko aa doaee rxydoxoe HsyaeHHe 
SHeprooBotOTB b c a x H x  qenax, ho xaxxe cos^aex ocHoay axh MHKH>iajiH3sutXB 
xoxa a flaex HH(}>opMamno no xaiiepeHBH bojihhhh hsoSxoabuux ajih xaxot hhkbii&sx- 
saipu.

ORTHOGONAL DECOMPOSITION OF CURRENT OF THE RECEIVER 
SUPPLIED WITH APERIODIC VOLTAGE

S u m m a r y

The paper formulates a theoretical basis for the description of power 
properties of circuits with aperiodic wave forms of a finite energy.
It has been shown that the current in such circuits can be decomposed 
into three orthogonal components which are responsible for the current 
value and distinctively related to three different physical phenomena.
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This decomposition enables not only a deeper understanding of the po
wer properties of such circuits but also forms a ground for the current 

minimization.
It al30 provides with information on measurements of the values 

required for this minimization.


