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WZGLĘDEM CZĘSTOTLIWOŚCI

Streszczenie. W pracy podano wzory na wrażliwości funkcji ukła- 
dowych względom częstotliwości do trzeciego rzędu włącznie. Wrażli­
wości te zgodnie z podanymi zależnościami oblicza się na podstawie 
wrażliwości funkcji układowych względem pojemności i indukcyJności. 
Wyprowadzenia są oparte na jednorodności funkcji układowych wzglę­
dem indukcyjności, pojemności i częstotliwości i korzysta się z nie­
zmienników wrażliwości. Przedstawiono szczegółowe wyprowadzenie dla 
wrażliwości rzędu drugiego. Obliczono wrażliwości do rzędu trzecie­
go włącznie dla modułu wzmocnienia filtru pasmowoprzepustowego. 
Pokazano, Jak powiększa się kres górny tolerancji mełoprzyrostowych 
częstotliwości przy uwzględnianiu wrażliwości coraz wyższego rzędu.

1. Wprowadzenie

Analiza odchyłek funkcji układowych od wartości nominalnych często jest 
przeprowadzana w oparciu o rozwinięcie funkcji w szereg Taylora. Występu­
jące w tym rozwinięciu pochodne cząstkowe funkcji układowej względem para­
metrów nazywa się wrażliwościami.

□o oszacowania odchyłek funkcji układowej spowodowanych niewielkimi 
zmianami parametrów zwykle wykorzystuje się człony zawierające pochodne 
(wrażliwości) pierwszego rzędu. Natomiast przy dużych zmianach parametrów 
należy uwzględnić dalsze człony w rozwinięciu funkcji w szereg Taylora. 
Wymaga to uprzedniego obliczenia pochodnych cząstkowych wyższego rzędu, 
potrzeba wyznaczania wrażliwości wyższego rzędu może też wynikać z faktu 
zerowania się wrażliwości pierwszego rzędu. Przykładem może być filtr 
pasmowoprzepustowy. Ola częstotliwości środkowej pasma przepuszczania 
wrażliwość pierwszego rzędu modułu wzmocnienia napięciowego wynosi zero. 
Aby zbadać wahania modułu wzmocnienia w otoczeniu tej częstotliwości na­
leży wykorzystać wrażliwości wyższych rzędów. Zagadnieniom ogólnym wrażli­
wości wyższych rzędów w układach elektronicznych poświęcono wiele miejsca 
w literaturze, np. [2], [4], [6], je], [9], [loj. Wydaje się, że dotych­
czas nie były szeroko rozpatrywane zagadnienia wrażliwości wyższych rzędów 
względem częstotliwości. Niniejsza praca jest próbą wypełnienia tej luki.
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2. Funkc.ie jednorodne i niezmienniki wrażliwości

Wprowadzenie do analizy tolerancji pojęcia funkcji jednorodnych pozwo­
liło na znalezienie wielu niezmienników wrażliwości.

Dednę z pierwszych prac w tej dziedzinie ogłosił Belove [i]. Prace in­
nych autorów, m.in. [V], [V], [4j rozwinęły i rozszerzyły tę teorię na 
szeroką klasę obwodów. Niezmienniki wrażliwości są wygodnym narzędziem 
przy analizie porównawczej obwodów równoważnych, a także służą do określe­
nia dokładności obliczeń odchyłek funkcji układowych, w tej pracy zostaną 
wykorzystane do znalezienia zależności na wrażliwości wyższych rzędów 
względem częstotliwości. Przypomnijmy najpierw podstawowe własności funk­
cji jednorodnych.

Definicja: Funkcja układowa Tfżj,x2 ,...,xn ) określona w obszarze D 
nazywa się funkcją jednorodną stopnia m, jeżeli pomnożenie wszystkich 
jej argumentów przez czynnik t jest równoważne tm-krotnemu powiększeniu 
początkowej jej wartości, tzn., jeżeli zachodzi tożsamość

T(tx1 ,tx2 ,...,txn ) = tm . T(x 1(x2  xn ). (1)

Deżeli funkcja T(x1 ,x2 ,...,xn ) jednorodna stopnia m ma w obszarze 
otwartym D ciągłe pochodne czątkowe względem wszystkich argumentów, to 
dla dowolnego punktu (x^,x2 ,...,xn ) w obszarze O zachodzi równość:

3T 3T___ 3T
—X1 + '577 X2 + + W  Xn " ™ * T (xi • x2 .... xn ^  (2)1 * 2 n

Równość ta nosi nazwę wzoru Eulera. Dzieląc obie strony równania (2) 
przez T (przy założeniu niezerowania się funkcji układowej dla nominal­
nych wartości parametrów) otrzymujemy wzór:

Sx + SI2 * ••• * S- “ >• < „ - zn i-i 1

znany w literaturze Jako niezmiennik wrażliwości pierwszego rzędu (S^ m
ar x±

• ^1—  . —  jest wrażliwością pierwszego rzędu funkcji układowej T wzgl-

dem parametru xi ).
W układach 3LS z pojedynczymi pobudzeniami stopień Jednorodności 

transmitancji wynosi zero i zgodnie ze wzorei# (3) tyloż samo wyno3i suma 
wrażliwości względem wszystkich parametrów x^, którymi są G^, 

oraz współczynniki wzmocnienia źródeł sterowanych kvc (źródła VC T)

oraz k-1 (źródła CVT). Deśli Jako funkcję układową rozważamy admitan- 
cvi

cję, to wartość niezmiennika wrażliwości wynosi 1, natomiast dla impedan-
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cjl -1. Pełniejszy zestaw niezmienników można znaleźć w pracy ¡5]. W przy­
padku układów z wieloma pobudzeniami stałoprędowymi można wykazać, że 
stopnie podstawowych funkcji układowych zawieraję się w przedziale 
(-1, +1). Odpowiednie wzory podano w pracy [4 ].

Jeżeli przymlemy, te argumentami funkcji jednorodnej będę L., C, oraz
— 1f , to łatwo uzyskać następujęcy niezmiennik wrażliwości:

który pozwala na wyznaczenie wrażliwości funkcji układowej względem czę­
stotliwości w sposób pośredni za pomocę wrażliwości względem indukcyjno- 
ścl 1 pojemności:

sf * 2  s4  ♦ X  sv  (5)
ieNL icNC

W podobny sposób można wykorzystać niezmienniki wrażliwości przy wy­
prowadzaniu wzorów na wrażliwości drugiego i trzeciego rzędu funkcji 
układowej względem częstotliwości.

3. Wrażliwości wyższych rzędów

Twierdzenie 1 : Jeżeli funkcja układowa T(x*.... ̂ ^ y ^  yk ) obwodu
SLS, której argumentami xŁ sę L^. Ci# f- 1 , jednorodna 3topnia zerowego 
względem x1 ,x2 .....xn ma w obszarze otwartym 0 clęgłe pochodne częst- 
kowe pierwszego i drugiego rzędu, to dlo dowolnego punktu (x,,...,xn , 
y1 .....yk ) zachodzi równość:

NL NU NL NC NC NC

S^2 ‘ X!  Z  SL C +S  SC±C ' (6)
T i-1 J-i 1 3 i-1 J-l Ł 3 i-1 J-i 1 3

WystępuJęce we wzorze (6) wrażliwości rzędu drugiego sę zdefiniowane 
następujęco:
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□la wykazania słuszności twierdzenia 1 skorzystamy z niezmiennika wraż­
liwości pierwszego rzędu. Punkcja T jednorodna stopnia zerowego wzglę­
dem La , oraz f-1 może być zapisana naatępujęco:

T(tLj, • • • , t L ^ , t C j , • • • . tC^ę. j" > 1 yk ) ”

■ t . T ( , . . . . l ^ iC|i■ m  ■ c^Q, y1 ,....yk ). (9)

Różniczkując podług t mamy (m » 0):

NL NC

h t  ■ X !  3rlu;7 4 - Z  3TTC77 cj ■ Ir • f * °* (10)
i-1 1 J-l 3

Różniczkując ponownie podług t otrzymamy:

_ NL NL , NL NC ~

dt tri jri 1 3 i-1 J-l 1 3

NC NC o NL - NC p

* Z Z  * $ k  V j  - 2 Z  V *
tri jri 1 J i-i 1 j-i 3

♦ $ f 2 * * i r  f ' 0 ' (11)

przy czym przyjęto t - 1.
Natomiast różniczkując wyrażenie (10) podług częstotliwości i mnożąc 

przez częstotliwość mamy (przy t - 1):

NL NC NL 2

f y r C C  ^  Li + 2  lir Cj " §t  f) “ Z  t l t̂ t  Lif +
i-1 1 j-l 3 1-1

NC , -
t „ , a2! ,2 _ ajr f . 0 (12)Z a T _ * 9łT *2 3T

rć-sr cjf - f - w
j-l 3

Stąd wyznaczamy:

- Z  ń ^ - i ś r v . 1»)
i-1 1 J-l 3
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Po podstawianiu wzoru (13) do (11) i podziałaniu przez T otrzymamy:

2 2 NL NL 2 NL NC , . „
3^T fŁ ' V  X -1 ® T i 1 _ V 1 X -1 3 T 1 i
7 T - Z Z  C T T  • T 1 a q s ć -  • t  ♦

1-1 3-1 1 3 i-1 j-1 1 i

NC NC

Z Z
i-l J-l

32T
r o p c j

CtC.
(14)

Ale

_NI^ _NL^ , , _NL^ 0 ,2 NL
W 'sr> a2T LiLi XT' 3 ^  Li V  ^  LiL i

2 ^  2 j  s r p r -  • - T *  “ 2 ^  ^ 2  • ̂  + 2 ,  3L-3L- • “ T •
i-l j-l 1 J i-l 1 3-1 1 3

J*1 (15)

Korzysta3ęc z definic3i wrażliwości (7) i (8)

NL NL NL NL

" - z  (2 <Ł4 * z  i. i. j)  - z  (2 *2 2  ) ■
i-i 1 1 3-1 1 3 i-i 1 1  3-i+i 1 3

NI. NL

■ 2 • £ £  SW

ponieważ

SL L “ SL L * i 3 3 i

zatem

NL NL NL NL

2  2  S4 L j  ̂  2 2  2  '
i-i 3=1 1 3 i-i 3-i 1 3

(16)

Podstawia3ęc wyrażenia (16) do (14) wykażemy słuszność tezy twierdzenia 1.
Przy podobnych założeniach 3ak w twierdzeniu 1 i dodatkowo istnieniu 

cięgłych pochodnych częstkowych trzeciego rzędu funkc3i układowej można 
wyprowadzić wzór na wrażliwość trzeciego rzędu względem częstotliwości, 
który poda3e następne twierdzenie.
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Twierdzenie 2:

NL NL NL NL NL NC

s*3 ' S  %  §  s"iLJLk + S  H  S  SLiLiCk +

NL NC NC NC NC NC

+ 2  2  Ż  S4 C1Ck Ŝ lC1Ck
1-1 j-1 k-J 1 3 1-1 J-l k-J 1 3

(17)

gdzie wrażliwości trzeciego rzędu sę zdefiniowane następujęco: 

x3 3
_T df 1 1 8 T (1 8 )

X1 xi

2
,T ¡1 1 . fłil . J | L _ .  ( „ ,
xi*J 3x13xj

_T df XlX 1Xk 33T
ixJxk " ' Sxi3V aV

W podobny epoeób można wyprowadzić wzory na wrażliwości czwartego i

wyższych rzędów.

4. Przykład

□la filtru paamowoprzepustowego podanego na rys. 1 określimy wrażliwo­
ści modułu wzmocnienia przy częstotliwości środkowej, a następnie wyzna­
czymy zmiany wzmocnienia przy rozstrojeniu częstotliwości środkowej 
uwzględnlajęc coraz wyższe wrażliwości.

Rys. 1
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Wartości nominalne parametrów wynoszę: R. ■ R, ■ 1® , c, ■ C, ■ 1F,
i I rad 1 2
Vi ! ” 1V’ ^  * “a- ' wzmacniacz idealny.

Wzmocnienie napięciowe Ku • ^  - |Ku |e^. Rozważanę funkcję układowę 

Jsst |k J  » Ky(f) . Ola wrażliwości pierwszego rzędu mamy:

K K
sc“ - 0.5 - J 0.5 Sc“ - -0.5 - J 0,5.

Na podstawie wzoru (5)

Sf ‘ Sc1 * sc2

więc

K.
Sf' u| - Real

Czyli moduł wzmocnienia dla częstotliwości środkowej Jest niewrażliwy na 
zmianę częstotliwości, jeżeli ograniczymy się do wrażliwości piarwazego 
rzędu. Celowe jest wyznaczenie wrażliwości wyższych rzędów. Na podstawia 
zależności (6) 1 (17) można obliczyć:

slKu! . 8IM + sKI + J M  . . 05
f C1C1 1 2  2 2

SK I . sKI . , K I  . , i m  . , M  .„.5.
f3 C1C1C1 ClCiC2 C1C2C2 C2C2C2

Zatem zalany modułu wzmocnienia można wyznaczyć w sposób przybliżony 
na podstawie rozwinięcia funkcji w szereg Taylora w postaci wielomianu 
stopnia trzeciego

l IM * ' 0,5 * 0,5**•
gdzie t jK |. tf sę zmianami procentowymi.

Tak określona zalana modułu wzmocnienia nie różni się wlęcj niż 2% od 
zmiany obliczonej dokładnie przy zmianach częstotliwości o 55%.

Uwzględniajęc coraz wyższe wrażliwości i, co za tym idzie, uwzględnla- 
jęc większę liczbę członów we wzorze Taylora możemy uzyakać większy 
kraa górny tolerancji aałoprzyrostowych.
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Ola rozważanego przykładu (zakładając 2% błęd wynikający z zaniedbania 
dalszych wyrazów szeregu Taylora) mamy następujące wartości kresu górnego 
tolerancji małoprzyroetowej tf.

Przy uwzględnieniu wrażliwości 1 rzędu tf = 18%?uwzględnienle wrażli­
wości 1 1 2  rzędu caje tf » 32% i, Jak Już wcześniej wspomniano, uwzględ­
nienie wrażliwości do 3 rzędu włącznie daje tf » 55%.

5. Wnioski

Przy dużych zmianach parametrów (duże wartości kresu górnego toleran­
cji małoprzyrostowej ) konieczne Jest uwzględnienie wrażliwości wyższych 
rzędów. 3ak pokazano na przykładzie, mogę być one przydatne przy badaniu 
zmian charakterystyk częstotliwościowych. Podobnie jak w znanej z litera­
tury zależności na wrażliwość pierwszego rzędu pokazano w pracy, że wra­
żliwości wyższych rzędów względem częstotliwości mogę być obliczone na 
podstawie wrażliwości funkcji układowych względem pojemności i indukcyj- 
ności.
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nW EHEHHE 'CTBCTBHTEJIBHOCTH BHCIHHX nOBW CQB OT 'iACTOTU 

P e s » m e

B paOoTe BHBe^eHH (JiopiiyjiH onpeAejiaMmae ayBCTBHiejibHocTb BToporo h i p e i b e r o -  
nopanKOB cxeuHOit $yHici;HH o t  H acioT H . 3 th  iyBCTBHTejibH0CTH onpe^ejiaioTOH H3 
HyBCTBHT6JIbH0CTH CXeMHOS $yHKllHH OT H3MeHeHHg BCSX eMKOCTefl H HHAyKTHBHOCTeft 
u e n a . 4opMyjIhl BUBefleHH H3 OflHOpOflHOCTH OXSMBHX (fyHKHHa OT HUSyKTHBHOCTeft, 
eMKOCTea H qaOTOTU 0 HCIIOJIb3OB31HH6M HHBapaaHTOB HyBOTBHTejIbHOCTH. nonpoSHO 
BUBe^eHa $opny jia  o n p e« ejiaa i(aa  ayBCTBHiejibHocTb BToporo nopaAKa. T e o p e ia -  
qecKHe b h b o a h  AonojraeHH p a c q e io i i  n p a a e p a  aaiH B B oro  no jiocoB oro  ifaab T p a. 
OnpefleaeHu ayBOTBHTeaHooia 1 ,  2 a  3 nopaA aa MOflyjia y o aaeH aa  a i o r o  $ aabT pa a 
npeaciaB aeH O  a a a  yBeaaaaBaioToa a o n y o a a  pacO pooa a a c T o iu  nooae n p aaeaeH aa 
ayBCTaTeabHocTa b h c h i h x  n o paaxoB .

APPLICATION OF THE HIGHER ORDER SENSITIVITIES 
IN RELATION TO FREQUENCY

S u m m a r y

Formulas for the second and third order sensitivities of the system 
functions in relation to the frequency have been given in the paper.

In accordance with the given dependancea, these sensitivities are 
calculated on the basis of the system functions sensitivities in rela­
tion to capacity and induStance.

Derivations are based on homogeneity of the system functions in rela­
tion to the inductance, capacity and frequency! the sensitivity invariants 
are used.

A detailed derivation has been presented for the sensitivity of the 
second order. The sensitivities to the thrid order inclusive, have been 
calculated for an amplification factor of the band - pass filter.

It has been shown how the upper bound of the frequency small - incre­

mental tolerances increases when taking into account the sensitivities of 
higher and higher order.


