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ZASTOSOWANIE WRAZLIWOSCI WYZSZYCH rzedéw
WZGLEDEM CZESTOTLIWOSCI

Streszczenie. W pracy podano wzory na wrazliwosci funkcji ukta-
dowych wzgledom czestotliwosSci do trzeciego rzedu wkacznie. Wrazli-
wosci te zgodnie z podanymi zaleznoSciami oblicza sie na podstawie
wrazliwosci funkcji uktadowych wzgledem pojemnosci i indukcyJnosSci.
Wyprowadzenia sg oparte na jednorodnosci funkcji uktadowych wzgle-
dem indukcyjnosci, pojemnosci i czestotliwosci i korzysta sie z nie-
zmiennikéw wrazliwosci. Przedstawiono szczeg6towe wyprowadzenie dla
wrazliwosci rzedu drugiego. Obliczono wrazliwosci do rzedu trzecie-
go wkacznie dla modutu wzmocnienia filtru pasmowoprzepustowego.
Pokazano, Jak powieksza sie kres gorny tolerancji medoprzyrostowych
czestotliwosci przy uwzglednianiu wrazliwosci coraz wyzszego rzedu.

1. Wprowadzenie

Analiza odchytek funkcji uktadowych od wartosci nominalnych czesto jest
przeprowadzana w oparciu o rozwiniecie funkcji w szereg Taylora. Wystepu-
jace w tym rozwinieciu pochodne czgstkowe funkcji uktadowej wzgledem para-
metréw nazywa sie wrazliwosSciami.

0o oszacowania odchytek funkcji uktadowej spowodowanych niewielkimi
zmianami parametréow zwykle wykorzystuje sie czlony zawierajgce pochodne
(wrazliwosci) pierwszego rzedu. Natomiast przy duzych zmianach parametrow
nalezy uwzgledni¢ dalsze cztony w rozwinigciu funkcji w szereg Taylora.
Wymaga to uprzedniego obliczenia pochodnych czgstkowych wyzszego rzedu,
potrzeba wyznaczania wrazliwosci wyzszego rzedu moze tez wynika¢ z faktu
zerowania sie wrazliwosci pierwszego rzedu. Przyktadem moze by¢ Tfiltr
pasmowoprzepustowy. Ola czestotliwosci $rodkowej pasma przepuszczania
wrazliwos¢ pierwszego rzedu modudu wzmocnienia napieciowego wynosi zero.
Aby zbadaé¢ wahania modudu wzmocnienia w otoczeniu tej czestotliwos$ci na-
lezy wykorzystaé¢ wrazliwosci wyzszych rzedéw. Zagadnieniom ogélnym wrazli-
wosci wyzszych rzedow w uktadach elektronicznych poswiecono wiele miejsca
w literaturze, np. [2], [4]1. [6], Jel. [9]1, [loj. Wydaje sie, ze dotych-
czas nie byly szeroko rozpatrywane zagadnienia wrazliwosci wyzszych rzedow
wzgledem czestotliwosci. Niniejsza praca jest prébag wypednienia tej luki.
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2. Funkc.ie jednorodne i niezmienniki wrazliwosci

Wprowadzenie do analizy tolerancji pojecia funkcji jednorodnych pozwo-
lito na znalezienie wielu niezmiennikéw wrazliwosci.

Dedne z pierwszych prac w tej dziedzinie ogtosit Belove [i]. Prace in-
nych autoréw, m.in. [V], [V]l, [4) rozwinedy i rozszerzyty te teorie na
szeroka klase obwodéw. Niezmienniki wrazliwosci s wygodnym narzedziem
przy analizie porédwnawczej obwodéw roéwnowaznych, a takze stuzg do okresle-
nia doktadnosci obliczen odchytek funkcji uktadowych, W tej pracy zostanag
wykorzystane do znalezienia zalezno$ci na wrazliwosci wyzszych rzedéw
wzgledem czestotliwosci. Przypomnijmy najpierw podstawowe wkasnosci funk-
cji jednorodnych.

Definicja: Funkcja uktadowa Tfzj,x2,...,xn) okresSlona w obszarze D
nazywa sie funkcja jednorodng stopnia m, jezeli pomnozenie wszystkich
jej argumentéw przez czynnik t jest réwnowazne tm-krotnemu powiekszeniu
poczatkowej jej wartosci, tzn., jezeli zachodzi tozsamos¢

T(Ex1,tx2,...,txn) = tm . T(x1(x2 Xxn). (€D)
Dezeli funkcja T(x1,x2,...,xn) jednorodna stopnia m ma w obszarze
otwartym D ciaggte pochodne czatkowe wzgledem wszystkich argumentéw, to
dla dowolnego punktu (x",x2,...,xn)w obszarze O zachodzi réwnosc¢:
3T 3T 3T
1 X3+ 57 X2 + W Xn T ox T(xiex2....oxn? )

Réwnos¢ ta nosi nazwe wzoru Eulera. Dzielgc obie strony réwnania (2)
przez T (przy zatozeniu niezerowania sie funkcji uktadowej dla nominal-
nych wartosci parametréw) otrzymujemy wzor:

SX + SI2 * eee X g >
o

znany w literaturze Jako niezmiennik wrazliwosci pierwszego rzedu (S m
ar X+ e _ . -

e AN- | - jest wrazliwosciag pierwszego rzedu funkcji ukdtadowej T wzgl-

dem parametru Xi).

W uk#adach 3LS z pojedynczymi pobudzeniami stopienn Jednorodnosci
transmitancji wynosi zero i zgodnie ze wzorei# (3) tyloz samo wyno3i suma
wrazliwosci wzgledem wszystkich parametréw x~, ktérymi sa G",
oraz wspotczynniki wzmocnienia zZrédet sterowanych kvc (zrodta VCT)
oraz k-1 (zrédta CVT). Desli Jako funkcje uktadowa rozwazamy admitan-

cvi
cje, to wartos¢ niezmiennika wrazliwosci wynosi 1, natomiast dla impedan-
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cjl -1. Pekniejszy zestaw niezmiennikéw mozna znalezé w pracy i5]. W przy-
padku uktadéw z wieloma pobudzeniami statopredowymi mozna wykazaé, ze
stopnie podstawowych funkcji uktadowych zawieraje sie w przedziale
(-1, +1). Odpowiednie wzory podano w pracy [4]-

Jezeli przymlemy, te argumentami funkcji jednorodnej bede L., C, oraz
f_l, to tatwo uzyskaé nastepujecy niezmiennik wrazliwosci:

ktéry pozwala na wyznaczenie wrazliwosci funkcji uktadowej wzgledem cze-
stotliwosci w spos6b posredni za pomoce wrazliwosci wzgledem indukcyjno-
$cl 1 pojemnosci:

st * 2 s4 ¢ sV 5)

W podobny sposéb mozna wykorzystaé¢ niezmienniki wrazliwoSci przy wy-
prowadzaniu wzoréw na wrazliwosSci drugiego i trzeciego rzedu funkcji
uktadowej wzgledem czestotliwosci.

3. Wrazliwosci wyzszych rzedow

Twierdzenie 1: Jezeli funkcja uktadowa T(x*....~ "y~ yk ) obwodu
SLS, ktorej argumentami xt se LN. Ci# f-1, jednorodna 3topnia zerowego
wzgledem x1,x2..... xn ma w obszarze otwartym O clegte pochodne czest-

kowe pierwszego i drugiego rzedu, to dlo dowolnego punktu (X,,...,xn,
yl..... yk) zachodzi réwnosc¢:

NL NU NL NC NC NC

sn2 “ X1 Z s.c 1S
T i-1 i-1

J-i 13 i-1 J-1 t 3

SC+C - (6)
J-i 13

Wystepulece we wzorze (6) wrazliwosci rzedu drugiego se zdefiniowane
nastepujeco:
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Ola wykazania stuszno$ci twierdzenia 1 skorzystamy z niezmiennika wraz-
liwosci pierwszego rzedu. Punkcja T jednorodna stopnia zerowego wzgle-

dem La, oraz T-1 moze by¢ zapisana naatepujeco:
T(tLj,ee=,tL",tCj == .tC. j" >1 yk) ”
mt _T(,....1" iClimm mc"Q, yl,....yk). ()

Rézniczkujac podtug t mamy (m » 0):

NL NC
ht mX! 3rlu;7 4 - Z 3TTC77 cj m Ir = f * °* (10)
i-1 1 J-1 3

R6zniczkujgac ponownie poddug t otrzymamy:

_ NL NL s NL NC ~
dt tri jri 1 3 i-1 J-1 1 3
NC NC ¢} NL - NC p
*77Z *$k Vj-2Z . V *
tri jri J -1 1 Jj-i 3
¢ $ f2**ir £ 0" (11)

przy czym przyjeto t - 1.
Natomiast roézniczkujgc wyrazenie (10) podtug czestotliwosci i mnozac
przez czestotliwo$¢ mamy (przy t - 1):

NL NC NL 2
fyrCccC ~ Li +2 lir Cj " 8t f) “Z t1ct Lif +
i-1 1 j-1 3 1-1
NC , - _
Z at ,% et 2 _grf.0 )
ré-sr cjf - f -w
j-1 3
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Po podstawianiu wzoru (13) do (11) i podziataniu przez T otrzymamy:

2 2 NL WML 2 L, N , R
3 T Lt )?-1 ®7 i1l _le-f 37 171
7 T - zZ Z CTT T 1 . agsé- = t
1-1 3-1 1 3 i-1 j-1 11
NC NC . ctc.
Z ropcj a4
i-1 J-1
Ale
NI~ _NLA , . N~ 0 .2 NL
y s a2T LiLi XT° 3~ LUi Vv A LiLi
27 2§ srpr-e -T* “2A A2 en 42 | 3L-3L- +<T e
i-1j-1 1 3 i-1 1 321 1 3
J*1 (15)

Korzysta3ec z definic3i wrazliwosci (7) i (8)

NL NL NL NL

"-iZ-i Q<1I'A:[*3Z-1 Illla) Z Qll *232— 13).

-
+
-

NI. NL

m2e+ £ £ SN

poniewaz

SL_L, “ SL_L.*
1 1

3 3
zatem
NL NL NL NL
2% SRS 3L o

Podstawia3ec wyrazenia (16) do (14) wykazemy stuszno$¢ tezy twierdzenia 1.

Przy podobnych zatozeniach 3ak w twierdzeniu 1 i dodatkowo istnieniu
ciegtych pochodnych czestkowych trzeciego rzedu funkc3i uktadowej mozna
wyprowadzi¢ wzoér na wrazliwo$¢ trzeciego rzedu wzgledem czestotliwosci,
ktéry poda3e nastepne twierdzenie.
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Twierdzenie 2:

NL NL NL NL NL NC

s$3'S %8 sk +S H S L&+

NL NC NC NC NC NC
2 7 s4CIck SJCIck an
+
%—1 J-1 %(—J ljg 1-1 J-1 k-J ! 31C
gdzie wrazliwosci trzeciego rzedu se zdefiniowane nastepujeco:
X3 3
_T df 1 1 8T (18)
X1 xi
2
T il 1. f¥il . J|L_. G s
xXi*J 3x13xj
T df XIX1Xk 33T
ixJIxk " "Sxi3v &

W podobny epoedb mozna wyprowadzié¢ wzory na wrazliwosci czwartego i

wyzszych rzedow.

4. Przyktad

Ola filtru paamowoprzepustowego podanego na rys. 1 okreslimy wrazliwo-
Sci modudu wzmocnienia przy czestotliwosci S$rodkowej, a nastepnie wyzna-

czymy zmiany wzmocnienia przy rozstrojeniu czestotliwosci $rodkowej
uwzglednlajec coraz wyzsze wrazliwosSci.

Rys. 1
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; Martoéci nominalge parametréw wynosze: R. m R, m 10 , C,l l2C, m 1F,
i ra
Vil” 1y ~ * “a- " wzmacniacz idealny.

Wzmocnienie napigeciowe Ku e« ~ - |Kule”~. Rozwazane funkcje uktadowe

Jsst |kJ » Ky(f) . Ola wrazliwosSci pierwszego rzedu mamy:

K K
sc* - 0.5 - J 0.5 Sc* - -0.5 - J 0,5.

Na podstawie wzoru (5)

sf < Scl * sc2
wiec
K.
Sf"u]l - Real

Czyli modut wzmocnienia dla czestotliwosci Srodkowej Jest niewrazliwy na
zmiane czestotliwosci, jezeli ograniczymy sie do wrazliwosci piarwazego
rzedu. Celowe jest wyznaczenie wrazliwosci wyzszych rzedéw. Na podstawia
zaleznosci (6) 1 (17) mozna obliczyé¢:

siki . 8IM +sKI +JM .. 05

f CcicC1 12 22

SK1l.sKI . ,KI .,im .,M D

3 cicica CICiC2 c1c2c2 Cc2C2C2

Zatem zalany modudu wzmocnienia mozna wyznaczy¢ w spos6b przyblizony
na podstawie rozwiniecia funkcji w szereg Taylora w postaci wielomianu

stopnia trzeciego

[IM* "05 *0,5%
gdzie tjK |. tf se zmianami procentowymi .

Tak okreslona zalana modudu wzmocnienia nie rézni sie wlecj niz 2% od
zmiany obliczonej doktadnie przy zmianach czestotliwosci o 55%.
Uwzgledniajec coraz wyzsze wrazliwosci i, co za tym idzie, uwzglednla-
jec wieksze liczbe cztonéw we wzorze Taylora mozemy uzyakaé wiekszy
kraa gorny tolerancji aatoprzyrostowych.
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Ola rozwazanego przyktadu (zaktadajac 2% bted wynikajacy z zaniedbania
dalszych wyrazéw szeregu Taylora) mamy nastepujace wartosci kresu gornego
tolerancji matoprzyroetowej tf.

Przy uwzglednieniu wrazliwosci 1 rzedu tf = 18%?uwzglednienle wrazli-

wosci 112 rzedu caje tf » 32% i, Jak Juz wczes$niej wspomniano, uwzgled-
nienie wrazliwosci do 3 rzedu wkacznie daje tf » 55%.

5. Wnioski

Przy duzych zmianach parametréw (duze wartosci kresu gérnego toleran-
cji matoprzyrostowej ) konieczne Jest uwzglednienie wrazliwosci wyzszych
rzedéw. 3ak pokazano na przyktadzie, moge by¢ one przydatne przy badaniu
zmian charakterystyk czestotliwosciowych. Podobnie jak w znanej z litera-
tury zaleznos$ci na wrazliwos¢ pierwszego rzedu pokazano w pracy, Zze wra-
zliwosci wyzszych rzedéw wzgledem czestotliwosSci moge by¢ obliczone na
podstawie wrazliwosci funkcji uktadowych wzgledem pojemno$ci i indukcyj-
nosci .
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nWEHEHHE 'CTBCTBHTEJIBHOCTH BHCIHHX nOBWCQB QT ‘ACTOTU

Pes»me

B paOoTe BHBeeHH (JiopiiyjiH onpeAejiaMmae ayBCTBHiejibHocTh BToporo h ipeibero-
nopanKOB cxeuHOit $yHictHH ot HacioTH. 3th iyBCTBHTejibHOCTH onpe"ejiaioTOH H3
HyBCTBHTEJIbHOCTH CXeMHOS $yHKIIHH OT H3MeHeHHy BCSX eMKOCTefl H HHAYKTHBHOCTEft
uena. 4opMyjlhl BUBefleHH H3 OfIHOpOIHOCTH OXSMBHX (fyHKHHa OT HUSyKTHBHOCTeft,
eMKOCTea H qaOTOTU 0 HCIIOJIb3OB3IHHGM HHBapaaHTOB HyBOTBHTejIbHOCTH. nonpoSHO
BUBe"eHa $opnyjia onpe«ejiaai(aa ayBCTBHiejibHocTb BToporo nopaAKa. Teopeia-
gecKHe bhboah AonojraeHH pacqeioii npaaepa aaiHBBoro nojiocoBoro ifaabTpa.
OnpefleaeHu ayBOTBHTeaHooia 1, 2 a 3 nopaAaa MOflyjia yoaaeHaa aioro $aabTpa a
npeaciaBaeHO aaa yBeaaaaBaioToa aonyoaa pacOpooa aacToiu nooae npaaeaeHaa
ayBCTaTeabHocTa bhchihx nopaaxoB.

APPLICATION OF THE HIGHER ORDER SENSITIVITIES
IN RELATION TO FREQUENCY

Summary

Formulas for the second and third order sensitivities of the system
functions in relation to the frequency have been given in the paper.

In accordance with the given dependancea, these sensitivities are
calculated on the basis of the system functions sensitivities in rela-
tion to capacity and induStance.

Derivations are based on homogeneity of the system functions in rela-
tion to the inductance, capacity and frequency! the sensitivity invariants
are used.

A detailed derivation has been presented for the sensitivity of the
second order. The sensitivities to the thrid order inclusive, have been
calculated for an amplification factor of the band - pass filter.

It has been shown how the upper bound of the frequency small - incre-
mental tolerances increases when taking into account the sensitivities of
higher and higher order.



