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0 RÓWNOWAŻNOŚCI TRZECH LINIOWYCH UKŁADÓW FILTRUOĄCYCH* ̂

Streszczenie. W pracy opisano metodę budowy, przy użyciu dyskret
ne j"TrańsToriaćli Hartley'a (DHT) 1 dyskretnej transformacji Walsha 
(DW T), liniowych układów filtracji widmowej równoważnych układom 
opartym na dyskretnej transformacji Fouriera (uFT). W oparciu o 
właściwości rzeczywistych transformacji DHT i DWT orzedstawiono 
sposób wyznaczania charakterystyk filtrów cyfrowych Hartley'a i 
Walsha na podstawie charakterystyk częstotliwościowych filtrów
cyfrowych Fouriera. Otrzymane macierze filtrujęce Hartley “a ¡¡P i Walsha
GW sę rzeczywiste, podczas gdy odpowiadajęca im macierz Fouriera
GF Jest zespolona. Wyznaczone w ten sposób macierze filtrujęce 
pozwoliły na zdefiniowanie uogólnionego algorymtu cyfrowej filtra
cji widmowej przy użyciu algorytmów szybkich transformacji Hartley'a 
(FHT) i Walsha (FWT), zamiast algorytmu szybkiej transformacji 
Fouriera (FET).

i. Wprowadzenie

Dyskretna filtracja widmowa polega na przetwarzaniu wejściowego sygna
łu dyskretnego w pożędeny wyjściowy sygnał dyskretny, wynikajęcy z wyma

ganej postaci widma tego sygnału. Najczęściej wykorzystywanym w tym celu 
widmem Jest zespolona dyskretna transformata Fouriera. Otrzymuje się ję 
za pomocę dyskretnej transformacji Fouriera (DFT), zbudowanej w oparciu 
o zupełny ortogonalny układ dyskretnych zespolonych funkcji wykładniczych.

W ostatnich latach znacznie wzrosło zainteresowanie dyskretnymi trans
formacjami opartymi na rzeczywistych funkcjach ortogonalnych. Obecnie naj
większe zainteresowanie skupia się na dyskretnej transformacji Hartley'a 
(DHT), opartej na układzie rzeczywistych ortogonalnych funkcji trygono
metrycznych [i] oraz na dyskretnej transformacji Walsha (DWT), wykorzy
stującej rzeczywiste funkcje dwuwartościowe [2].

W niniejszej pracy, wykorzystujęc ideę dyskretnej filtracji widmowej, 
wyprowadzono zależności pozwalajęce na zastępienie zespolonego procesu 
liniowej filtracji przez równoważne mu procesy rzeczywiste.

xW a c a  wykonana w ramach CPBP nr 02.14.
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2. Oyskretne transformacja Fouriera (OFT), Hartlev‘a (DH T)

1 Walsha (DWT)

□la rzeczywistego dyskretnego sygnału {x(n)} danego w postaci ciągu 
wartości x ( 0 ) ,x(l),... ,x(N-l), N « 2P , p ■= 0,1,2,..., prosta i odwrotna 
□FT określone są następującymi zależnościami macierzowymi:

gdzie x, JC. - wektory sygnału i widma Fouriera, F - macierz Fouriera o 
elementach zespolonych exp(-J (2T^N )kn) i wymiarach Nx n , £  « IF - ma

cierz sprzężona transponowana względem macierzy £, będąca jednocześnie 
macierzą odwrotną do macierzy F.

Wśród transformacji rzeczywistych, któro mogłyby zastąpić zależności 
(1), uzyskując jednocześnie większą symetrię przekształceń, można wyróż
nić transformację Hartley’a wśród rzeczywistych transformacji trygono
metrycznych oraz transformację Walsha - wśród transformacji dwuwartośclo-

wych [l].[2].
Prostą i odwrotną transformację Hartley'a (DHT) określają wzory:

gdzie x, XH - wektory sygnału i widma Hartley‘a, H - macierz Hartley'a 
o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

Z kolei prosta i odwrotna dysktetna transformacja Walsha opisana jest 
zależnościami:

gdzie x, X̂ y - wektory sygnału i widma Walsha w uporządkowaniu naturalnym, 
W - macierz Walsha o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

są współczynnikami binarnego rozwinięcia liczb k, n.
We wszystkich trzech przypadkach etapy prostej i odwrotnej transforma

cji mogą być realizowane za pomocą algorytmów szybkich transformacji

( 1 )

(2)

cas((2TVN )kn) » cos( (Ztt/N)kn ) + sin( ( 2 H / N )kn ) (3)

* * 2£ 2w (4)

(5)
i=»0

[3], [4].
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3. Liniowe układy filtrujące Fouriera. Hartley's i Walsha

Liniowy układ filtrujący w przestrzeni dyekretnych zespolonych funk
cji wykładniczych określony Jest wzorem:

X  - jj £*T GF F x. (6)

gdzie: x, ^  - wektory sygnałów wejściowego i wyjściowego, GF - zespolona 
macierz filtrująca Fouriera.

Z kolei liniowy układ filtracji widmowej w przestrzeni funkcji dys
kretnych cas(.) opisuje zależność:

r  R H £ H H £ .  (7)

u
gdzie G - rzeczywista macierz filtrująca Hartley's.

Natomiast liniowy układ filtrujący w przestrzeni funkcji-Waleha przed
stawię wzór:

1  ■ I  2  0W w X, ( 8 )

w
gdzie G - rzeczywista macierz filtrująca Waleha.

4. Równoważność liniowej flltrac.11 widmowej w przeetrzenlach 
Fouriera. Hartley*a i Walsha

Rozważając równoważność liniowych układów filtrujących Fouriera, 
Hartley'a 1 Walsha, opisanych równaniami (6-8), dochodzi się do równości:

GH . H F*T GF F H, (9)
N “  •

GW - W F*T GF F W. (10)

pozwalających wyznaczyć macierze filtrujące Hartley'a GH i Walsha GW 
na podstawie znajomości macierzy filtrującej Fouriera GF [V], [6], [7].

Określmy obecnie warunki, dla których macierze GH i GW są rzeczy
wiste, a tym samym cały proces liniowej filtracji widmowej Hertley'a i 
Walsha Jest rzeczywisty. Oeżeli macierz A zdefiniujemy następująco:

ą - [ • „ „ ] - *  f*t  eF f . (i d
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a macierz filtrująca Fouriera będzie zespoloną macierzą diagonalną

GF = diag[g0 .g1  gN_ J  . (12)

to wówczas

N-l

I  9 i  8 X P ( 3 ( 2 T £ i / N ^ n - m ) ) *  ( 1 3 )

i-0

Zdefiniujmy również k-tą częściową macierz

*(■«)

gdzie

anm^ = T T  exP( j (2^ k/ N Hn - m  )). (15)

Wynika stąd, że 

N-l
A = ' A^k (16 )

k-0

H W (k )Wyznaczmy obecnie macierze filtrujące G i G w zależności od A

- H “ b  A (k^)H - ^  H Ą (k^H - ^ 2  GH (k). (17)
k-0 k-0 k-0

Stąd

Gh (k) = £  H Ą (k)H. (18)

Elementy macierzy GH (k) mogę być Interpretowane jako elementy dwuwy

miarowej dyskretnej transformaty Hartley's macierzy A^k \
Podobną zależność można wyprowadzić dla macierzy filtrującej Walsha GW :

GW (k) - j-j W A^k 'W. (19)

Można udowodnić [7J, że macierz A^k  ̂ jest rzeczywistą kołową macierzą, 

jeżeli

90' 9N/ 26 R ' 9k “ gN-k' 9k 6 C’
(2 0 )
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Macierze H i W 8« rzeczywiste. Oeżeli macierze 35 również
rzeczywiste, to macierze filtrujące GH i Gw sę rzeczywiste.

Struktury macierzy GH i GW wynikaj« z zależności między elementami 
transformat Fouriera, Hartley'a i Waleha. Zależności:

DHT{x(n)} ■ Re(DFT{x(n)}) - Im(OFT{x(n)} ), (21)

Re(DFT{x(n)} ) - 1/2 (DHT {x(N-n)} + DHr{x(n)}), (22)

lm(DFT|x(n)} ) - 1/2 (OHT{x(N-n)} - ONT{x(n)}) (23)

umożliwiaj« przekaztałcenle macierzy zespolonej GF o elementach:

flOO “ a0 ’ 9kk " °k + Jbk' 9N/2 N/2 ” BN/2* 9 (N-k)(N-k) ” Bk “ ^bk 

dla k » l,2,...,N|/2-l (24)

U
w macierz G przy zachowaniu informacji o częściach urojonych i rzeczy-
wiatych elementów diagonalnych macierzy GF. Wówczas niezerowe elementy
macierzy GH a« naetępujece [8]:

hOO ” a0* hkk “ 8k' hk(N-k) "-bk' hN/2 N/2 " aN/2’ 

h (N-k)(N-k) “ ak* h (N-k)k “ bk dla k “ 1,2..... N/2-1.bk dla k - 1,2,

Z kolei przy spełnionym założeniu (20) macierz filtrujęca Waleha G 
jeat macierz« blokow« dlagonalnę o następującej postaci [7]:

(25)

W

BN /2

N/4x N/4

N/2*N/2

(26)

przykład

Niech macierz filtrujęca Fouriera GF będzie macierz« o wymiarach
4 * 4 ,  charakteryzując« prosty filtr dolnoprzepustowy. Na podstawie wzo-

H Wrów (9) i (10) można wyznaczyć równoważne jej macierze G I G  następu

jąco :
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00Cas 0 ’a0 0 0 0" ao 0 0 0

g f - 0
(

B 1 U c
r O 0

,  GH - 0 a 0 b . GW ■ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a b

0 0 0 a+jb 0 -b 0 a 0 0 -b a_

5. Podsumowanie

W pracy podano warunki równoważnego przekształcenia liniowych układów 
filtrujących! zespolonego Fouriera w rzeczywiste Hartley's i Walsha.
Na podstawie przedstawionych struktur algorytmów filtracji rzeczywistej 
nożna budować użyteczne procedury nierekursywnej filtracji cyfrowej, wy
korzystujące efektywne algorytmy szybkich transformacji Hartley's i Walsha 
(FHT i FW T). Cyfrowe filtry Hartley's i Walsha ze względu na duże podo
bieństwo algorytnów FFT, FHT 1 FWT mogę być łatwo realizowane za pomocę 
komercyjnie dostępnych procesorów sygnałowych VLSI.
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0  3KBÜ&AJ1EHTH0CTH TPEX JIHHEfłHHX GHCTEM <5HJIbTPAUHH 

P  e  3 x> M e

B paC oie npeAOTaBJieH Me toa noc ip o ean n  npa noMomn AHdcpeiHoro npeoópaso- 
BaHHH Xapi.ne« ( d h t) h AHCKpeiHoro npeofipaaoBaHHK Yanina (DWT) jiHHeflHboc 
CnSKIpanbHUX CHCTeU BKBHBaneBIEHX CHCTeiiOM OCHOBaHHHX Ha AHCKpeTHOM npaoC- 
pa3OBaHHH <$ypbe (OFT).

Hcnojibaya 0C0Ô8HH0CIH ABftoTBHiejibHbix npeo6pa3OBaHna DHT h DWT npeA oia- 
BJI9H n e ro #  onpeAeHeHHH x ap ax iepacT ax  hh$ pobhx ijutJibTpoB XapTJie« a Yojuna Ha 
Sa3Hce nacTOTHHx xapaKiepaoiHK uaÿpoBux iJaniipoB  ły p b e .

nojtyaeHHHe uaipaqn (JauibTpaqHH Xapiaea GH h Yojima GW hbjijuotch AeficTBH- 
TBJIbHblUH KOTAa COOTBeTOTBSHH&H MaTpHl^a łypbe F KOUIUieKCHEW. HoJiyHSHHHe 
TaKHM oCpaaoM uaipaqn iiajitpaaaa hosbojihjih onpexejiHTb oSodmeHHuB ajiropaTM 
UH$poBofl oneKipajibHOfl ÿHJibipaqHH, acnonbsyioniHB ajiropaiuti OnoTpnx npeoSpaao- 
BaHHfl Xapiaea (f h t ) h Y anna ( FWT ) b m b o i o  anropama duciporo npeodpaao- 
BaHHH íypbe (FFT).

ON EQUIVALENCE OF THREE LINEAR FILTERING SYSTEMS 

S u m m a r y

This paper describes a method of construction of linear spectral fil

tering systems using the discreet Hartley transform (DHT) and the discre
te Walsh transform (DWT). These systems are equivalent to the ones based 
on the discreta Fourier transform (OFT).

Basing oneself on the properties of the actual DHT and DWT transforms, 
s method of characteristic determination of the Hartley and Walsh'es 
digital filters on 'the basis of frequency characteristics of the 
Fourier's digital filters.

H WObtained new Hartley and Walsh filtering matrices G and G are 
real, while the corresponding Fourier matrix GF is complex. The filte
ring matrices determined in this way have allowed to define a generalized 
digital spectral filtering algorithm using the algorithms of the fast 
Hartley transform (FHT) and fast Walsh transform (FWT) instead of the 
fast Fourier transform (FFT) algorithm.


