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0 ROWNOWAZNOSCI TRZECH LINIOWYCH UKLADOW FILTRUOACYCH* ~

Streszczenie. W pracy opisano metode budowy, przy uzyciu dyskret-
nej"TransToriac¢li Hartley"a (DHT) 1 dyskretnej transformacji Walsha
(OWT), liniowych uktadéw filtracji widmowej rownowaznych ukdadom
opartym na dyskretnej transformacji Fouriera (uFT). W oparciu o
whasciwosci rzeczywistych transformacji DHT i DWT orzedstawiono
spos6b wyznaczania charakterystyk filtrow cyfrowych Hartley"a i
Walsha na podstawie charakterystyk czestotliwosciowych filtroéw

cyfrowych Fouriera. Otrzymane macierze filtrujece Hartley “a jip i Walsha
GW se rzeczywiste, podczas gdy odpowiadajeca im macierz Fouriera

GF Jest zespolona. Wyznaczone w ten spos6b macierze Tfiltrujece
pozwolity na zdefiniowanie uog6lnionego algorymtu cyfrowej filtra-
cji widmowej przy uzyciu algorytméw szybkich transformacji Hartley"a
(FHT) i Walsha (FWT), zamiast algorytmu szybkiej transformacji
Fouriera (FET).

i. Wprowadzenie

Dyskretna filtracja widmowa polega na przetwarzaniu wej$ciowego sygna-
+u dyskretnego w pozedeny wyjsciowy sygnat dyskretny, wynikajecy z wyma-
ganej postaci widma tego sygnatu. Najczesciej wykorzystywanym w tym celu
widmem Jest zespolona dyskretna transformata Fouriera. Otrzymuje sie je
za pomoce dyskretnej transformacji Fouriera (DFT), zbudowanej w oparciu
o zupedny ortogonalny uktad dyskretnych zespolonych funkcji wykdadniczych.

W ostatnich latach znacznie wzrosto zainteresowanie dyskretnymi trans-
formacjami opartymi na rzeczywistych funkcjach ortogonalnych. Obecnie naj-
wieksze zainteresowanie skupia sie na dyskretnej transformacji Hartley'a
(DHT), opartej na uktadzie rzeczywistych ortogonalnych funkcji trygono-
metrycznych [i] oraz na dyskretnej transformacji Walsha (DWT), wykorzy-
stujacej rzeczywiste funkcje dwuwartos$ciowe [2].

W niniejszej pracy, wykorzystujec idee dyskretnej filtracji widmowej,
wyprowadzono zaleznosSci pozwalajece na zastepienie zespolonego procesu
liniowej filtracji przez réwnowazne mu procesy rzeczywiste.

xWaca wykonana w ramach CPBP nr 02.14.
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2. Oyskretne transformacja Fouriera (OFT), Hartlev‘a (DHT)
1 Walsha (DWT)

Ola rzeczywistego dyskretnego sygnatu {x(n)} danego w postaci ciagu
wartosci  x(0),x(1),... ,x(N-1), N « 2P, p ®=0,1,2,..., prosta i odwrotna
OFT okreslone sa nastepujacymi zaleznosciami macierzowymi:

(1)

gdzie x, X. - wektory sygnatu i widma Fouriera, F - macierz Fouriera o
elementach zespolonych exp(-J (2T~N)kn) i wymiarach Nxn, £ « F - ma-
cierz sprzezona transponowana wzgledem macierzy £, bedaca jednoczes$nie
macierza odwrotng do macierzy F.

W8rod transformacji rzeczywistych, ktéro mogtyby zastapic¢ zaleznosci
(1), uzyskujac jednoczes$nie wiekszg symetrie przeksztakcen, mozna wyréz-
ni¢ transformacje Hartley’a wsréd rzeczywistych transformacji trygono-
metrycznych oraz transformacje Walsha - wsr6d transformacji dwuwartosclo-
wych [1]-[2].-

Prostg i odwrotna transformacje Hartley®a (DHT) okreslajg wzory:

(€3]

gdzie x, XH - wektory sygnatu i widma Hartley‘a, H - macierz Hartley"a
o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

cas((2TVN)kn) » cos( (Ztt/N)kn) + sin( (2H/N )kn) 3)

Z kolei prosta i odwrotna dysktetna transformacja Walsha opisana jest

zaleznos$ciami:
E EZW (4)

gdzie x, XYy - wektory sygnatu i widma Walsha w uporzadkowaniu naturalnym,
W - macierz Walsha o wymiarach N*N i elementach rzeczywistych

(©)

i=>0

sg wspo6tczynnikami binarnego rozwiniecia liczb k, n.
We wszystkich trzech przypadkach etapy prostej i odwrotnej transforma-
cji moga by¢ realizowane za pomocg algorytméw szybkich transformacji

[31. [41.
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3. Liniowe uktady filtrujgce Fouriera. Hartley"s i Walsha

Liniowy ukdad filtrujgcy w przestrzeni dyekretnych zespolonych funk-
cji wyktadniczych okreslony Jest wzorem:

X - I £*T GF F x. ()
gdzie: x, N - wektory sygnatéw wejsciowego i wyjSciowego, GF - zespolona
macierz filtrujaca Fouriera.

Z kolei liniowy uktad filtracji widmowej w przestrzeni funkcji dys-
kretnych cas(.) opisuje zaleznos¢:

r RHEHHE. @

u
gdzie G - rzeczywista macierz filtrujagca Hartley"s.
Natomiast liniowy ukdad filtrujgcy w przestrzeni funkcji-Waleha przed-
stawie wzlr:

1 ml 2 OWwW X, (8)
gdzie " - rzeczywista macierz filtrujaca Waleha.
4. Rownowazno$¢ liniowej Tflltrac.11 widmowej w przeetrzenlach
Fouriera. Hartley*a i Walsha

Rozwazajac rownowaznos¢ liniowych ukdadéw filtrujacych Fouriera,
Hartley"a 1 Walsha, opisanych réwnaniami (6-8), dochodzi sie do réwnosci:

GH . H F*T GF F H, ©

oW - W F*T GF F W. (10)

pozwalajacych wyznaczy¢ macierze filtrujgce Hartley"a GH i Walsha GW
na podstawie znajomos$ci macierzy filtrujacej Fouriera GF [V], [6]1. [7]1-
OkreslImy obecnie warunki, dla ktérych macierze GH i1 GW sg rzeczy-
wiste, a tym samym caty proces liniowej filtracji widmowej Hertley"a i
Walsha Jest rzeczywisty. Oezeli macierz A zdefiniujemy nastepujaco:

a -[*.n..]1-* f*t eF f. G d
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a macierz Tfiltrujaca Fouriera bedzie zespolong macierzag diagonalng
GF = diag[g0 .gl gN_J . a2

to wéwczas

1 9i 8XP (3 (2TE£i/ N~ n-m))* (13)
Zdefiniujmy roéwniez k-ta czesSciowg macierz
*(m<)

gdzie

anm™ = 7T exP(J @ "k/NHn-m)). (15)

Wynika stad, ze
A = " Ank (16)
k-0
- - - - H . W oL k)
Wyznaczmy obecnie macierze filtrujagce G i G w zaleznos$ci od A
-H “ b A(Kk™MH - N~ HACKkM -~2 GH(K). an
k-0 k-0 k-0

Stad

Gh(k) = £ HA(K)H. (18)

Elementymacierzy GH(k) moge byélnterpretowane  jakoelementy dwuwy-
miarowej dyskretnej transformaty Hartley"s macierzy A™k\
Podobng zalezno$¢ mozna wyprowadzi¢ dla macierzy filtrujacej Walsha GW:

GW(K) -  HWAMK "W. (19)

Mozna udowodni¢ [7J, Zze macierz A~k” jest rzeczywista kotowa macierza,
jezeli

20
90" 9N/26R " 9k *“ gN-k* 9k6C” (20)



0 réwnowaznosci trzech liniowych ukdadéw Filtrujacych 77

Macierze H i W 8« rzeczywiste. Oezeli macierze 35 réwniez
rzeczywiste, to macierze filtrujace GH i Gw se rzeczywiste.

Struktury macierzy GH i GW wynikaj« z zaleznosci miedzy elementami
transformat Fouriera, Hartley"a i Waleha. Zaleznos$ci:

DHT{x(n)} = Re(DFT{x(n)}) - Im(OFT{x(n)}), (21)
Re(DFT{x(n)} ) - 1/2 (DHT{x(N-n)} + DHr{x(n)}), (22)
Im(DFT|x(n)} ) - 1/2 (OHT{x(N-n)} - ONT{x(n)}) (23)

umozliwiaj« przekaztaktcenle macierzy zespolonej GF o elementach:

O “ a0’ 9kk " °k + Jbk" 9N/2 N/2 ” BN/2* 9 (N-K)(N-K) ” Bk “ bk

dla k » 1,2,...,N|/2-1 @4)

U
w macierz G przy zachowaniu informacji o czesSciach urojonych 1 rzeczy-

wiatych elementéw diagonalnych macierzy GF. Wéwczasniezeroweelementy
macierzy GH a« naetepujece [8]:

hOO ” a0* hkk “ 8k" hk(N-k) *"-bk" hN/2 N/2 " aN/2”

h(N-K)(N-K) “ ak* h(N-kok = BE dlg Kk = 3.2 . N/2-1. (25

Z kolei przy spe#nionym zatozeniu (20) macierz filtrujeca Waleha GW

jeat macierz« blokow« dlagonalne o nastepujacej postaci [7]:

BN/2
N/4xN/4 (26)

N/2*N/2

przyktad

Niech macierz filtrujeca Fouriera GF bedzie macierz« o wymiarach
4*4, charakteryzujac« prosty Tfiltr dolnoprzepustowy. Na podstawie wzo-

réow (9) i (10) mozna wyznaczy¢ réwnowazne jej macierze G |1 GW nastepu-

jaco :



78 A. Drygajto
o © © 0 *20 0 0 a0 0 0 0
gf - © o8 o 0 GH 0 a 0 b oW m 0 0 0 0
0O 0o 0 0 0 0 0 0 0 a b
0O 0 O a+jb 0 -b 0 a 0 0 -b a_

5. Podsumowanie

W pracy podano warunki réwnowaznego przeksztatcenia liniowych uktadéw
filtrujacych! zespolonego Fouriera w rzeczywiste Hartley"s i Walsha.
Na podstawie przedstawionych struktur algorytméw filtracji rzeczywistej
nozna budowa¢ uzyteczne procedury nierekursywnej filtracji cyfrowej, wy-
korzystujace efektywne algorytmy szybkich transformacji Hartley"s i Walsha
(FHT i FWT). Cyfrowe filtry Hartley"s i Walsha ze wzgledu na duze podo-
bienstwo algorytnéw FFT, FHT 1 FWT moge by¢ +*atwo realizowane za pomoce

komercyjnie dostepnych procesoréw sygnatowych VLSI.
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0 3KBU&AJIEHTHOCTH TPEX JIHHEffHHX GHCTEM <5HJIbTPAUHH

Pe 3x»Me

B paCoie npeAOTaBlieH Metoa nocipoeann npa noMomn AHdcpeiHoro npeodpaso-
BaHHH Xapi.ne« (dht) h AHCKpeiHoro npeofipaaoBaHHK Yanina (DWT) jiHHeflHboc
CnSKlpanbHUX CHCTeU BKBHBaneBIEHX CHCTeiiOM OCHOBaHHHX Ha AHCKpeTHOM npaoC-
pa30BaHHH <$ypbe (OFT).

Hcnojibaya 0COO8HHOCIH ABftoTBHigjibHbix npeo6pa3OBaHna DHT h DAT npeAoia-
BJI9H nero# onpeAeHeHHH xapaxiepacTax hh$pobhx ijutlibTpoB XapTlie« a Yojuna Ha
Sa3Hce nacTOTHHx xapaKiepaoiHK uaypoBux iJaniipoB typbe.

nojtyaeHHHe uaipaqn (JauibTpagHH Xapiaea GH h Yojima GW hbjijuotch AeficTBH-
TBJIbHbIUH KOTAa COOTBeTOTBSHH&H MaTpHl”™a 4ypbe F KOUIUieKCHEW. HoJiyHSHHHe
TakKHM oCpaaoM uaipaqgn iiajitpaaaa hosbojihjih onpexejiHTb oSodmeHHuB ajiropaT™
UH$poBofl oneKipajibHOfl yHJibipagHH, acnonbsyioniHB ajiropaiuti OnoTpnx npeoSpaao-
BaHHfl Xapiaea (fht) h Yanna (FWT) bmboio anropama duciporo npeodpaao-
BaHHH iypbe (FFT).

ON EQUIVALENCE OF THREE LINEAR FILTERING SYSTEMS

Summary

This paper describes a method of construction of linear spectral fil-
tering systems using the discreet Hartley transform (DHT) and the discre-
te Walsh transform (DWT). These systems are equivalent to the ones based
on the discreta Fourier transform (OFT).

Basing oneself on the properties of the actual DHT and DWT transforms,
s method of characteristic determination of the Hartley and Walshes
digital filters on "the basis of frequency characteristics of the
Fourier®s digital filters.

Obtained new Hartley and Walsh filtering matrices GH and GW are
real, while the corresponding Fourier matrix GF is complex. The filte-
ring matrices determined in this way have allowed to define a generalized
digital spectral filtering algorithm using the algorithms of the fast
Hartley transform (FHT) and fast Walsh transform (FWT) instead of the
fast Fourier transform (FFT) algorithm.



