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ZASTOSOWANIE TEORII RÓWNAŃ CAŁKOWYCH
00 ANALIZY ISTNIENIA ROZWIĄZAŃ PROBLEMU DIRICHLETA
DLA PEWNYCH RÓWNAŃ ELIPTYCZNYCH W ELEKTROSTATYCE

I. KONSTRUKCJA ROZWIĄZANIA POOSTAWOWEGO

Streszczenia. W artykule przeprowadzono analizę rozwiązania pod- 
stawowego (w sensie Leviego) dla równania eliptycznego opisującego 
pole elektrostatyczne w ośrodkach liniowych, izotropowych 1 nie
jednorodnych.

Podano warunki wystarczające istnienia rozwiązania podstawowego 
w obszarach nieograniczonych przestrzeni R3 oraz sposób konstrukcji 
tego rozwiązania.

1. Wst ęp

Rozwiązywanie zagadnień brzegowych w teorii pola elektromagnetycznego 
przeprowadza się często przez sprowadzenie układu równań Maxwells, uzu
pełnionych związkami materiałowymi, do układu równań różniczkowych cząst
kowych rzędu drugiego z niewiadomymi funkcjami skalarnymi lub wektorowymi, 
zwanymi potencjałami.

Konstrukcja potencjałów opiera się na pojęciu odpowiedniego, dla dane
go równania różniczkowego cząstkowego, rozwiązania podstawowego. Problem 
istnienia rozwiązań podstawowych najprostszych równań fizyki matematycz
nej (np. równania Laplace's) jest rozstrzygnięty pozytywnie, natomiast 
problem ten dla równań bardziej złożonych w sposób globalny nie został 
rozstrzygnięty do chwili obecnej.

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwiązania podstawowego 
dla równanie eliptycznego z częócią główną w postaci operatora Laplace's, 
opisującego pole elektrostatyczne w obszarach nieograniczonych wypełnio
nych dielektrykiem liniowym, izotropowym i niejednorodnym.

2. Formalizacja problemu

Przyjmijmy następujący model (rye. 1) układu polowego:
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Nisch w przestrzeni euklidesowej R3 (stanowiącej f[>]. 9tr. 12) rozmai
tość współrzędnościowe opartą na grupie ortogonalnej), wyposażonej w pole 
skalarne przenikalności dielektrycznej £ , znajduję się dyfeomorficzne 
obrazy klasy Cm (ra >  2 ) skończonej liczby n e N  kul domkniętych, wszyst
kie rozłęczne między sobę.

D *
e

Rys. 1. Rzut w płaszczyźnie R modelu układu polowego
o

Fig. 1. Projection of the field system model in the plans R

Zgodnie z powyższę definicję obszary wypełnione dielektrykiem określa- 
ję wzory:

° e -  r3\ Z  v (i)

oi - Z  °j
3-1

( 2 )

gdzie:

De - obszar nieograniczony wypełniony dielektrykiem,

0* - obszar ograniczony i niespójny wypełniony dielektrykiem.

n
Przyjmuje się, że normalna do brzegu 3D ■ ( I  3 d , obszaru De jest

jil J
skierowana do wnętrza tego obszaru (rys. 1).

Pole elektrostatyczne w obszarze 0a i w  obszarach 0^ opisuję rów
nania elektrostatyki:
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(3)

3
k.l.me {1,2.3}

k-1
(4)

Funkcje , Ek sę składowymi funkcji wektorowych indukcji i natęże
nia pola elektrycznego w ośrodku, a 6^ln, oznacza symbol permutacyjny 
Ricciego. Funkcja ę  określa objętościowy rozkład ładunku w obszarach 
0®, D1. Zakładamy, że ośrodek (dielektryk wypełniajęcy obszary De , O1 ) 
jest liniowy, izotropowy, niejednorodny i pozbawiony ładunków swobodnych.

Z powyższego założenia wynika, że pomiędzy wektorem indukcji a wekto
rem natężenia pola elektrycznego zachodzi zależność:

zania układu równań (3), (4) można poszukiwać w postaci funkcji skalar
nej u, zwanej potencjałem pola i określonej wzorem:

Wykorzystując wzór (6) sprowadza się układ równań (3), (4), (5), po 
prostych przekształceniach,do równania eliptycznego z częścię głównę 

w postaci operatora Laplase'a:

k 6 {1.2,3} 

£ e k l c 2 (D®) A kl CgiD1 )

(5)

gdzie S - funkcja przenikalności dielektrycznaj ośrodka.

Pole elektryczne w obszarach D®, 0* jest bezwirowe, a więc rozwię-

k 6 {1,2.3}. (6 )

3

gdzie A  - operator Laplace's,

® i (x) " ETJTy * (X)ł i £  i1 '2 '3 )*
( 8 )

Rozwięzaniem podstawowym w sensie Leviego równania (7) nazywamy ([5], 
str. 104) funkcję P" określonę wzorem:
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gdzie:

L - funkcja Leviego dla rówania (7) określona wzorem

L(X,Y) = |x y |- 1 . (1 0 )

- pewna funkcja pomocnicza.

Rozwiązanie podstawowej^ równania (7) posiada przejrzystą interpreta
cję fizykalną; rozwiązanie to można traktować Jako "odstrojenie" rozwią-

nej przez niejednorodność ośrodka). Wykorzystanie rozwiązania podstawowe
go do konstrukcji potencjałów będących rozwiązaniami równania (7) umożli
wi ponadto przedstawienie tych potencjałów w postaci sumy dwóch składni
ków:

- składnika będącego klasycznym potencjałem dla równania Laplace'a,
- składnika dodatkowego odpowiedzialnego za niejednorodność ośrodka.

Problem istnienia rozwiązania podstawowego J"1 , związany ściśle z pro
blemem istnienia i własnościami funkcji <]) , jest analizowany w dalszej 
części artykułu.

3. Sprowadzenie problemu istnienia rozwiązania podstawowego
do problemu istnienia rozwiązania pewnego równania całkowego

Wyznaczenie funkcji (j> , a zatem wyznaczanie rozwiązania podstawowego 
określonego wzorem (9), umożliwia następujący lemat:

LEMAT 1

Jeżeli funkcja $  spełnia warunki:

zania podstawowego dla równania Laplace'a (za pomocą funkcji $  generowa-

1'o

( 11 )

2',o (12)

X

cte(o,i]
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X e D 8\tC^(Y,p)

£'>0

C3 £ R +

gdzie i

| x | .  |Y| - odległość punktów X, Y od początku układu współrzędnych, 

to jest one rozwlęzaniem następującego równania całkowego:

47t$(X,Y) -

3 r 3 -i

’ 2  ai(X> W 7 L(X'Y>ł J 2] ai°° E T  L(X'H i-1 1 0e Ll-1 1 J
X,Y,M € D8. (14)

Dowód

Utwórzmy quasi-potencjał ([s], es. 91-107) określony wzorem:

V(X.Y) - J  L(X.M)$(M.Y)dtM . (15)

w którym współrzędnę Y traktujemy Jako parametr.
Quasi-potencjał V zapiszmy w postaci:

V(X.Y) - J  L(X,M)$(M,Y)dtM ♦ J  L(X,M)$(M.Y)dtM (16)

De\K3 (Y,p) K^( Y,^>)

Y 6 A

W obszarze D8\ k 3 (Y,^>) funkcja <f> spełnia założenia 2, 3 lematu, a za
tem przyczynek do quasi-potencjału pochodzęcy od pierwszej całki wzoru 
(16) spełnia ([6], ss. 171-176) równanie Poiseona w sensie klasycznym.

W obszarze Ki Y . p )  ( Y e A )  funkcja 4* spełnia warunek 1 lematu i jest 
klasy l_2 względem współrzędnej X:

2

I f l  L2 ( K ( Y , f ) )  ‘
k  (y .^) k^ y .?)

dtx ^  C4

C4 6 R +. (17)

Wzór powyższy jest wnioskiem z pewnego twierdzenia zamieszczonego w pracy 
[4], str. 82.
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Przyczynek do quasi-potencjału pochodzący od drugiej całki wzoru (17) 
społnia równanie Poissona w sensie uogólnionym ([l] , str. 119).

Ostatecznie quasi-potencjał V spełnia w obszarze D8 równanie Pois
sona w sensie uogólnionym (pochodne funkcji V względem zmiennej X na
leży rozumieć jako pochodne uogólnione w sensie Sobolewa).

Wykorzystując powyższe stwierdzenie oraz fakt, że funkcja I*1 (wzór (9)) 
winna z założenia spełniać równanie (7), podstawiamy funkcję I"1 do wzoru 
(7) i po prostych przekształceniach uzyskujemy równanie całkowe (14).
Tym samym dowód lematu został zakończony.

□
Przedłużmy funkcje występujące we wzorze (14) na całą przestrzeń R 

z zachowaniem założeń lematu 1.
Funkcje przedłużone na przestrzeń R3 oznaczać będziemy wężykiem nad 

znakiem funkcji. Równanie (14) zapiszemy w postaci:

<j»(X.Y) - N(X,Y) + I N(X,M)$(M,Y)dT'M (18)

R'3 3X,Y,M £R 

gdzie:

3

n(x.y) - ^  2  ai (x) W~ L (X «Y >. (19)
i-i 1

Zakładając, że funkcje at (ie{l,2,3}) klasy (O8 ) spełniają warunki:

/ \  K M  ■ • ¿ ę  (X)H  ( ix i A ) 5* * ’ (2 0 )

x e b 8
i e {1 ,2 ,3 } c e R+

5
6'=» o

można wykazać ([8], ss. 74-76), że jądro N operatora całkowego określo
nego wzorem (18) posiada oszacowania:

A  | n(X,Y)|«£  - S g y .  C6 6 R+ (21)
x e  K (Y , P )
Y e R3

A  | n{X.y )| ^  - — ; j?-gr- (22 )
/ \ , 1 ( x| ♦ d 3+6 (| y 1 ♦ i r

X 6 R  \łT(Y,p)

? » i i Y U l  c7 6 R+
Y&r3 e'>0
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Ze wzorów (21), (22) oraz z faktu, że nośniki funkcji N, $  nie są 
zwarte, wynika, że równanie całkowe określone wzorem (18) nie Jest rów
naniem typu Fredholma. Sposób rozwiązania tego równania różnić się zatem 
będzie od znanych w literaturze metod rozwięzywania równań całkowych ty
pu Fredholma.

4. Analiza istnienia rozwiązania równania całkowlego (18)

Zdefiniujmy operator T  wzorem:

Równanie (24) (podobnie Jak w pracy [a], ss. 76-80) sprowadzimy do na- 
stępujęcej postaci:

w celu wyeliminowania osobliwości funkcji $  przez dobór liczby iteracji 
operatora T. Rozwiązanie równania (18) (podobnie jak w pracy [b J, str.77) 
przedstawić można w postaci wzoru:

(23)

i zapiszmy równanie całkowe (18) w postaci: *

$ -  T $ -  N. (24)

$'♦ T f -  Ni' (25)

( - D ^ V 1!  

ii'- (-1)"+V +1 ii
m e N

(27)

(26)

m
(28)

J-l

Wykażemy następujący lemat :

LEMAT 2

Jeżeli funkcja f posiada oszacowania:

Y t R

C8 £R+ (29)
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A j f(X ,Y)

X e R3\K3 (Y,p) 
Y e R3

(| X | + l ) 3+e( | x | + 1 )2 - Cg e R+ , (30)

£'>0

to funkcja | T- fj posiada oszacowania:

li0 f (X.Y)j ,

'10
I W  J  "  1

C1Ł log j XY j + C12 J . 2

'13

________  14
(| x |+ i ) (| y  f+ i )2

x e K (Y.p)
y e r

j - 3

j = 1,2,3 x £ k 3 (Y, )

(31)

C10' Cll* C12' C1 3 ' C1 4 £R+

Dowód

Zgodnie z określeniem operatora T  (wzór (23)) mamy:

Tf (X,y ) » j N(X,S)f(S,Y)dr8 - J  N(X ,S )f (S, Y )dtg ♦ J  N(X, S )f (S, Y)dtg
R3\K3 (Y,p) K^ Y . p )

Stęd :

¡Tf(X.Y)|sS jj N(X,S)f(S,Y)dtg | + j j  N(X,S)f(S.Y)dtg |.

(32)

(33)

R ^ K 3 ^ ) K3 (Y.p)

Wykorzystując oszacowania funkcji N, f (wzory (21), (22), (29), (30)) 
rozpatrzmy pierwszę z całek wzoru (33):

| J , S ( x . . ) f ( S . Y ) d * . | s  J  ( | xj t  1 A d s( | 8 |.
R3VK3 (Y,p) RS\K3 (Y.jp)

1)
* d t . <

_________ 7 9 f 1 <    14
( | x | + i ) 3+6‘(! y|+ i )2 J  (| s I* i ) ś+£' ( | x | *  i ) 3+s(|y|+

R3\K3 (Y.p)
i r

r. (34)
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Ze wzorów (30), (34) wynika, że funkcja | f | dla X 6 K 3 (Y,f) i dla 
j * 1,2,3 •■• posiada to samo oszacowanie określone wzorem (31),

Rozpatrzmy drugę całkę wzoru (33).
Na podstawie wzorów (21), (29) dla J - 1 mamy:

| J  N(X,S)f(S,Y)dtr8 j ^  J  z d t .  (35)
|x s |2 |s y |

IC(Y.p) K3 (Y,p)

Z pewnego lematu ([3], str. 330) wynika. Ze

Ct Cp C

|xi
.3

r 6 8 ^  ^  u10
T— \T,— r? d s ^  1— r* (36)J IXS| )SY| 8 IXYI

K3 (Y,p)

Postępujęc podobnie dla J - 2,3 (por. [s], ss. 79, 80) uzyskujemy dalsze 
oszacowania funkcji | f |  określone wzorem (31) (dla X £ K 3 (Y,p))

Przedstawione rozumowania umożliwiaję wykazanie lematu:

LEMĄT 3

Równanie całkowe iterowane (25) dla m - 2 Jest równaniem Fredholma dru
giego rodzaju.

Dowód

Wyprowadźmy podobnie jak w pracy [2] (str. 310) przestrzeń X  funkcji f 
całkowalnych w sensie Lebesgue’a na R z normę:

■ X( r3 } .rjif(x)|P(ix|+ D ^ 6')9 dtx
L q3

1 
-,P

(37)

gdzie:

p * g " 1 * P ■ 2. g - 2.

Wykorzystujęc os-zacowania (ll), (13), (21), (22) oraz lemat 2 łatwo 
sprawdzić, przaz bezpośrednie obliczenie. Ze funkcje t/1*1 N f dla
m = 2 należę do przestrzeni X .

Zgodnie z pewnym twierdzeniem ([2 ], str. 311), mówięcym. Ze Jeśli jędro 
operatora T  posiada oszacowania określone wzorami (21), (22), a funk-
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I r*-r ^ l
cje $  . N' należę do przemtrzeni £  , to operator T  <j) jest pełnocięgły 
w przestrzeni £ ,  uzyskujemy tezę lematu.

□
Określmy obecnie, Jakia warunki winny spełniać współczynniki a^ równa
nia eliptycznego (7), by funkcja $  spełniała założenia lematu i (tym sa
mym warunki ta stanowić będę warunek wystarczajęcy wyznaczenia funkcji $  
jako rozwięzania równania całkowego (14)).

Zapiszmy równanie (18) w postaci:

$  - T  $ +  N. (38)

Stad mamy:

| $ ] s£|t 4>|+ | n |.  (3 9 )

Zauważmy, ż e :
- funkcja <f> , N maję te same oszacowania określone wzorami (11), (13), 

(2 1 ) ,  (22 ).
- działanie operatora T  na funkcję zmniejsza jej rzęd osobliwości, 

nie zmieniajęc własności tej funkcji przy dężeniu jej argumentu do 
nieskończoności (lemat 2) zgodnie z teorię iteracji słaboosobliwych 
równań całkowych.

Z powyższych uwag wynika nierówność:

|$(X,Y)| «  C1 5 |m (X,Y)|. C1 5 6R*. (40)

Stęd na podstawie wzoru (19) mamy:

ctsci6 ’ST"« , i ci (x> , .15 w  \  I« / v ̂ I _ 1___  (41)
|*(X.Y)|^ - i O |  V  K < X >! “ 7 | 5 *

lXYl iii lXYl

gdzie :

3

C1 (X) “ C15Cl6 2 ] ! al (X)l' C15* C1 6 6 R + * X 6 K 3 (Y.f).
i-1

Ze wzorów (40), (41) wynika, że funkcja w kuli K3 (Y,p) (/ei^fY.p)) 
będzie posiadała oszacowania określone wzorami (11), jeśli założymy, ż e :



Zastosowanie teorii równań całkowych (I).. 91

A
3

X !  j i8i(x)i2^ x « cip5- (42)
1-1 K3 (Y.p)

KJ (Y.p) 
K^Y.f») 6 R 3 
X 6 K 3 (Y,p)
Y f i A *  {y e R3 s X - y }

Zakładając, że funkcje aŁ (i e (i,2 , 3}) spełniają w przestrzeni R3 
warunek Holdera z wykładnikiem X  oraz warunek:

f \ ^  !ai (x ) l $  (|x"i+~i")3 "+1,‘’ ci e R + * £ > 0 ,  (43)
X £  R
ie {1 .2 ,3 }

uzyskujemy dla funkcji $  oszacowanie określone wzorem (13):

A |40<.Y)| «  c15|K(x,y)| *  (|>|» ; i ł f >Y|
C* cC4^C4 .

7  ^
X e R3\K3 ( Y , p )
Y 6 R3 c

<; 1 v.v3-—  ■ (44)
(|x|* i) (| y |+ i )

6 >  0. , Cjy, Cj 6 R •

Z rozważań przeprowadzonych w punkcie 4 artykułu wynika następujący lemat:

LEMAT 4

Jeżeli współczynniki równania eliptycznego a^ spełniają warunki 
określone wzorami (42), (43) oraz spełniaj« warunek Holdera w przestrze
ni R3 . to rozwiązania podstawowegoI"1 równania eliptycznego można poszu
kiwać w postaci określonej wzorem (9).

Funkcja $  występująca we wzorze (9) jeet związana z funkcją ^'zależno
ścią (28), Funkcja ({»'jest rozwiązaniem równania całkowego Fedholma dru
giego rodzaju określonego wzorem (25).

□
Wykażmy jeszcze, że liczba A, » 1 nie jest wartością własną równań:

?  - A.T$- n 

$'♦ A,T$'« n '

(42')

(43')
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W tyra celu zapiszym równanie (42) w postaci wzoru (18):

$(X,Y) ■ N(X,Y) + J  N(X.M)$(M,Y)dtM
R3 X . Y . M G R 3 A »  1.

Zauważmy, że z warunku N(X,Y) » 0 wynika wprost, że $(X,Y) ■ 0.
Jeśli N(X,Y) » 0 1  (|>(X,Y) " 0 to ze wzoru (28) wynika, że <j>'(X,Y) ■ 0, 
zatem A «  1 nie Jest wartością własne równań (42*), (43').

Równanie (43) posiada więc jednoznaczne rozwiązanie w klasie funkcji 
feJt. Ze wzoru (28) wynika, że równanie (42) posiada jednoznaczne roz- 
więzanie w klasie funkcji (R3 ).

Powyższe rozunowanie posiada prostę interpretację fizykalnę:
Zauważmy, Ze przyjęcie warunku N(X,Y) • 0 implikuje warunek a^(X) ■ 0. 
Zatem wtedy P  (X,Y) • L(X,Y), tzn. rozwięzanie podstawowe równania elip
tycznego (7) staje się rozwlęzaniea podstawowym dla równania Laplace'a, 
co zachodzi tylko wtedy, gdy $  =  0 (wzór (9)).

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwiązania podstawowego 
w sensie Levlego (wzór (9)) dla równania eliptycznego z częścią głównę 
w postaci operatora Laplace'a. Równanie to opisuje pole elektrostatyczne 
w ośrodkach liniowych, izotropowych i niejednorodnych.

Stwierdzono, że warunkiem wystarczającym istnienia rozwiązania pod
stawowego jest:

- spełnienie warunku Hifldera przez współczynniki równania eliptycznego,
- spełnienie pewnych dodatkowych warunków określonych wzorami (42), (43).

W artykule wykazano również, że rozwiązania podstawowego P  należy po
szukiwać poprzez:

- rozwiązanie równania całkowego (25),
- wyznaczenie funkcji $  na podstawie wzoru (28),
- wyznaczenie funkcji T  poprzez wykorzystanie wzoru (9).
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nPHMEHEHKE TEOPHH HHTErPAJIbHHX YPABHEHHi}
K AHAJfflSy CyiHECÏBOBAHHH PEfflEHHÜ UPOEJIEMH .HHPHXJIE M M  
HEKOTOPHX yPABHEHHÎÎ SJUBfflTHHECKOrO THIIA B 3JEEKTP0CTATHKE
I. KOHCTPyKUHH rJIABHOPO PE1BEHHH 

F e 3 o 11 e

B cTaiis npsACTaBjiGH aHanaa cyneciBcBaHHh rJtaBHoro pememia |[b cmhcjis 
JIsbh) azh sazBiisiriecKoro ypaBaeBŁH o m c m a m e r o  sasKipocTaiHuecKoe noże 
B ZHHSttHUX, H3OTpOUHHX H HeOAHOpOflHUX CpSflaX. Ĵ aHti HeoCxO^HMHe yCZOBHH 
cymecTBOBOHHH rjiaBHoro peraeBHx b BeorpasHaesBux oOjiacTax npocipaaciBa r3 
b uexoA KOHcipyKUHH sioro pemeBBH.

APPLICATION OF INTEGRAL EQUATION THEORY TO ANALYSIS OF 
EXISTENCE OF DIRICHLET PROBLEM SOLUTIONS FOR CERTAIN ELLIPTIC 
EQUATIONS IN ELECTROSTATICS

I. THE STRUCTURE OF FUNDAMENTAL SOLUTION 

S u m m a r y

In the article the analysis of existance of fundamental solution 
(according to Levie) for elliptic equation describing electrostatic field 
In the linear, isotropic and heterogeneous media has bean carried out.

Sufficient conditions for the existance of fundamental solution in the 
unlimited ranges of space R3 and the method of constructing this solu
tion have been given.


