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ZASTOSOWANIE TEORII RÓWNAŃ CAŁKOWYCH
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II. ANALIZA ISTNIENIA ROZWIĄZAŃ W POSTACI POT EN CDAŁÓW

Streszczenie. Artykuł ten Jest kontynuację zagadnienia podjętego 
w pracy [6j . W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwięzart 
zewnętrznego problemu Dlrichleta (w postaci potencjałów) dla pola 
elektrostatycznego w oórodkach liniowych, izotropowych i niejedno­
rodnych. Wykazano, że nie istnieje rozwięzanle w postaci uogólnio­
nego potencjału warstwy podwójnej, natomiast istnieje w postaci 
sumy potencjału uogólnionego warstwy podwójnej i potencjału pocho- 
dzęcego od układu ładunków punktowych lub też w postaci sumy uogól­
nionych potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej.

1. Formalizacja problemu brzegowego

Ola modelu układu polowego zdefiniowanego w pracy {6] (rozdz. 2) sfor­
mułujmy zewnętrzny problem Dlrichleta:

Wyznaczyć rozwięzanle równania:

6 - funkcja przenlkalnoścl dielektrycznej ośrodka w obszarze Ds (por.
[6], wzór (1)), będęca"funkcję klasy C2 (D8 ) oraz funkcję klaay C0 (D*), 
regularno w nieskończoności i spełniaJęca" ne brzegach (16 {i...nj)
obszaru D® warunki:

3
(1 )

gdzie:
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'  A V j  3D ,  -  V l

i-J

u 3D. *1 (2 )

A
i+J

i.J 6 {l...n}

D(VŁ ) - 30

VA e conat C3 ).

Rozwiązania u równania (1) poszukiwać będziemy w postaci potencjałów 
zdefiniowanych w oparciu o pojęcie rozwiązania podstawowego P  (w sensie 
Levie‘go) równania (1). Istnienie rozwiązania podstawowego P wykazano 
w pracy [6],

2. Sprowadzenie problemu Dirichleta do układu równań całkowych

Poszukujemy rozwiązania zewnętrznego problemu Oirichleta dla równania
(1) w postaci uogólnionego potencjału warstwy podwójnej określonego wzo­
rem :

W(M) - 2 ]  J f c r (  M.Qi)l«Pi(Qi)dsQ .
i-i 3D1L 1 J i

(3)

gdzie i

^  - funkcje zwane gęstościami warstwy podwójnej określone na
brzegu 30 1 spełniające warunki:

p j a o j  m 0 dla każdego i,Je {l...h}, i+J (4)

rćM.O^) - rozwiązanie podstawowe ([6]) równania (1) określone wzorem:

. . .  P $(X.Q± ) _
r(M.Q± ) « ImcJ - 1 ♦ J dtx. (5)

r3 , * |

P ( M . Q ^ ) - pochodna transwersalna rozwiązania podstawowego równa­
li nia (1) w punkcie ( M ^ ) .

Ponieważ częścią główną operatora przyporządkowanego równaniu (1) jest 
operator Laplace*a, to łatwo wykazać, ża pojęcie pochodnej transwersalnej 
pokrywa się z pojęciem pochodnej normalnej rozwiązania podstawowego 

dla równania (1).
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Z powyższego wynika. Ze:

dtx (6 )

X e R3 , M 6 D ® ,  Q± e 3d 1#

Wzór na potencjał warstwy podwójnej przyjmie więc postać:

(7)

Można wykazać (np. str. 107), Ze rozwlęzanie podstawoweP posiada
oszacowanie:

a ponadto dla równania eliptycznego z częścią głównę w postaci operatora 
Laplace's pochodna normalna jest pochodnę transwersalną, skąd wynika, Ze 
własności potencjałów uogólnionych będą identyczne jak własnoóci potencja­
łów klasycznych (tzn. potencjałów dla równania Laplace'a).

Zakładając, Ze funkcje p± ( i 6 {l...n}) są klasy CQ (3D) (założenie to 
wykazano w pracy [5], ss. 120-122) oraz Ze brzegi 3Dł są klasy Cm (m»2), 
można wykazać przy niewielkiej modyfikacji dowodu dla obszaru jednospójne- 
go ([3], str. 432), Ze wartoócl graniczne potencjału warstwy podwójnej 
(3) przy dążeniu z punktu M e D0 do punktu P €  3 D i są określone iden­
tycznymi wzorami jak dla obszaru jednospójnego.

Stąd i ze wzoru (2) uzyskuje się układ n równań całkowych Fredholma
drugiego rodzaju z niewiadomymi funkcjami ^ :

|r(X.Y)|i£ —
! xv|

ceR (8 )
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s / k - /
i-l 3 0 1  yi „3

r o '
j x I

d r ^ ( o ^ d s ^ (9)

P ^ C ^ e  2Dt 

X e r3

1« J € {i»»«0}•

Chcęc wykorzystać teorię Fredholma do analizy równań całkowych (9) na­
leży utworzyć układ równań stowarzyszonych z tymi równaniami.
W tym celu zdefiniujmy wewnętrzny problem Neumanna dla równania (1): 
Wyznaczyć funkcję u klaay C2 (Dł ) i klasy C0 (D^) będęcę rozwięzsniem 
równania (1) w obszarach D ^ l e  {l...n]) i spełniajęcę na brzegach 
obszarów □, warunki i

3u
7 7 ^

3D, (1 0 )

gdzie i

3.̂ -y I ao^ - wartość pochodnej normalnej funkcji u na brzegach 30^ 
3n przy dężsniu punktu H t  do punktu P« po normal­

nej ,

gi - pewne funkcje zadane na brzegach 80^.

Poszukujemy rozwięzanla wewnętrznego problemu Neumanna dla równania
(1) w postaci uogólnionego potencjału warstwa pojedynczej V:

V(M)

n

- - 2 J n M . o ^ y j c ^ d s  .
i-l 3D,

(1 1 )

m e o1, doi

gdzie:

- funkcje zwane uogólnionymi gęstościami warstwy pojedynczej, 
określone na brzegu 30 i spełniajęce warunki:

18°J " ° i ’^6 i 1 ***"}* 1 + J*

Przyjmujęc, że funkcja ifi 89 całkowalne na brzegach (założenie
to wykazano w pracy [s], as. 120-122, można wykazać, że uogólniony poten­

cjał warstwy pojedynczej V jest funkcję klasy C2^°l^ * Co^®i'^*
Pochodnę normalną uogólnionego potencjału warstwy pojedynczej określa 

wzór:



Zastosowanie teorii równań całkowych (XI).. 99

3V
ITT

n _

(M ) - - 2  J  g | - r ( M . Q i )fJL((3i )dsQ .
i-i p

Pt . Oj« aox 

M 6  D,

gdzie np - normalna zewnętrzna do brzegu 20^ w punkcie P. 

Uwzględniając wa wzorze (13) wzór (5) uzyskujemy:

W  <M>
f c°8(MQ±,n )

2  J - f o -fr P W dSQt *
. i-1 3D± l^il 1

(13)

+ 2
i-l 30, L p „3 I”*! J K

(14)

Można wykazać, le jeśli 6 CQ (30^, to wartości graniczne pochodnej 
normalnej (14) przy dążeniu do brzegów obszarów 30^^ z wnętrza obszarów 

sę określone identycznymi wzorami Jak dla obszaru Jsdnospójnego ([3], 
str, 437). Wykorzystując ts wzory oraz wzory (10), (14) uzyskuje się 
układ n-równań całkowych Fredholma drugiego rodzaju z niewiadomymi funk­
cjami

n , c o s ( p 3 t ,n )

» j d y - ^ w S  J - i, „ ¡a J •
i-l 3D. lPjQi| 1

Zdefiniujmy na brzegu dQ funkcjej 

n

Y - Ś
i-l

(15)

(16)

1-1
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9 ° S  9i' (16)
i-i

V'- ż V
i*l

Układy równań całkowych (9), (15) nożna zapisać (przy wykorzystaniu 
wzorów (16)) w postaci układu dwóch równań całkowych z niewiadomymi funk­
cjami , Y :

W p ) - a c  f  Ki i ( p.QmQ)dSQ ♦ gft /  K12(P,Q)f(Q)dS -  Ijjy' (17) 
8d 30

¥(P) ■ afc /  K2l(p -«)T(«)dSQ - 9 t  / K22(P',3)fr((3)dSQ + 4  9(p ) (18) 
3d ao

dla parametru A.» 1, przy czym:

cos(QP,nn )
• -  |pa|żł • ( W )

cos(PQ.np )
^ ( p .o ) - —  |Qp|2p , (20)

* 1 2 ^ « )  " Ą  f  (21)

R3

• W P 'Q> - 3 ^  /  dV  (22)

Oądra K^j (i,J G{l,2|) posiadają następujące oszacowania:

k j (P'Q)l <  ] ^ j  CU e R + - (23)

Oądra KU  1 ię,2 są ze sobą sprzężone. Z symetrii funkcji f  ([3], 
str. 428) wynika, że Jądra Kj2 1 zs sobą również sprzężone (fsj,
str. 441). Równania (17); (18) stanowią więc układ stowarzyszonych równań 
Fredholma drugiego rodzaju.
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3. Analiza f u n k d i  własnych równań całkowych (17), (18)

Rozpatrzały równanie całkowe jednorodne przyporządkowane równaniu (18):

dla parametru X • 1. Równanie to opisuje wewnętrzny jednorodny problem 
Neumanna dla równania (1).

Wykażemy następujący lemat:

LEMAT 1

Równanie całkowe (24) posiada Jednoznaczne rozwiązanie postaci:

?(p> - - 2B /  «<2i(P.Q)p(Q)«*sQ - 2& J  K22(P,Q)f(Q)dSQ (24)

?(P) = p (l)(P) ♦ / 2 ) (P). (25)

gdzie:

0f 1 - funkcja własna zagadnienia Robina dla równania Laplace'a ([l], 
str. 161) określona wzorem:

n

(26)
1-1

i spełniająca warunki:

(27)

1, j e { l...n|

(2  )' - funkcja będąca jednoznacznym rozwiązaniem równania całkowego:

30 3D

- m  I  K21(P,Q)? (1)(Q)dSQ . 
30

(28)
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Powód

1°

Rozwiązania równania całkowego (24) bez utraty ogólności rozważań można 
przedstawić w postaci wzoru (25), przy czym p ' oznacza funkcję własnę 
zagadnienia Robina dla równania Laplace'a, a P*'2 oznacza pewnę funkcję 
tak dobranę, by funkcja p spełniała równanie (24).

Rodetawiajęc funkcję określoną wzorem (25) do równania (24) uzyskuje­
my :

?(1)(P) ♦ p(2)(P)-- y J Ka2(P.Q)p(1)(Q)dsQ -|R  J K21(p.Q)p(1)(Q)dsQ -
30 30

- m S <2Z(P‘̂ ?(2)(Q̂SQ - k  I K2l(p-Q)p(2)(Q)dSQ- (M)
30 3D

Funkcja p ^ 1  ̂ jest (z założenia) rozwięzaniem zagadnienia Robina dla 
równania Laplace*ali spełnia równanie:

P(1)(P) " - k  J  K22 (P'<3)p(l)(Q)dSQ* (30)
30

Odejmujęc stronami równania (29), (30) uzyskamy:

?(2)(P> • ~k f X2 2 (P.Q)p(2)(Q)dSQ - §*, /  K2 1 (P.Q)p(2)(Q)dSQ -
00 3D

- k  f  K2i(p .Q)p(1)(Q)dsQ-
30

Z powyższych rozważań widać, że Jeśli rozwięzania równania (24) przed­
stawić w postaci wzoru (25), to funkcja p^2  ̂ winna spełniać niejednorodne 
równanie Fredholma drugiego rodzaju (wzór (28)).

2°

Wykażemy obecnie, że równanie całkowe (28) posiada Jednoznaczne rozwięza- 
nie. W celu wykazania powyższego stwierdzenia należy dowieść, że równanie 
Jednorodne odpowiadajęce równaniu (28) posiada wyłęcznie rozwięzania ze­
rowe (zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma).

Energia elektrostatyczna pola W® dla przyjętego modelu układu polo- 
wego i dla ośrodka jednorodnego (fieconst) wyraża się wzorem:
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l •

<  " 5  Z  CIjViVj- (31)
1-1 

gdzla:

- współczynniki pojemnościowe przyjętego modelu układu polowego 
przy £ 6 const,

Vj - potencjały generowane na brzegach 3Di przez rozkłady ładunków 
 ̂ rozmieszczone na tych brzegach.

Oeśli dla przyjętego modelu układu polowego zastępie dielektryk jedno­
rodny dielektrykiem niejednorodnym (opisanym funkcję £ ), to przyroat 
energii A  We = W® - W® (w| - energia pola w układzie z dielektrykiem nie­
jednorodnym) wyniesie ([2], str. 171) s

At»8 - \  J (£(x) - £) grad V(X) grad VQ (X)d'tx . (32)

R3

gdzie:

VQ - potencjał generowany przez rozkład ładunków p^1 '.

V - potencjał generowany przez rozkład ładunków p (wzór (25)).

PrzyJmuJęc, że p ^  Jest funkcję zerowę, mamy VQ (X) - 0 (dla każdego 
X6R3 ) oraz mamy W® - 0. Ze wzoru (32) wynika, że w tym przypadku A W ®  »
• 0 oraz że « 0.

Z drugiej stronys

« M S w j * (33)
i-l

gdzie:
/*/
C± - współczynniki pojemnościowe przyjętego modelu polowego dla 

ośrodka niejednorodnego,

VA - potencjały generowane przez rozkłady ładunków P ^ 2  ̂ na brzegach
3 D t.

Z warunku W® « 0 oraz ze ściśle dodatniej określoności formy kwadra­
towej (33) wynika natychmiast, że potencjały na brzegach 30^ oznaczone 
jako Vi (ie{l...nj) sę tożsamościowo równe zeru. Stęd i na podstawie pew­
nego twierdzenia (|j5j, str. 440) (lub też z zasady jednoznaczności roz- 
eięzań równań eliptycznych) można stwierdzić, że funkcje będęce
rozwięzaniami równania Jednorodnego przyporządkowanego równania (28) sę 
funkcjami zerowymi. -
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Zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma równanie (28) posiada Jedno­
znaczne rozwiązanie.

Ponieważ rozwiązanie zagadnienia Robina Jest Jednoznaczne oraz ponie­
waż równanie (28) posiada Jednoznaczne rozwiązanie, to tym aanym funkcja 
(wzór (25)) będąca rozwiązaniem równania (24) Jest określona Jednoznacz­
nie.

3°
(2)Funkcję p można zapisać w postaci wzoru:

p(2)(p) - 2 ]  (34)
i-i

(2 )przy czym p A interpretuje się Jako zastępcze gęstości ładunków pozor­
nych rozmieszczonych na brzegach 3D^ i wywołanych polaryzację dielek­
tryka niejednorodnego.

Można wykazać ([5], es. 95-97), że funkcje o^2 > epełniaję warunki:

i.J e {l...n}

D(p(2)) ~ 30 (35)

0(Pi2 ) ) » 90

Wzór powyższy stanowi interpretację faktu, że całkowite ładunki pozor­
ne idealnego dielektryka (a taki model dielektryka przyjęto w pracy) sę 
równe zeru.

□
4. Analiza istnienia rozwiązań problemu Oirlchleta

Równania całkowe (17), (18) stanowię układ słaboosobllwych stowarzyszo­
nych równań Fredholma drugiego rodzaju. Liczba X  « 1 jest wartościę włas­
ną tych równań.

Łatwo wykazać, że rozwiązanie równania (1) w postaci uogólnionego po­
tencjału warstwy podwójnej nie istnieje, gdyż zgodnie z trzecim twierdze­
niem Fredholma nie sę spełnione następująca warunki ortogonalności:

j  yp^PjdSp - i e  {l...n}, (36)
3D

gdzie:

- funkcje stałe zadane na brzegach 30^ i określone wzorem (2),

J  p[2)(P)dSp - O 
30
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^  ■ p^1 ̂ + P i ^ J  przy czym funkcjo p^1 \  p£2 ̂ spełniają zależności 

określone wzorami (27), (35).

wykażemy, że rozwiązanie zewnętrznego problemu Olrichleta w poataci 
sumy uogólnionego potencjału warstwy podwójnej i potencjału uogólnionego 
pochodzęcego od układu ładunków punktowych ¿i (lc{l...n}) jest zawsze 
możliwe. W tym celu zdefiniujmy potencjał uogólniony Wp pochodzący od 
układu ładunków punktowych i i :

gdzie:

X± - ładunki punktowe,

P  - rozwiązanie podstawowe równsnia (1).

Poszukujemy rozwiązania zewnętrznego problemu Olrichleta w postaci:

Oądro równania (36) jest takie samo Jak Jądro równania (17), a więc 
zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma równanie (39) posiada rozwiąza­
nie dla A *  1, gdy są spełnione następujące warunki ortogonalności:

n

(37)
i-1

t»" J 3H~r(M.Q)f(Q)dSQ ♦ y1 X 1T(Ai.M)a “"n y s I
0o Qi i-i

(38)

Zamiast równania całkowego (17) należy rozpatrzyć równanie:

; « u <  P.«) + K12(l»,Q))«p(Q)dSQ - ^  (V'- 2  X / ’(Ał .M)).

30 1‘1 (39)

(40)

Po prostych przekształceniach wtór (40) przyjmie postać:

n

i-1
(41)
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gdzie:

- potencjał zadany na brzegu 30^,

(42)
3D

Z definicji funkcji własnych wynika. Ze funkcje (i,je {l...n})
należę do klasy funkcji stałych w obszarach Funkcje te nazywane eę 
współczynnikami potencjałowymi i posiadaj*? własność określonę wzorem:

Z powyższego wzoru i z twierdzenia Cramera wynika, że układ równań (41)

na dobrać cięg stałych tak, by spełnione były warunki ortogonalno-
ści (40). Tym samym rozwięzanie zewnętrznego problemu Oirichleta dla 
równania (1) w postaci sumy uogólnionych potencjałów warstwy podwójnej i 
ładunków punktowych (38) jest zawsze możliwe.

Poszukajmy jeszcze rozwięzania zewnętrznego problemu Oirichleta dla 
równania (1) w postaci sumy potencjału uogólnionego warstwy podwójnej i 
potencjału warstwy pojedynczej (o znanej z założenia gęstości | ):

(43)

względem zmiennych posiada zawsze rozwięzanie, tym samym zawsze moż-

V(M) . r(Qi .M)|1 (Qi )dSQt. (44)

Rozpatrzmy równanie całkowe:

30

n

(45)

i

Równanie całkowe (45) posiada takie samo jędro jak równanie (17), a 
więc zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma równanie (45) dla A,- 1 po­
siada rozwięzanie, gdy spełnione będę warunki ortogonalności:
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Wzory (46) po prostych przekształceniach 1 zmianie porzędku całkowa­
nia przyjmuję postać i

n

VJ ■ 2  /  Ś i (Qi )(J  pj ( P ) r ( Q i .P)dbQ )dSp - 0. (47)
i-i aoĵ  3d 1

Oznacza jęc:

qA - /  li(Qi)dS (43)

3Di

oraz wykorzystujęc wzór (42) uzyskuje się zależność: 

n

vj - Z qivi j - ° -  '49)
i-i

Z uwagi na wzór (43) układ równań (49) posiada zawsze rozwięzanie ze 
względu na zmienne q^.

Można więc zawsze dobrać cięg gładkich funkcji (it {l...n}) speł-
niajęcych warunek (48) (np. utożsamiajęc funkcje z funkcjami własny-
■i równania całkowego (24)).

Tak więc rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta dla równania (i) 
nożna zawsze przedstawić w postaci sumy potencjału uogólnionego warstwy 
podwójnej i potencjału uogólnionego warstwy pojedynczej o znanej gęsto­
ści \ .

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono analizę istnienia rozwięzań (w postaci po- 
tsncjałów) zewnętrznego problemu Dirichleta dla równania eliptycznego 
z częścią głównę w postaci operatora Laplace'a, opisującego pole elek­
trostatyczne w ośrodkach liniowych, izotropowych i niejednorodnych. 

Wykazano, ż e :

- rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta w postaci uogólnionego po­
tencjału warstwy podwójnej nie istnieje,

- rozwięzanie zewnętrznego problemu Dirichleta istnieje w postaci:
- sumy uogólnionych potencjałów warstwy podwójnej i ładunków punktowych,
- sumy uogólnionych potencjałów warstwy pojedynczej i podwójnej.
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IIPHMEHEHHE TEOPHH HHTErPAJILHHX yPABHEHHił 

K AHAJIH3y CymECIBOBAHHH PEJHEHHił IIPOBJIEMbI HHPHXJIE 

A M  HEKOTOPHX yPABHEHHił BJUIHIlTHHECKOrO THIU B 3J1EKTP0CTATHKE 

I I .  AHAJIH3 cyiHEOIBOBAHHH PEIBEHHlł THIU II0TEHI1HAJI0B

P e a d u e

H a H H a s  o i a i b H  H B j i a e i c s  n p o ^ o jr s e H H S M  n p o f i a e u u ,  p a c c u a i p H B a e u o l t  b  p a O o i e  

[ 6 3 .  I I p e f lC ia B J ie H  aH a JiH 3 c y m e c T B O B a H H X  p e m e B H fl B H em H sft n p o Ó J ie u u  H h p h x j t s  

( b  b h a s  n o i s H i i H a j i o B )  ąjisi s z e K T p o o i a i H < i e c K o r o  n o j i h  b  J iH B eiiH U x  h b o T p o n H u x  

h  H e o flH o p o flH B ix  c p e f l a x .  n o K a s a a o ,  h t o  p e m e H H e  b  b b a b  o C o f ią e H H o r o  n o i e H U H a n a  

A B o i ł H o r o  c jiO H  k s  o y m e o T B y e i .  O o K a s a H O  l a x x e ,  < it o  s t o  p e m e H H e  cymeciayei 
b  B n * e  c y u M H  o S o Ó m e H H o r o  n o T e H a n a j i a  a b o A h o t o  o j i o h  h  o Ó o fim e H H o r o  n o T e im H a j ia  

0 1  C H C T e u u  ToqewHux sapaAOB h j ih  b  b h a b  cyiiHH oCofinenHHX noTemutaJioB npociorc 
H A B O ftH O rO  C J I O e B . '

APPLICATION OF INTEGRAL EQUATION THEORY TO ANALYSIS OF 
EXISTENCE OF DIRICHLET PROBLEM SOLUTIONS FOR CERTAIN ELLIPTIC 
EQUATIONS IN ELECTROSTATICS
II. THE ANALYSIS OF EXISTENCE OF POTENTIAL FORM SOLUTIONS 

S u m m a r y

This article is continuation of the problem dealt with in the work [63. 
In the article the analysis of existence of external Oirichlet problem 
solutions (in the form of potentials) for electrostatic field in linear, 
isotropic and heterogeneous media has been carried out. It has been shown 
that there ie no solution in the form of a generalized potential of a 
double layer, however, there is a solution in the form of a sum of gene­
ralized potential of a duable layer and the potential derived from a 
point charge system or in the form of a sum of generalized potentials of 
a single and double layer.


