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Streszczenie. Artykut ten Jest kontynuacje zagadnienia podjetego
w pracy [6J - W artykule przeprowadzono analize istnienia rozwiezart
zewnetrznego problemu Dlrichleta (w postaci potencjatéw) dla pola
elektrostatycznego w oérodkach liniowych, izotropowych i niejedno-
rodnych. Wykazano, ze nie istnieje rozwiezanle w postaci uogélnio-

nego potencjatu warstwy podwédjnej, natomiast istnieje w postaci

sumy potencjatu uogélnionego warstwy podwéjnej i potencjatu pocho-
dzecego od uk#adu *adunkéw punktowych lub tez w postaci sumy uog6l-

nionych potencjatéw warstwy pojedynczej i podwdjnej.

1. Formalizacja problemu brzegowego
Ola modelu uk#adu polowego zdefiniowanego w pracy {6] (rozdz.

mutujmy zewnetrzny problem Dlrichleta:
Wyznaczy¢ rozwiezanle réwnania:

3

gdzie:

6 - funkcja przenlkalnoscl dielektrycznej osrodka w obszarze

2) sfor-

(1)

Ds (por.

[61, wzér (1)), bedeca"funkcje klasy C2 (D8) oraz funkcje klaay CO (D*),
regularno w nieskonczonosci i spednialeca"” ne brzegach (16 {i...nj)

obszaru D® warunki:
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A Vi3, - VI
i-J
i+
usD. i.06 {I...n} (2)
D(VEL) - 30

VA e conat C3 ).

Rozwiazania u roéwnania (1) poszukiwac¢ bedziemy w postaci potencjatow
zdefiniowanych w oparciu o pojecie rozwigzania podstawowego P (w sensie
Levie“go) roéwnania (1). Istnienie rozwigzania podstawowego P wykazano

w pracy [6],

2. Sprowadzenie problemu Dirichleta do uktadu réwnan catkowych

Poszukujemy rozwigzania zewnetrznego problemu Oirichleta dla réwnania
(1) w postaci uogdlnionego potencjatu warstwy podwéjnej okreslonego wzo-

rem :
wem) -2] J f ¢ r(M.Qi)I«Pi(Qi)dsQ . (©)
i-i 3D1L 1 J i
gdzie i
n - funkcje zwane gestosciami warstwy podwéjnej okreslone na
brzegu 30 1 spedniajace warunki:
pjaoj m O dla kazdego 1i,Je {l...h}, i+J 4
réM.0”) - rozwiazanie podstawowe ([6]) réwnania (1) okreslone wzorem:
e P $(X.Qx) _
r(M.Qt) « ImcJ-1 ¢J dtx. ®)
r3 ,*|

P(M.Q”") - pochodna transwersalna rozwigzania podstawowego roéwna-
1i nia (1) w punkcie (M”").

Poniewaz czes$cig gtdéwng operatora przyporzadkowanego réwnaniu (1) jest
operator Laplace*a, to tatwo wykaza¢, za pojecie pochodnej transwersalnej
pokrywa sie z pojeciem pochodnej normalnej rozwigzania podstawowego
dla réwnania (1).
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Z powyzszego wynika. Ze:

dt (6)

XeR3, M6D®, Q+e 3dl#

Wzér na potencjat warstwy podwdjnej przyjmie wiec postac:

)
Mozna wykaza¢ (np. str. 107), Ze rozwlezanie podstawoweP posiada
oszacowanie:
Ir(X.Y)|if - ceR (8)

Ixv|

a ponadto dla roéwnania eliptycznego z czes$cig gtéwne w postaci operatora
Laplace®s pochodna normalna jest pochodne transwersalna, skad wynika, Ze
wiasnosci potencjatdéw uogdélnionych beda identyczne jak wkasno6ci potencja-
+6w klasycznych (tzn. potencjatoéw dla roéwnania Laplace®a).

Zaktadajac, Ze funkcje pzx(i6 {l...n}) sa klasy CQ (3D) (zatozenie to
wykazano w pracy [5], ss. 120-122) oraz Ze brzegi 3D+ sg klasy Cm(m»2),
mozna wykaza¢ przy niewielkiej modyfikacji dowodu dla obszaru jednospdjne-
go ([3], str. 432), Ze wartoé6cl graniczne potencjatu warstwy podwéjnej
(3) przy dazeniuzpunktu M eDO do punktu P€ 3Di saokreslone iden-
tycznymi  wzorami jak dla obszaru jednospdjnego.

Stad i ze wzoru (2) uzyskuje sie uktad n réwnan catkowychFredholma
drugiego rodzaju zniewiadomymi funkcjami ~
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Chcec wykorzystac¢ teorie Fredholma do analizy réwnan catkowych (9) na-
lezy utworzy¢ ukdad roéwnan stowarzyszonych z tymi roéwnaniami.
W tym celu zdefiniujmy wewnetrzny problem Neumanna dla réwnania (1):
Wyznaczy¢ funkcje wu klaay C2(D%) i klasy CO(D”™) bedece rozwiezsniem
rownania (1) w obszarach D~le {l...n]) i spekniajece na brzegach
obszaréow 0O, warunki i

U g 10)
77"

gdzie i

32 ylao™ - wartos$¢ pochodnej normalnej funkcji u na brzegach 307

3n przy dezsniu punktu Ht do punktu P« po normal-
nej ,
gi - pewne funkcje zadane na brzegach 80".

Poszukujemy rozwiezanla wewnetrznego problemu Neumanna dla réwnania
(1) w postaci uogdélnionego potencjatu warstwa pojedynczej V:

V(M) ——2 \]nM.o’\yjc’\ds . an

i-1 3D,

meol, doi

gdzie:
- funkcje zwane uog6lnionymi gestosciami warstwy pojedynczej,
okreslone na brzegu 30 i spedniajece warunki:
18°3 " ° 1776 1 1***"}* 1+ J
Przyjmujec, ze funkcja 1ifi 89 catkowalne na brzegach (zatozenie

to wykazano w pracy [s], as. 120-122, mozna wykazaé¢, ze uog6lniony poten-
cjat warstwy pojedynczej V jest funkcje klasy C27~°I~ * Co™®i™™

Pochodne normalnag uogélnionego potencjatu warstwy pojedynczej okresla
wzoér:
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n —_
3V _ _
T M) - -2 J gl-r(M.Qi HFI(GEi )dsQ . (13)
i-i p
Pt. Oj« aox
M6 D,
gdzie np - normalna zewnetrzna do brzegu 20" w punkcie P.
Uwzgledniajac wa wzorze (13) wz6r (5) uzyskujemy:
f c°8(MZ.n )
W M> J -fo-fr P W dsQt *
.%—1 3D+ IAiT Ql
i) a4
i-1 30, L p ,3 1”7 *1 J

Mozna wykazac¢, le jes$li 6 CQ (30~, to wartosci

normalnej (14) przy dazeniu do brzegbéw obszarow z wnetrza obszaréw
se okreslone identycznymi wzorami Jak dla obszaru Jsdnospéjnego ([3],
str, 437). Wykorzystujac ts wzory oraz wzory (10), (14) uzyskuje sie

ukdad n-réwnan catkowych Fredholma drugiego rodzaju z niewiadomymi funk-
cjami

graniczne pochodnej
30/\/\

n , cos(p3t,n )
d - N S J -1 ja J -
> 1 y L SR <11 T 1

(15)

Zdefiniujmy na brzegu

Y-5

dQ funkcjej

(16)
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9°s _ 9i" @16)

Uktady réwnan catkowych (9), (15) nozna zapisaé¢ (przy wykorzystaniu
wzorow (16)) w postaci uktadu dwéch réwnan catkowych z niewiadomymi funk-
cjami ,Y

Wp) - ac éd Kii(p.QmQ)dSQ « gﬁéo KI2P,Qf(QdS - 1jiy-  (17)

¥(P) = afc?{ K21 (p-«)T(«)dSQ - 9t / K22(P*3)fr(@)dSQ + 4 9(p) (18)
d ao

dla parametru A.» 1, przy czym:

cos(QP,nn)
- - lpalzt - an
cos(PQ.np)
~“(Cpoo)- - [Qpl2p (20)
*12/M«) " A f (21)
R3
e WP"Q>-3~7 / dv (22)

Oadra K~j (1,3 G{l1,2]) posiadajg nastepujace oszacowania:

Kj (PrO)I< 17] CU eR+- 23)

Oadra KU 1 ig,2 sa ze soba sprzezone. Z symetrii funkcji f ([3],
str. 428) wynika, ze Jadra Kj2 1 zs sobg réwniez sprzezone (fsj,
str. 441). Réwnania (17); (18) stanowig wiec uktad stowarzyszonych réwnan
Fredholma drugiego rodzaju.
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3. Analiza funkdi wkasnych réwnan catkowych (17), (18)

Rozpatrzaty roéwnanie catkowe jednorodne przyporzadkowane roéwnaniu (18):

2p>- - B | QiP.QP(Q*sQ- 2& J K2(P,QF(Q)ASQ (24)

dla parametru X e 1. ROwnanie to opisuje wewnetrzny jednorodny problem
Neumanna dla roéwnania (1).
Wykazemy nastepujacy lemat:

LEMAT 1
Réwnanie catkowe (24) posiada Jednoznaczne rozwigzanie postaci:
?2(P) =p (P ¢ /7 2)P). (25)

gdzie:

Ofl - funkcja wkasna zagadnienia Robina dla réwnania Laplacea ([I],
str. 161) okreslona wzorem:

(26)
1-1

i spetniajaca warunki:
@n

1,je {1...n|

(23

- funkcja bedgca jednoznacznym rozwigzaniem roéwnania catkowego:

30 3D

-m 1 K21(P,Q)?(1)(Q)dsQ. (28)
30
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Powé6d
lo
Rozwigzania réwnania catkowego (24) bez utraty og6lnosSci rozwazan mozna
przedstawi¢ w postaci wzoru (25), przy czym p " oznacza funkcje wkasne
zagadnienia Robina dla réwnania Laplace"a, a P*2 oznacza pewne funkcje
tak dobrane, by funkcja p spetniata réwnanie (24).

Rodetawiajec funkcje okreslong wzorem (25) do réwnania (24) uzyskuje-
my :

20E) ¢ p@E - Y J ka2-0p@@dse- 17 J 216 0pW@0s -
30

30

-Me<P ARk | KPR M

Funkcja p~1~ jest (z zatozenia) rozwiezaniem zagadnienia Robina dla
réwnania Laplace*ali spe#nia roéwnanie:

P(LYP) ™ - k J K22(P*<3)p(l)(Q)dsQ* (30)
30

Odejmujec stronami réwnania (29), (30) uzyskamy:

W‘kfxzw-o)p(z)(o)dsq - %/ K21(P.QP(2)(Q)dSQ -
00 3D

- k 3f0 K2i(p -Q)p(1)(QdsQ-

Z powyzszych rozwazan widac¢, ze JeSli rozwiezania réwnania (24) przed-
stawi¢ w postaci wzoru (25), to funkcja p”2~” winna spedniaé¢ niejednorodne
rownanie Fredholma drugiego rodzaju (wzér (28)).

20

Wykazemy obecnie, ze réwnanie calkowe (28) posiada Jednoznaczne rozwieza-
nie. W celu wykazania powyzszego stwierdzenia nalezy dowie$¢, ze réwnanie
Jednorodne odpowiadajece réwnaniu (28) posiada wytecznie rozwiezania ze-
rowe (zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma).

Energia elektrostatyczna pola W® dla przyjetego modelu uktadu polo-
wego i dla osrodka jednorodnego (fieconst) wyraza sie wzorem:
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< "57Z CIjViVj- (31)
1-1

- wspoétczynniki pojemnosciowe przyjetego modelu uktadu polowego
przy £ 6 const,

Vj - potencjaty generowane na brzegach 3Di przez rozktady #+adunkoéw

~ rozmieszczone na tych brzegach.

Oesli dla przyjetego modelu uktadu polowego zastepie dielektryk jedno-
rodny dielektrykiem niejednorodnym (opisanym funkcje £ ), to przyroat
energii A We = W® - W@ (w] - energia pola w uktadzie z dielektrykiem nie-
jednorodnym) wyniesie ([2], str. 171) s

At»8 - \ J (E(X) - £) grad V(X) grad VQ(X)d"tx. (32)
R3

gdzie:
VQ - potencjat generowany przez rozkiad +*adunkéw p~1-.
V - potencjat generowany przez rozktad *adunkéw p (wzér (25)).
PrzyJmuJdec, ze p 7 Jest funkcje zerowe, mamy VQ(X) - 0 (dla kazdego
X6R3) oraz mamy W® - 0. Ze wzoru (32) wynika, ze w tym przypadku AW® »

=0 oraz ze « 0.
Z drugiej stronys

« M ? PV i = 33)
gdzie:
Vo4
C+ - wspo6dczynniki pojemnosciowe przyjetego modelu polowego dla
osrodka niejednorodnego,
VA - potencjaty generowane przez rozktady #+adunkéw P~2~ na brzegach

3Dt.

Z warunku W® « 0 oraz ze $cisle dodatniej okreslonosci formy kwadra-
towej (33) wynika natychmiast, ze potencjaty na brzegach 30~ oznaczone
jako Vi(ie{l...nj) se tozsamos$ciowo roéwne zeru. Sted i na podstawie pew-
nego twierdzenia (|j5), str. 440) (lub tez z zasady jednoznacznos$ci roz-
eiezan rownan eliptycznych) mozna stwierdzi¢, ze funkcje bedece
rozwiezaniami roéwnania Jednorodnego przyporzadkowanego roéwnania (28) se

funkcjami zerowymi.
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Zgodnie z pierwszym twierdzeniem Fredholma réwnanie (28) posiada Jedno-
znaczne rozwigzanie.

Poniewaz rozwigzanie zagadnienia Robina Jest Jednoznaczne oraz ponie-
waz réwnanie (28) posiada Jednoznaczne rozwigzanie, to tym aanym funkcja
(wzér (25)) bedaca rozwigzaniem réwnania (24) Jest okreslona Jednoznacz-
nie.

3e

Funkcje p(2) mozna zapisa¢ w postaci wzoru:

p(2)(p) -21] [€))

przy czym p&z) interpretuje sie Jako zastepcze gestosci #adunkéw pozor-
nych rozmieszczonych na brzegach 3D~ i wywotanych polaryzacje dielek-
tryka niejednorodnego.

Mozna wykaza¢ ([5], es- 95-97), ze funkcje 072> epedniaje warunki:

iJe {l...n}

J p[2)(P)dsp - 0 D(p(2)) ~ 30 (35)

30
o(Pi2)) » 90

Wzér powyzszy stanowi interpretacje faktu, ze catkowite 4adunki pozor-
ne idealnego dielektryka (a taki model dielektryka przyjeto w pracy) se
réwne zeru.

O

4. Analiza istnienia rozwigzan problemu Oirlchleta

Réwnania catkowe (17), (18) stanowie uktad staboosobllwych stowarzyszo-
nych roéwnan Fredholma drugiego rodzaju. Liczba X « 1 jest wartoscie whas-
na tych roéwnan.

tatwo wykazaé¢, ze rozwiagzanie roéwnania (1) w postaci uogélnionego po-
tencjatu warstwy podwéjnej nie istnieje, gdyz zgodnie z trzecim twierdze-
niem Fredholma nie se sped#nione nastepujaca warunki ortogonalnosci:

j yp~PjdSp - ie {l...n}, (36)
3D

gdzie:

- funkcje state zadane na brzegach 30" i okreslone wzorem (2),



Zastosowania teorii roéwnan catkowych (I1).. 105

N mprlA+ PiNJ przy czym funkcjo p~1l\ p£2 ~ spedniaja zaleznosci

okreslone wzorami (27), (35).

wykazemy, ze rozwigzanie zewnetrznego problemu Olrichleta w poataci
sumy uog6lnionego potencjatu warstwy podwdjnej i potencjatu uogdlnionego
pochodzecego od uktadu #*adunkéw punktowych ¢i (lc{l...n}) jest zawsze
mozliwe. W tym celu zdefiniujmy potencjat uogélniony Wp pochodzacy od
uktadu tadunkéw punktowych i :

(€D}

gdzie:
Xt - tadunki punktowe,

P - rozwigzanie podstawowe roéwnsnia (1).

Poszukujemy rozwigzania zewnetrznego problemu Olrichleta w postaci:

" J) 3Hn~r(M.Q)f(Q)d59 . wﬂ(Ai M (38)
0o Qi i

Zamiast rownania catkowego (17) nalezy rozpatrzy¢ réwnanie:

; « U< Po«)+KL2(1»,Q))«p(Q)dSQ - ~ (V" - 2 X7 (AF D).
30 11 39)

Oadro roéwnania (36) jest takie samo Jak Jadro roéwnania (17), a wiec
zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma réwnanie (39) posiada rozwigza-
nie dla A* 1, gdy sa spetnione nastepujace warunki ortogonalnosci:

(40)

Po prostych przeksztaktceniach wtor (40) przyjmie postac:

(41
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gdzie:
- potencjat zadany na brzegu 307,
“2)
3D
Z definicji funkcji whasnych wynika. Ze funkcje (i,je {l...n})

naleze do klasy funkcji statych w obszarach

Funkcje te nazywane ee
wspotczynnikami potencjatowymi

i posiadaj*? wkasnos¢ okreslone wzorem:

43)
Z powyzszego wzoru i z twierdzenia Cramera wynika, ze ukd#ad réwnan (41)
wzgledem zmiennych posiada zawsze rozwiezanie, tym samym zawsze moz-
na dobra¢ cieg statych tak, by spednione bydy warunki ortogonalno-
Sci (40).

Tym samym rozwiezanie zewnetrznego problemu Oirichleta dla
réwnania (1) w postaci sumy uogélnionych potencjatéw warstwy podwéjnej i
+adunkéw punktowych (38) jest zawsze mozliwe.

Poszukajmy jeszcze rozwiezania zewnetrznego problemu Oirichleta dla
réwnania (1) w postaci sumy potencjatu uogélnionego warstwy podwéjnej i
potencjatu warstwy pojedynczej (o znanej z zatozenia gestosci | ):

V(v r(Qi.m)J1(Qi)HdsQt. (44)

Rozpatrzmy roéwnanie catkowe:

30

(45)

Réwnanie catkowe (45) posiada takie samo jedro jak réwnanie (17), a
wiec zgodnie z trzecim twierdzeniem Fredholma réwnanie (45) dla A,- 1 po-
siada rozwiezanie, gdy spednione bede warunki ortogonalnosci:
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Wzory (46) po prostych przeksztatceniach 1 zmianie porzedku catkowa-
nia przyjmuje postac i

n
AR / SiQi)@ pj(P)r(Qi.P)dbQ )dSp - O. 47
i-i ot 3d 1
Oznaczajec:
gA - / 1i(Qi)ds (43)
3Di

oraz wykorzystujec wzdor (42) uzyskuje sie zaleznos¢:

=}

° "49)

Z uwagi na wzor (43) uktad roéwnan (49) posiada zawsze rozwiezanie ze
wzgledu na zmienne g~.

Mozna wiec zawsze dobra¢ cieg gtadkich funkcji (it {1...n}) spet-
niajecych warunek (48) (np. utozsamiajec Tfunkcje z funkcjami wkasny-
mi réwnania catkowego (24)).

Tak wiec rozwiezanie zewnetrznego problemu Dirichleta dla réwnania (i)
nozna zawsze przedstawi¢ w postaci sumy potencjatu uogélnionego warstwy
podwéjnej i potencjatu uogélnionego warstwy pojedynczej o znanej gesto-

sci \ .

5. Podsumowanie

W artykule przeprowadzono analize istnienia rozwiezan (w postaci po-
tsncjatéw) zewnetrznego problemu Dirichleta dla réwnania eliptycznego
z czesScig gtoéwne w postaci operatora Laplace"a, opisujacego pole elek-
trostatyczne w osrodkach liniowych, izotropowych i niejednorodnych.

Wykazano, ze:

- rozwiezanie zewnetrznego problemu Dirichleta w postaci uogélnionego po-
tencjatu warstwy podwéjnej nie istnieje,

- rozwiezanie zewnetrznego problemu Dirichleta istnieje w postaci:
- sumy uog6lnionych potencjatéw warstwy podwéjnej i +adunkéw punktowych,
- sumy uogélnionych potencjatéw warstwy pojedynczej i podwdjnej.
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IIPHMEHEHHE TEOPHH HHTErPAJILHHX yPABHEHHIt

K AHAIJIH3y CymECIBOBAHHH PEJHEHHIt 1IPOBJIEMblI HHPHXIIE

AM HEKOTOPHX yPABHEHHIt BJUIHITHHECKOrO THIU B 3JIEKTPOCTATHKE
1'1. AHAIJIH3 cyiHEOIBOBAHHH PEIBEHHIt THIU [I0TEHI1IHAJIOB

Peadue

HaHHas oiaibH HBjiaeics npo”~ojrseHHSM npofiaeuu, paccuaipHBaeuolt b paOoie

[63. llpeflCiaBJieH aHalJiH3 cymecTBOBaHHX pemeBHfl BHemHsft npoOJieuu Hhphxjts

(b bhas noisHiiHajioB) ajisi szeKTpooiaiH<iecKoro nojih b JiHBeiiHUx hboTponHux

h Heofl[Hopofl[HBix cpeflax. noKasaao, hto pemeHHe b bbab oCofigeHHoro noieHUHana
ABoitHoro cjiOH ks oymeoTByei. OoKasaHO laxxe, <ito sto pemeHHe cymeciayei

b Bn*e cyuMH o0SoOmeHHoro noTeHanajia aboAhoto ojioh h oOofimeHHoro noTeimH ajia
01 CHCTeuu TogewHux sapaAOB hjih b bhab cyiiHH oCofinenHHX noTemutaJdioB npociorc
H ABOftHOroO CJIOeB.'

APPLICATION OF INTEGRAL EQUATION THEORY TO ANALYSIS OF
EXISTENCE OF DIRICHLET PROBLEM SOLUTIONS FOR CERTAIN ELLIPTIC
EQUATIONS IN ELECTROSTATICS

I1. THE ANALYSIS OF EXISTENCE OF POTENTIAL FORM SOLUTIONS

Summary

This article is continuation of the problem dealt with in the work [63.
In the article the analysis of existence of external Oirichlet problem
solutions (in the form of potentials) for electrostatic field in linear,
isotropic and heterogeneous media has been carried out. It has been shown
that there ie no solution in the form of a generalized potential of a
double layer, however, there is a solution in the form of a sum of gene-
ralized potential of a duable layer and the potential derived from a
point charge system or in the form of a sum of generalized potentials of
a single and double layer.



