
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

Seria: ELEKTRYKA z. 107

________ 1989

Nr kol. 946

Lesław TOPÓR-KAMIŃSKI

MNOŻNIKI IMPEDANCDI

Streszczenia. Przedstawiono teoretyczne koncepcję budowy trój- 
wrotnlkdw na bazie źródeł sterowanych oraz podwójnie sterowanych, 
reallzujęcych iloczyn inpedancji dowolnych dwójnlków dołączonych 
do zacisków wyjściowych. Układy te nazwane mnożnikami inpedancji, 
podzielono na trzy grupy według właściwości realizowanych przez nie 
dwójnlków. Mnożniki inpedancji typu A modelują dwójniki zależne 
od jednej zmiennej zaciekowej, typu B - zależne od obu zmiennych 
zaciskowych, natomiast typu C realizują dwójniki, dla których jedna 
zmienna zaciskowa może przybierać wartość dowolną. Pokazano po 
jednym przykładzie z każdego typu praktycznej ich realizacji z za­
stosowaniem wzmacniaczy operacyjnych 1 analogowych układów mnożą­
cych. Podano teoretyczne przykłady modelowania za pomocą mnożników 
impedancji uziemionych i swobodnych dwójnlków sterowanych (np. in- 
dukcyjność sterowana napięciem), nieliniowych (np. pojemność o za­
danej charakterystyce nieliniowej w układzie współrzędnych naplę- 
cie-ładunek), pewnych dwójnlków osobliwych (np. dwójnlka będącego 
jednocześnie zwarciem lub źródłem prądowym) oraz dwustronnych 
wzmacniaczy mnożących rezystancyjnych i impedancyjnych.

1. Wstęp

Wprowadzenie do teorii obwodów analogowego układu mnożącego pozwala bu­
dować źródła sterowane iloczynem dwu zmiennych zaciskowych. Źródła takie 
można nazwać źródłami podwójnie sterowanymi [V].

Na ich bazie można modelować podstawowa aktywne układy o sterowanych 
parametrach takie. Jak: konwertor starowany [V], inwertor sterowany [7] 
lub w ogólnym przypadku rezystancyjne aktywne obwody parametryczne [3],
[6] , [li], [12]. W układach tych poprzez wewnętrzne sprzężenia zaoieków 
sterujących z dowolnymi innymi uzyskuje się aieci nieliniowe o zadanych 
parametrach [3], [8], [li], [12]* Można także wprowadzając do nich ele­
menty reaktancyjne uzyskiwać parametryczne lub nieliniowe sieci inercyjne 
[10].

Dalszy, rozwinięciem układów z analogowym układam mnożącym może być 
opisany poniżej mnożnik inpedancji, zawierający wewnątrz sprzężenie zacie­
ków sterujących źródło podwójnie starowane z wejściem, przez co Jest on 
układam bardziej uniwersalnym, pozwalającym modelować wszystkie wymienio­
ne bloki oraz dodatkowo inne o nowych własnościach.
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Mnożnikiem impedancji (MI) będzie nazywany rezystancyjny aktywny trój- 
wrotnlk nieliniowy (rya. 1 ). którego zaciski li' nazywane będę wejścio­
wymi, natomiast zaciski 22' oraz 33' wyjściowymi.

3eżell założy się, ża zaciski wyjściowe mnożnika impedancjl obclężone 
aę dwójnikani 02 1 Dj opisanymi ogólnie równaniamis

a2u2 m a2^2‘ (l)

a3u3 ■ *3Ł3' {2)

w których a2< b2 * *3 » bj mogę być w najogólniejszym przypadku dowolnymi 
operatorami różnlczkowo-całkowymi nieliniowymi lub zależnymi od czasu, 
wtedy od strony zacisków wejściowych układ będzie widoczny jako dwójnik 
Dj, którego zmienne zaciskowe Uj lub 1^ będę funkcję operatorów (oraz ich 
odwrotności) z równań (1 ), (2 ), czyli:

Di ! ut * ̂ " f[»2,^®21 ^*^2,^ 2 1 ^**3'(a31 ^,̂ 3 ' ^ 3 1 ^'ul'il] “

- kf2 [a2 .(a^1 ).fi2 , ( ^ 1 ).u1 .(lł )] .

’ f3[a3^a31 ^'^3,^b3ł ^,Ul*^il^]

Funkcja f ma zawsze postać iloczynu dwu funkcji, gdzie k Jest 
współczynnikiem zależnym od stałych parametrów układu (np. od wepółczynni 
ków wzmocnienia źródeł sterowanych).

Z faktu istnienia w funkcji f operatorów odwrotnych do S2 , ^ 2 , Sj, 

wynika warunek, aby operatory opisujęce dwójniki Oz i C>3 były komutuję- 
ce, czyli posiadały operator iripedancji:
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(4)

lub admitancji:

y - b a. (5)

Funkcja f2 w relacji (3) będzie zależna tylko od operatora impedan- 
cji lub admitancji dwójnika 02, natomiast funkcja tylko od operato­

ra lmpedoncji lub admitancji dwójnika Dj. Wyraża to relacja:

Fakt ten uzasadnia nazwanie opisanego układu mnożnikiem impedsncji.

3. Rodzaje mnożników impedanc.1l

Opisany ogólnie mnożnik impedancjl można zamodelować za pomocę Jednego 
źródła podwójnie sterowanego oraz dwu źródeł sterowanych. W zależności 
od doboru rodzaju źródeł oraz zmiennych sterujęcych otrzymuje się 20 wer­
sji MI, przy czym ze względu na ogólne własności dwójnika wejściowego 
można je podzielić na trzy grupy A, B, C przedstawione odpowiednio w ta­
blicach 1. 2 i 3.
Dwójnlki D1A dla grupy A opisuję zależności:

(6 )

lub
[*2* (V2 ),z3* ̂ 3 ^ J

(7)

Dwójnlki 01Q dla grupy B opisuję zależności:

lub (8 )

Natomiast dwójnlki D1(. dla grupy C opisuję zależności:

ij - dowolne

lub > (9)

Uj - dowolne
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Tablica 1
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Tablica 2
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Tablica 3

M n o żn ik i  im p e d a n c jc  typu C

Lp ' S c h e m a  t
jtck. cc ¿nośęc 

opt s uja, cg d u? ójrt i k L)4

u< - u ') 

¿i - oLoHoLne

ur oc(% 6tßu,)(a\*%£Ui) 

i f - o lowo L ne.

u  u ,J

¿1 ~ dowol tne

l
i, = «X j

Ut -  dowolne.

U, - dow olne

U1 -  olowol n e
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4. Przykłady realizacji MI

Praktyczna układy modelujęce swoim działaniem mnożniki impedancji moż­
na zbudować z jednego analogowego układu mnożęcego oraz w zależności od 
potrzeby - z kilku wzmacniaczy operacyjnych.

Na rys. 2 przedstawiona jest praktyczna realizacja MI typu A (p. 2, ta­
blica 1). W realizacji tej układ mnożęcy posiada dwa napięciowe wejścia 
różnicowe i opisuje się relację U 2  = k U x U y ,  natomiast współczynniki cC ,

Na rye. 3 przedstawiona jest praktyczna realizacja MI typu 8 (p. 1, 
tablica 2).

W realizacji tej współczynniki ot, fi i "f wynoszę:

Ot m k

(9)

nł?<

Rye. 2

P “ G1 + G2
4

(10)

f  « nR0 (G5 ♦ G6 ) dla R
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Gt

;
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Na rys. 4 przedstawiona Jest natomiast realizacja praktyczna MI typu C 
(p. 1, tablica 3).

W realizacji tej współczynniki <*, (3 1 wynoszę:

<* - knmRo2Ro3

P ■ 1 (11)

t  -
W podobny sposób modelujęc odpowiednio źródła podwójnie sterswane za 

pomocę układu mnożęcego oraz napięciowe i prędowe źródła sterowane można 
zrealizować wszystkie układy MI przedstawione w tablicach 1, 2 i 3.

5. Przykłady zastosowań MI

Oeżeli w mnożnikach impedancji typu A lub B Jeden z dwójników 02 , 
przyjęć Jako źródło prędowe lub napięciowe, wtedy staję się one konwerto­
rami lub inwertorami sterowanymi przy czym wielkoócię sterujęcę Jest 
wartość prędu lub napięcia przyłęczonego źródła. Rodzaj źródła dobiera 
się tak, aby dwójnik wejściowy nie był zależny od operatorów dwójnika na 
zaciskach z włęczonym źródłem sterujęcym. Przykładowo dla MI z tablicy 1 
punkty 1, 2, 4 oraz 6 w miejsce dwójników Dj należy włęczyć źródło na­

pięciowe, natomiast dla MI z punktów 2 1 5  źródła prędowe. Za pomocę tak 
zbudowanych układów można zmieniać wartość Impedancji dwójnika w za­
leżności od rodzaju dwójnika D2 oraz wielkości prędu lub napięcia przy- 
łęczonych źródeł sterujęcych. Uzyskuje się zatem możliwość symulacji 
szerokiej klasy dwójników parametrycznych. Na rys. 5 pokazany jest przy­
kład modelu indukcyjności sterowanej napięciem E, zbudowanej na MI typu A 
(p. 3, tablica 1).

W układzie tym zachodzi:
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etęd dla zacisków wejściowych zachodzi:

dil
U1 “ cCi2u3 3t^- (13 >

Mnożniki impedancji umożliwiaję także modelowanlo nieliniowej impedan- 
cji typu reaktancyjnego za pomoce rezystancji nieliniowej. Na rys. 6 
przedstawiony Jest przykładowo układ zbudowany w oparciu o MI typu A 
(p. 6 , tablica 1 ), którego dwójnik wejściowy 0  ̂ Jest pojemnościę nie­
liniowe zależne od funkcji nieliniowej opisujecej rezystancję rn3*

D i = > O

W układzie tym zachodzi:

du_ du,
h  m c ar- ■ P ar- *

U3 “ RN^ł3^ " RN ^ U1^'

(14)

(15)

Zatem dla zacieków wejściowych otrzymuje się:

ii - « o y f u j )  g-1. (16)

Równanie (16) opisuje kondensator nieliniowy, który w układzie współ­
rzędnych napięcie - ładunek opisuje funkcja:

q(u) «CCC J  RN (*fu)du. (17)

Oeżeli w tym układzie rezystancję nieliniowe Rjg zaetępi się rezystan­
cje regulowane Rj (potencjometr), wtedy można uzyekać dwójnik Jako
pojemność regulowane zmianami rezystancji R^.

Za pomoce MI można otrzymywać także, co wynika wprost z ich definicji, 
rezystancje (lub konduktancje) nieliniowe o charakterystykach będecych 
iloczynem funkcji opisujecych rezystancje na zaciskach wyjściowych.

MI typu B 1 C przy pewnych rodzajach dwójników wyjściowych 02 i D3 i 
odpowiednim doborze parametrów ot, |ł , •f mogę zachowywać się jak układy 
osobliwe. Ilustruje to przykłady z rys. 7 1 8 .
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|cćU ,U3 ftut
*3

Rys. 8

Na rys. 7 Ml typu C (p. 1, tablica 3) obciążony jest na wyjściach kon- 
duktancją G2 oraz źródłem prądowym Ij. Napięcie wejściowe uŁ opisuje 
równanie

U1 “ oCP G2I3u1 “ k(I3 )ul* (1 8 )

Mogę zatem zachodzić dwa przypadki w zależności od wartości prędu I3 :

a) dla k(l3 ) f i  u^ « 0, stęd przy i1 dowolnym układ widziany jsst od
wejścia jako zwarcie.

b) dla k(Ij) « 1 u^ może być dowolne, co oznacza, ża przy 1^ dowolnym 
układ symuluje norator.

Na rya. 8 MI typu B (p. 1, tablica 2) obciążony Jest rezystancjami li­
niowymi Rz 1 f?3 .

Napięcie wejściowe opisuje równanie:

Uj •’< * ^ 2 R3ul1l' 

co można zapisać jako: 

U1 " kulil*

(19)

(20)

Ola prądu ui n,°ż® być dowolne, natomiast dla wszystkich innych
wartoścj. prądu ij napięcie u^ • 0. Dwójnik 0^ opisuje zatem charak­
terystyka przedstawiona na rys. 9. Można go uznać za przesunięty o prąd ę 
dwójnik osobliwy nazwany w pracy [9] noratorem bezeocowym.
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ś
1
k

U

Rys. 9

6. Obustronny wzmacniacz mnożący

Jeżeli w układach MI przyjęć zaciski .li' jako wyjściowe, do których 
przyłęcza się pewien dwójnik Dj, a zaciski 22' i 33' przyjęć jako wej­
ścia układu, otrzyma się czwórnik parametryczny posiadajęcy pewne specy­
ficzne własności, ze względu na które można go nazwać dwustronnym wzmac­
niaczem mnożęcym. Na rys. 10 przedstawiono układ zbudowany na bazie MI 
typu A (p. 2, tablica 1), do którego zacisków ll' dołęczono konduktan- 
cję Gj.

□la układu tego zachodzi:

Glul

stęd zmienne na zaciskach wejściowych opisuję zależności: 

u2 - P *  G1i2i3 

u3 ■'!T'*Gl12i3

(21 )

(22)

Gi
— C Z >

Rys. 10

Na ich podstawie można narysować schemat zastępczy układu z rys. 10, 
który jest przedstawiony na rys. 11.

W układzie tym występuję w obu równaniach opisujęcych wejścia iloczyny 
prędów wejściowych, co uzasadnia przyjęcie dla niego nazwy "dwustronny 
wzmacniacz mnożęcy”.
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t y  i
J Ł3 L,

/

Rys. 11

Model takiego układu przed­
stawiony Jest w pracy [s], 
przy czyn nazwany jest on tan 
dwuwejśclową liniowe konduktan- 
cje sterowane. Układ z rys. 10 
może zmieniać swoje własności 
w zależności od rodzaju dwój- 
nika Dj. I tak przyjmujec 
konduktancję jako nieli­
niowe, opisane zależnością

il “ G1N^u1^' otrzVBuj° 8ię dla »*«jćć równania:

u2 “ P

U3 - T O l N ^ S J *

(23)

z których wynika, że rezystancje R2 i R3 se jednocześnie nieliniowe i 
parametryczne.

Natomiast zakładajęc 0^ jako kondensator opisany zależnoście ±1 ■ 
■ C duj/dt otrzymuje się równania:

di2 di
U2 - * p C ( i 3 gę- + i2 gę-), 

di, di
u3 art~ + i3 ar- 5 *

(24)

Modeluje je układ przedstawiony na rys. 12, złożony z rezystancji i 
indukcyjności starowanych, można go zatem nazwać inercyjnym dwustronnym 
wzmacniaczem mnożącym.

Rys. 12

Oyustronne wzmacniacze mnożące budowane na bazie MI typu B mają tylko 
jedno z wejść zależne od impedancji dwójnika , a w budowanych na bazie
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MI typu C żadne z wejść nie zależy od tego dwójnika. Ilustruję to odpo­
wiednio przykłady przedstawione na rys. 13 1 14. dla których zachodzi:

G2 -ocpu3 . ■cCf (25)

*2 “ i3' ?3 ■ <*ył2* (26)

Rys. 13

oćtj,¿3

r n  r € H
CD(bo., Gi <Tu f

Rys. 14

7. Modelowanie dwó.jnlków nleuzlemlonych

Stosując dwa MI połączone za sobą zaciskani wyjściowymi, otrzymuje się 
układ czwórnlkowy pozwalający symulować parametryczne lub nieliniowe dwój- 
niki nieuzienione. Na rys. 15 przedstawiony jest taki układ zbudowany 
z mnożników impedancji typu A (p. 6, tablica 1).

Dożęli dwójniki 0A  1 D3 opisuję równania:

SAUA * V a

a3UB “ bBiB*

to z układu wynika, ż e :

*A m P 2U2 - P l Ul 

UB “ r 2U2 " * 1 U2

(27)

(28)

i
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W b

>

f i s

- C = h

Q ) .

o  o

Rys. 15

co po uwzględnianiu zależności (27) daje:

UA ■ SZlBA (P 2 u2 " I W

ŁB " bB aB ^ 2 U2 - f l Ul^

Stęd dla prędów wejściowych otrzymuje się równania:

11 ” <<l*AlbA ^ 2 U2 “ ^ l Ul^bBlaB ^ 2 U2 “ “̂ 1U1 ̂

12 -  <*2a Al b A ^ 2 U2 “  P l ul  b̂Bl a B ^ 2 u2 “ ^ 1 U1^* 

Jeżeli założy się identyczność obu MI, czyli:

*1 - < 2  -<*• h  - P2 ■ p* ?i - r 2 - r.

wtedy:

11 “ Ł2 " <<aa bA U2 “ Ul^]bB SB [ ^ U2 “ U1 j] •

(29)

(30)

(31)

-r
D.ta

Równania te można zamodelować układem 
z rys. 16.

Dwójnlk D12 może być parametryczny lub 
nieliniowy w zależności od doboru dwójni- 
ków Da i Og. I tak, jeżeli przykładowo 
przyjęć 0A jako rezystancję RA , a DQ 
jako źródło prędowe o wydajności prędowej 
la , to'dwójnik 012 opisuję równania:

Rys. 16
il “ *2 , < P ra V u2 ” ul^* (32)
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Oest to konduktancja nieuziemiona, sterowana prądem IQ . Postępując po­
dobnie można otrzymywać dwójniki nieuzismione o własnościach analogicz­
nych do przedstawionych w przykładach w punkcie 5.

8. Wnioski końcowe

Przedstawiona koncepcja mnożnika impedancji wydaje się być układam 
uniwersalnym, pozwalającym modelować obwody parametryczne i nieliniowe 
o nietypowych własnościach. Układy trójwrotnikowe MI można w łatwy sposób 
rozszerzyć na wielowrotnikowe i nazwać je wielokrotnymi mnożnikami impe­
dancji. Uzyskuje się to dwoma sposobami: przez zastosowania wielowejścio- 
wego układu mnożącego możliwego do uzyskania przez złożenie dwuwejścio- 
wych układów mnożących oraz przez łańcuchowe łączenie odpowiednich trój- 
wrotnikowych MI.
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B Z X e M H X  HHMH X B y x n O J IB C H H X a M H ,  M h O X H T B JÏH  H M D e x a H C O B  T H n a  A x o x e j i H p y B i  

X B y X O O Z B O K H K H  S a B H C X H U e  OT OXHOft 3aXH M H O ft n e p S X e H H O S ,  T H n a  B -  B a B H C H lIH e  

o *  X B y x  s a x H M K H x  n e p e i ie H H U x  a  T a n a  C -  o c y n e c i B x a i o T  x B y x n o x B C H H K H ,  x z x  

x o i o p u x  o x s a  a s  s a x H M H H X  n e p a u e H H H x  x o x e T  6h t h  n p o H 3 BO JTB H ott. I I p e x c T a B a e H i i  

n o  o x H O K y  n p H ü e p y  H 3  x a x x o r o  x a n a  n p a x i K H e c x o r o  o c y q e c i B x s H H x  o n p H x e H S H H a u  

o n a p a u a o H S H x  y o x x H T e x e f i  h  a n a j i o r o B K x  i î h o j c h t b x b h u x  c h c t s u .  n p e x o T a B x x B T o a  

T e o p e i H H e c x x e  n p a x e p u  x o x e x H p o B a H H x  c n p m e a e i i H e i i  H H o x H i e x e t t  a x n e x a a c o B  

s a s e t u a H H H x  a  c b o O o h h x  y n p a s x x e x u x  x B y x n o x B O H a x o B  ( a a n p a u e p ,  H H x y x i H B H o c T b  

y n p a B x a e x a a  B a n p x x e H H B x ) ,  H e X H H e it H u x  ( H a n p a x e p ,  e u x o e i b  a x e r a ?  a a  H e x a H e B -  

H o o t b  b  O H C T M te  x o o p X H H a i  H a n p a x e H H e  -  3 a p a x ) ,  a e x o T o p u x  a H o x a x b B u x  x s y x -  

SO X B O H H X O B  ( H a n p H X e p ,  X B y x n O X B C H H X ,  a B X H K m a ftC H  O X H O B p e X0 HHO XO pO T K H M  3a x u -  

K a B H e U  H XH  H C T O H H H K O X  S O K a ) , a  T a x x e  X B y X O T O p O H H H X  M H O X H T e X b H H X  p G 3H C T H B H U X

h HunexaBCHHX yoaxalexefl.

IMPEDANCE MULTIPLIERS 

S u ■ ■ • r y

Teoretlcal conception of the conetruction of 3-port networks baeed on 
controlled and double controlled sources realizing the product of impe­
dances of arbitrary two - terminal networke connected to their output 
terminals has been described. These networks called impedance multipliers 
have been divided into three groupe A, 6, C according to their properties. 
The impedance multipliers of type A are used for modelling the two - porte 
dependent on one terminal variable, those of type B - dependent on both 
therminal variables, while the multipliers of type C realizet the tow - 
terminal networks for which one terminal variable may be of arbitrary 
value. The examples of each type of their practical realization with the 
usa of operational amplifiers and analog multipliers have been given. 
Theoretical examples of modelling grounded and ungrounded controlled two 
- terminal networks (for example voltage controlled Inductance), non - 
linear two - terminal networke (for example, capacitance with prescribed 
non - linear vpltage - charge characteristic), eome singular networke 
(for example, two - terminal network which la a short - circuit end a 
current source simultaneously) and bilateral resistance and impedance 
multiplier amplifiers by meane of impedance multipliers have been given.


