
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

Seria: BUDOWNICTWO z. 60

________19B5

Nr kol. 841

Stanisław BIELAK 
Eugeniusz SPRYCHA

PRACA STATYCZNA PRZEKRYCIA KONOIDALNEGO O STAŁEO GRUBOŚCI

Streszczenie. W dotychczasowej literaturze dotyczącej powłok ko- 
noidalnych rozpatrywano jedynie tzw. konoldę obcięte. W niniejszej 
pracy autorzy podjęli analizę statycznę pracy konoidy podpartej w 
sposób ciągły z uwzględnieniem jej obszaru przyoslonego. Uzyskano 
nieosobliwe rozwiązanie na siły przekrojowe.

1. wsTąp

Powłoki konoidalne, dzięki możliwości uzyskania dobrego oświetlenia 
przestrzeni roboczej hali, są chętnie stosowane na przekrycia budynków 
przemysłowych. Wykonawstwo tego typu przekrycia przy użyciu kombajnów prze­
suwnych nie nastręcza żadnych trudności. Podstawową barierę w szerokim 
stosowaniu powłok konoidalnych jest brak pełnego rozpoznania ich skompli­
kowanej pracy statycznej dla określonych obciężeó i warunków podparcia.

Analizę stanu błonowego przekryć konoidalnych w kraju przeprowadził w 
latach 1952-54 Z. Leśniak (4| , zaś badania doświadczalne przeprowadzili 
W. Zalewski i B. Koy [3] . Analizę stanu błonowego konoidy w Polsce za­
kończyły w r. 1964 teoretyczne prace B. Łysika [5] .

Obszerny przegląd metod obliczeń etanu błonowego konoidy z uwzględnie­
niem ówczesnych osiągnięć światowych przeprowadził M. Soare [8] , następ­
nie G.S. Rao [6] 1 G.S. Ramaswamy [7] . W pracach tych ograniczono się do 
tzw. konoidy obciętej, gdyż w osi konoidy otrzymywano osobliwe rozwiązania 
na siły przekrojowe.

Próbę analitycznego uwzględnienia stanu gięciowego konoidy podjęli 
M.W, Nagvi i C.B. Wiłby (9]. Ostatnio Chang-Koon Choi [2] przeprowadził 
analizę numeryczną metodą elementów skończonych, w której Jedynie potwier­
dził dotychczasowy stan wiedzy na temat pracy statycznej konoidy obciętej.

W niniejszej pracy autorzy podjęli analizę statyczną konoidy podpartej 
w sposób ciągły z uwzględnieniem jej obszaru przyoaiowego.

2. OPIS GEOMETRYCZNY

Przyjęcie parametryzacji może w zasadniczy sposób wpływać na proces 
obliczeniowy i to nie tylko na wyznaczanie wielkości przekrojowych, lecz 
również na formułowanie warunków brzegowych.
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Rys. 1. Układ współrzędnych

W niniejszej pracy rozwięzanie oparte będzie na współrzędnych krzywo­
liniowych, z których pierwsza u1 będzie związana z tworzęcę prostoli-

2
niową, a druga u będzie linią śrubową:

gdzie: u1G < 0 , l >  , uZ6  <-a,a>.

Równanie wektorowe tej powierzchni przyjnuje postać:

r ■ u . iŁ ♦ u . cos«. i2 + u . sin et. Łj (2.2)

lub

r - u2 . Tj ♦ u1 . T, (2.3)

— 2 4
gdzie: l(u ) jest wektorem jednostkowym w każdym punkcie osi %  w kie­
runku przechodzącej przez ten punkt tworzącej [l] .

Wektory bazy kowariantnego układu współrzędnych:

?i - 1; T2 m ♦ u1 . 12

'li ■ 0i *12 " T2 ! **22 ’ “ "22 

["ł(*.2)2 • T 1 ‘ T 2]

' °; ” l”9 ! r-,, - u1 (2.4)

Współczynniki pierwszej formy różniczkowej i jej wyróżnik będą równe: 

flj.1 “ ii Sj2-“ fl2i
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zad Ich kontrawariantne odpowiedniki wynoszę:

911 - li 912 - Oj g22 - |  (2.6)

Natoalast współczynniki i wyróżnik drugiej formy różniczkowej wynoszę:

*>11-°» * > 1 2 - - ^
(2.7)

u1 a; 22 (c&2 )

f ■ “ - - i 2 -

Współczynniki trzeciej formy różniczkowej sę zwięzane ze współczynni­
kami niższych form i wynoszę:

,X,Zs2 1,1 * <*.2 * oę,22
C11 “ “g“  1 12 "  ¿2------

(2.8 )

U . °ę o Z \ 2 ( W « ^
'22 ■ <■— * ~ f ~

Krzywizna gaussowska i średnia sę równe:

" - “g”
(2.9)

2H - -
g / T

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla przyjętej parametryzacji wy­
rażaj« się wzorami:
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3. ZWIĄZKI ¡GEOMETRYCZNE I FIZYCZNE

Współczynniki pierwszej 1 drugiej formy różniczkowej powierzchni od­
kształconej :

bij " bij ♦ 2<*ij

Zwięzek składowych wektora przemieszczenia z tensorem odkształcenia 
błonowego:

2tlj * " 1 j  ®lk ♦ "“ li 8jk - 2 bij *3 (3*2)

Związek składowych wektora przemieszczenia z tensorem odkształcenia
błonowo zglęciowego:

2<?ij * "k|j bik * "k|i bjk “ cij "3 * " |ij (3.3)

Związek składowych wektora przemieszczenia z tensorem Odkształcenia
zglęciowego:

2l8lj " "1 j cik + *“1 i cjk ♦ "3|lk bi * " I  ik bJ* (3*4>

gdzie pionowa kreska *1* oznacza pochodne kowarlantne.
Zwiezki fizyczne wleżece naprężenia z odkształceniami w wersji uprośz» 

czonej przyjmę postać:

- Ń 1  ̂ ♦ 2 HM1^

M łJ ■ M 13 ♦ 2H ^  Ń1  ̂ (3.5)

Q3 « Q3 ♦ 2H (HNłi )| t ,

gdzie:

R «  [ ( ! „ * )  . f U  * A gU]

M 1)  ----------------- . 9 13 ♦ 9. B g1J] (3.6)
3(1-9£ ) L
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S J  2§ J l L _  o 1 *  W ]  ( 3 . 6 )
3(1-O2 ) 11

gdzla:
E - Moduł Younga,
■7 - stała Poisaona,

W - O13 -3 |i r

Występujące w (3.6) skalary A 1 B sę sueaal:

A - g13 f tj» . B - g13 . 9 ±J (3.7)

V Przejście współrzędnych tensorowych na współrzędne fizyczne dokonany 
wzoraal:

M1 m - 1/ S 1 M 12- M1 - J s - Ć I  m11 (3.8)
*1 1 8 1

12 y T T  "

p\  ■ y » i i ’ . p S
• p3

Uwaga: po l,j nie sunować. Symbol *1“ oznacza współrzędne fizycznę.

4. ROZWIĄZANIE RÓWNAN RÓWNOWAGI

Ogólny układ równaó równowagi dla powłok w zapisie tensorowya, wyraża­

ny wzoraal:

N1^  - O1 ♦ PJ • O

N1^ b y  ♦ Q3 |j ♦ P3 • O (A.l)

M 1J| 1 - O3 - O

Układ ten, dla przyjętej parenetryzacji odniesionej do powierzchni
órodkowej powłoki w kształcie konoidy (rys. l), I której ople geoaetryczny
zawiera rozdział Z. po rozpisaniu i uproszczeniu przyjnie postać:
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* «JSLtę . | y ? ,n 22 - b12 k t q 2 ♦ /t p 1 - o
S u 1 i l u 2  2  S u 1 12

^  f 2 ♦ fg\ • b12^ Qł - b2 2 ^ Q22 ♦ ’ 00U 0U

2b 2 N12 + b22 N22 ♦ ■?_ ♦ J J K ..0- + p3 ■ o (4.2)
12 22 Su1 0U2

M I £ i .  & Z a j ę -  - o
i l u  0U

Drugie i trzecie równanie układu (4.2), po podstawieniu za wielko­
ści (2.7) umożliwia zapis:

« ( ^ N 12 + u1 eę2 O1 ) « ( y ^ N 22 ♦ u1 oę 2 Q2 ) 2 , 3
- - - - - - - - - - - - - — 3 - - - - - ^ - - - - - - -  ♦ - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2 — f ~   -  -  V ?  P2 - u1 < *  2 Ps

iu Su* •
(4.3)

Występujące w (4.3) składowe tensorowe P1 , P3 , wektora obciężenia P, 
dla ciężaru własnego wynoezę:

P1 » -■ q . ein cę

o • df o
P » - q  g— *—  cos cę (4.4)

P3 « —2—  cosec,

gdzie: q = 2h . 2h jest grubościę powłoki, a £ ciężarem objętościo­
wym.

Podstawienie (4 .4 ) do (4.3) daje równanie różniczkowe częstkowe jed­
norodne :

0 (/sT N12 + u1 . g, 2 o1 ) fKfjpN22 ♦ u1 . cę 2 Q2 )

S u *  ’      ° *  {A- *
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którego rozwięzanie prowadzi do następujących zwięzków połęczonych funk-

Otrzymane zwięzki (4.5) umożliwiaję uzyskanie rozwięzania nieosobliwe- 
go, co do tej pory dla stałej grubości powłoki było nieosięgalne. Wystę- 
pujęca w tej powłoce osobliwość zwięzana z jej osię jest osobllwośclę na­
turalny i nie da się jej pokonać przez wprowadzenie odpowiedniej parame­
tryzacji, lecz do rozwięzania musi być włęczony stan zgięciowy. Rozwięza- 
nie bowiem tylko stanu błonowego daje w osi powłoki siły przekrojowe oso­
bliwe i dlatego konstruktorzy bazujęcy na tym stanie zabezpieczaję się 
przez obcięcie powłoki powyżej Jej osi. Zabieg taki nie daje jednak gwa­
rancji, czy zastosowane obcięcie powłoki następiło w miejscu bezpiecznym. 
Dopiero pełne rozwięzanie, dajęce rzeczywiste siły przekrojowe, może dać 
odpowiedź o rozmiarach strefy zaburzeó. Rozwięzanie przeprowadzimy w o- 
parclu o wymuszone stany błonowy i zgięciowy [l] .

4.1. Stan błonowy

Przyjmujęc dla tego stanu w zwięzkach (4.5) O 1 » O i Q2 « O, otrzy­
mamy powięzanle sił N*2 i N22 z pochodnymi funkcji F. Trzecie równanie 
układu (4.2) przyjmie wówczas postać równania różniczkowego częstkowego 
rozwięzujęcego pierwszego rzędu:

cję F:

ifŚfN22 ♦ u1 O? - °2 “ F 1I1

y ^ N 12 ♦ U1  . cęł2 Q* . -F 2 .
(4,5)

u1 . aę 22 F j - 2 ą 2F ,2 - ąfg . coaaę (4.6)

Całka szczególna tego równania da nam siły:

•S- cosof 
»2

(4.7)

■ * ^  ■ coseę 
u 22

Natomiast całka ogólna aoża być dowolnę funkcję o
czyli:

Fo -
(4.6)
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—12 —22Wykorzystując całkę ogólnę (4.8) możemy N I N  przedstawić wzorami

N12 ■ (l - —  )cosoC

1 (4.9)

N22  --- r-5-- (l - — )cO8 0f
U cc 22 / F

Całkując teraz pierwsze równanie układu (4.2) dla stanu błonowego przy 
wykorzystaniu (4.9) otrzymamy:

ń 11 « _ sl_h_

f ?

-  ![■ (1 - Z) - l i t i L  (2 - | (/g1* Z)] . costf +
’ af*22 -1

+ (l - (f9 + Z)) . ainaC ?+ —  . C(u2 ). (4.10)
J  V ?

Z " łnlul<».2 + ł^l‘

—22 1Uzyskane rozwiązanie stanu błonowego daje osobliwe siły N przy u 
dężęcym do zera. Usunięcie tej osobliwości naturalnej w sensie matematycz­
nym, a nie naturalnej w sensie fizycznym następi przez wprowadzenie stanu 
zgięciowego.

4,2. Stan zgięciowy

Dla cięgłych warunków podparcia i symetrii obciężeó można przyjęć Q* » 0

jl M12«0 oraz F^f Cu 1 ), a wówczas spełnienie drugiego zwięzku (4.5) daje
A12 \
N »0. Przyjmujęc F , postaci:

• *

F . - K  W. (4.11)
-1 u1

gdzie W jest wielomianem parzystym drugiego stopnia, otrzymamy z trze­
ciego równania układu (4.2) po wykorzystaniu (4.5) i przekształceniu:

- et 22 W,
2uz *zz

skęd po scełkowaniu będzie:

g  Q2  .  o ? f 2  »  ♦ C j i u 1 )  ( 4 . 1 2 )
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Podstawienie do pierwszego równania (4.5) wielkości (4.li) i (4.12) 
daje:

u g *

Całkujęc dwa ostatnie równania układu (4.2) otrzyaaay:

g M22 - «  . W ♦ u2 Cj ♦ C ^ u 1 ) (4.14)

^ M 11 = J  9 H22 du1 + Cj(u2 ) (4.14)

Uwzględniając warunki brzegowe wyznaczyny funkcję W oraz Cj. C2 i C^. 
Ostatecznie dla tego stanu nożeny napisać następujęce wyrażenia określa- 
jęce uogólnione siły przekrojowe:

N11 - Oj N12 - O

N22  --- ----- S --- L _ (Hi) 1 C09X (4.15)
“  .  «>22 f lV 2  L  l ę j  J

o1 • O (4.15)

A2 ^ $ 2 f /U1»2!Q - -   łs-  II - (H-) I . cos«
9 •  O, #22 L  i *  J

M 11 - g M22--- ♦ ----^3-9--------y . ( « - « * )  . i(^i) / - ll . cos,-«
3 . * >22< V  oę>2)2 L 9 J

ń12 - A 21 - O

M22 - - -— Ł   . (aę - a*) . fi - (IŁj.) 1 cosec
9 •  ° 5.22 L  A *  J

Występujęce we wzorach (4.15) wielkoóci oznaczone gwiazdkę sę brane
dla ustalonych współrzędnych u^, u^ ograniczajęcych strefę zaburzenia.

4.3. Stan łączny

Składajęc oba rozwięzane stany, uzyskaay po ich dodaniu wzory opisuję-
ca uogólnione siły przekrojowe dla cięgłych warunków podparcia. Przecho-



140 8. Bielsk, E. Sprydw

dzęc odpowiednimi wzorami tranefo rotacyjnymi na współrzędne fizyczna (3.8) 
otrzynaay:

W rzeczywistości siły 1 momenty i będę małymi wielko­
ściami różnymi od zera, albowiem uogólnione siły przekrojowe (4.16) w roz­
wiązaniach uściślonych musza być uzupełnione w myśl związków fizycznych 
(3.5) łączących oba wymuszone etany.

5. PRZYKŁAD LICZBOWY

Przyjęto konoidę o wymiarach 2a - 36,0 m oraz 1 » 27,0 m której kie­
rownicę określa funkcja

cos a;

(4.16)

eosflC

(5.1)

gdzie 1
e(0 ■ arc tg |  - arc tg ■ 0,2186689458,
f - strzałka kierownicy.
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Beton klasy B25 o E ■ 30 . 106 kN/m2.
Otrzymane siły przekrojowe przedstawiono na rys. 2.

/
/

\
\w

/ / f i l W

N L H H

Rys. 2. Wykresy sił przekrojowych

6. WNIOSKI

Analiza otrzymanego rozwiązania pozwala wyciągnąć następujące wnioski:

1. Poprzez wprowadzenie właściwej parametryzacji udało się uzyskać pro­
ste związki (4.5) wiążące siły przekrojowe za pomocą funkcji F. Związki 
te umożliwiły uzyskanie rozwiązania nieoeobliwego, co do tej pory dla sta­
łej grubości powłoki było nieosiągalne.

2. Dotychczasowe rozwiązania znane z literatury bazująca na umownym 
stanie błonowym dawały w osi konoidy rozwiązania osobliwe. Konstruktorzy 
opierający się na takim rozwiązaniu byli zmuszeni wprowadzać obcięcie po­
włoki powyżej Jej oei, co nie daje jednak pełnej gwarancji, czy zastoso­
wany zabieg został dokonany w miejscu właściwym.

3. Uzyskane siły przekrojowe dają pełne rozwiązanie nieosobliwe łącz­
nie ze strefą przyoaiowę. Ponadto otrzymano poprawne rozwiązanie na alłę 
przekrojową N ^  działającą wzdłuż tworzących, rozciągającą powłoką w 
strefach bezgłowicowych, a ściskającą Ją w środkowym obszarze.



142 S. Bielak, E. Spryche

LITERATURA

[1] Bielak St.: Konstrukcje powłokowe cz. I i II, WSI, Opole 1984.
[2] Chang-Koon Choi: A conoidall shell analysis by modyfied lsopsraaetric 

element. Computers § Structures. Vok. 18, Nr 5, pp. 921-924, 1984.
[3] Koy B. : Wnioski z doświadczeń przeprowadzonych na przekryciach kono- 

idalnych. Budownictwo Przemysłowe nr 6, 8. 5-15, 1956.
[4] Leśniak Z.: Obliczenia i projektowanie cienkościennych sklepień wi­

chrowatych cz. I i II. Inżynieria 1 Budownictwo nr 11/52 1 nr 8/54.
[5] Łysik B. : Ole Ldsung einer Randaufgabe des Oehnungsspannungszustandes 

der Konoidschale. Zastosowania Matematyki, t. VII, zeszyt 3. PWN,1964
[e] Rao G.S. : Membrane Analysis of a Conoidal Shell with a Parabolic Di­

rectrix. Indian Concrete Journal, p. 325, September 1961.
[7] Ramaswamy G.S.: Polynomial Stress Function for parabolic Conoids. In­

dian Concrete Journal, Vol. 35, nr 8, 1961.
[s] Soare M. : Zur Membrantheorie der Konoidschalen. Der Bauingenieur. H. 

7, 1958.
[9] Wiłby C.B. : Structural Analysis of Conoidal Shells. The Structurel 

Engineer, Vol. 50, nr 5, p. 197-201, 1972.

CTATłWECKAfl PAEOTA KOHOHJLAJIbHOrO HEPEOKPMTHa 

O H0CT0HHH02 TÛJffiUfflOa

P e 3 b  m e

H o  c h x  n o p  b  T e x H u n e c K o i i  a n t x e p a i y p e ,  K a o a jo n e S c H .  K O H O H A a zB H L tx  o f i o j i o R e K ,  

o d c y s m a j i o c  t c j i b k o  x a x  H a a H B a e M H fi y a e i e H i m f i  k o h o h a .  B  H a o x o a m e f i  p a d o x e  a B -  

xopK A a j jT  c x a T H n e c K H a  a B a x H 3  p a O o i H  K O H o t w a  C e c n p e p u B H o r o  n o A n e p x o r o  c  y -  

n ë T o u  ero n p a o c n o r o  n p o c T p a H O i B a .  D o a y i e H O  H e B H p o a s e a H o e  p e í n e m e  a a  0 6 0 6 -  

J je K S H e  C H A H ,

STATICAL WORK OF THE CONOIDAL ROOF OF A CONSTANT THICKNESS

S u m m a r y

Till now in the literature has been described only a conoidal shell in 
a truncated form. In this paper the authors have undertaken the statical 
analysis of the work of the conoid uniformly supported included the axial 
area. It has been obtained a nonsingular stress solution.


