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PRACA STATYCZNA PRZEKRYCIA KONOIDALNEGO O STALEO GRUBOSCI

Streszczenie. W dotychczasowej literaturze dotyczacej powdok ko-
noidalnych rozpatrywano jedynie tzw. konolde obciete. W niniejszej
pracy autorzy podjeli analize statyczne pracy konoidy podpartej w
sposob ciagty z uwzglednieniem jej obszaru przyoslonego. Uzyskano
nieosobliwe rozwigzanie na sity przekrojowe.

1. wsTap

Powtoki konoidalne, dzieki mozliwosci uzyskania dobrego oswietlenia
przestrzeni roboczej hali, sa chetnie stosowane na przekrycia budynkéw
przemystowych. Wykonawstwo tego typu przekrycia przy uzyciu kombajnéw prze-
suwnych nie nastrecza zadnych trudnosci. Podstawowa bariere w szerokim
stosowaniu powtok konoidalnych jest brak pednego rozpoznania ich skompli-
kowanej pracy statycznej dla okreslonych obciezeé i warunkéw podparcia.

Analize stanu btonowego przekryé¢ konoidalnych w kraju przeprowadzit w
latach 1952-54 Z. Les$niak (4| , zas badania doswiadczalne przeprowadzili
W. Zalewski 1 B. Koy [3] . Analize stanu btonowego konoidy w Polsce za-
konczyty w r. 1964 teoretyczne prace B. tysika [] -

Obszerny przeglad metod obliczen etanu b4onowego konoidy z uwzglednie-
niem 6wczesnych osiagnieé¢ Swiatowych przeprowadzi4 M. Soare [8] , nastep-
nie G.S. Rao [6] 1 G.S. Ramaswamy [7/]. W pracach tych ograniczono sie do
tzw. konoidy obcietej, gdyz w osi konoidy otrzymywano osobliwe rozwigzania
na sity przekrojowe.

Prébe analitycznego uwzglednienia stanu gieciowego konoidy podjeli
M_W, Nagvi i1 C.B. Witby @]. Ostatnio Chang-Koon Choi [2] przeprowadzit
analize numeryczng metoda elementéw skonczonych, w ktdérej Jedynie potwier-
dzit+ dotychczasowy stan wiedzy na temat pracy statycznej konoidy obcietej.

W niniejszej pracy autorzy podjeli analize statyczna konoidy podpartej
w sposob ciagty z uwzglednieniem jej obszaru przyoaiowego.

2. OPIS GEOMETRYCZNY

Przyjecie parametryzacji moze w zasadniczy sposéb wptywac na proces
obliczeniowy i to nie tylko na wyznaczanie wielkosci przekrojowych, lecz
réwniez na formutowanie warunkéw brzegowych.



132 S. Bielak, E. Sprycha

Rys. 1. Uktad wspo4rzednych
W niniejszej pracy rozwiezanie oparte bedzie na wspédrzednych krzywo-

liniowych, z ktérych pierwsza ul bedzie zwigzana z tworzece prostoli-
niowg, a druga u bedzie linig S$rubowa:

gdzie: wulG<O,I1> , uZ6 <-a,a>.

Réwnanie wektorowe tej powierzchni przyjnuje postaé:

rmu . ik ¢u . cos«. i2 +u . sinet. tj 2.2)
Tub

r -u2 .Tj ¢ ul . T, 2.3)
. =2 . - . - .o 4 -
gdzie: I(u ) jest wektorem jednostkowym w kazdym punkcie osi % w kie-
runku przechodzacej przez ten punkt tworzacej [I] -
Wektory bazy kowariantnego ukdadu wspétrzednych:
?1 - 1; T2 m ¢ ul . 12
li w8 *12 ¥ A3 Eep - wl vy @-49
["4(*.2)2 «T1 “ T2]

Wspédczynniki pierwszej formy rézniczkowej i jej wyréznik beda réwne:
flj1 « ii Sj2-« fl2i
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zad Ich kontrawariantne odpowiedniki wynosze:
911 - i 912 - 0 @22 - | (2.6)

Natoalast wspédczynniki i wyréznik drugiej formy rézniczkowej wynosze:

@.7n
ul a; 22 (c&2)

f n R

Wspédczynniki trzeciej formy rézniczkowej se zwiezane ze wspétczynni-
kami nizszych form 1 wynosze:

,X,Zs2 1,1 * <2 * 0,22
c11 = Tege 1 12 J S
2.8)
U . °eo0z\2 W «n
22 m & *~ f ~
Krzywizna gaussowska i Srednia se rowne:
v gy
2.9

2H - -
g/T

Symbole Christoffela drugiego rodzaju dla przyjetej parametryzacji wy-
razaj« sie wzorami:
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3. ZWIAZKI jGEOMETRYCZNE 1 FIZYCZNE

Wspétczynniki pierwszej 1 drugiej formy roézniczkowej powierzchni od-
ksztatconej :

bij " bij ¢ 2<*ij
Zwiezek sktadowych wektora przemieszczenia 2z tensorem odksztatcenia
btonowego:

2tlj * "1j @Ik + "“1i 8jk - 2 bij *3 (3*2)

Zwigzek sktadowych wektora przemieszczenia z tensorem odksztatcenia
bt+onowo zgleciowego:

2?1 * "k|J bik * "k]i bjk “ cij "3 * " lij (3.3)
Zwigzek sktadowych wektora przemieszczeniaz tensorem Odksztatcenia

zgleciowego:
2Bl " "1 j cik + **“1i cjk ¢ "3]lk bi * "I ik bJ* (3*4>

gdzie pionowa kreska *1* oznacza pochodne kowarlantne.
Zwiezki fizyczne wlezece naprezenia z odksztakceniami w wersji uprosz»
czonej przyjme postac:
- N1~ ¢ 2 HMIN
ME m MI3 & 2H ~ N1~ (3.5)
Q3 « Q3 ¢ 2H (HNH ) t,

gdzie:

V1) Y —— . 913 ¢ 9. B gi]] (3.6)
3(1-9£) L
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51 2010 o1t W] (3.5)
3(1-02) 11

gdzla:

E - Modu# Younga,
w - stata Poisaona,

W - 013 -3]ir
Wystepujace w (3.6) skalary A 1 B se sueaal:

A - g13 ftj». B - gi3 . 94J G.7)

V  Przejscie wspotrzednych tensorowych na wspodrzedne Fizyczne dokonany
wzoraal:

M£l - {38 11 M12- M}, - Yoo mll (3.8)

p\ L » . s © p3
Uwaga: po I1,j nie sunowaé. Symbol *1“ oznacza wspédrzedne fizyczne.

4. ROZWIAZANIE ROWNAN ROWNOWAGI

0g6lny uk#ad roéwnaé réwnowagi dla powkok w zapisie tensorowya, wyraza-
ny wzoraal:

NI~ - 01 #PJeoO
N1* by ¢ Q3]i ¢ P3 = 0 M)
M1J]1 - 03 - O

Uktad ten, dla przyjetej parenetryzacjiodniesionej do powierzchni
6rodkowej powkoki w ksztakcie konoidy (rys. 1), lktérej ople geoaetryczny
zawiera rozdziat Z. po rozpisaniu i uproszczeniu przyjnie postac:
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* «JSLte . | y?,n22 - bl2 ktq2 ¢ /tpl - o0
Sul ilu2 2 Sul 12
N OUf20fg\ ou e bl2n QF - b227Q22 ¢ >0
2b 2 N12 + b22 N22 " ¢ JJK.O +p3mo (4.2)
12 22 Sul ou2
MTE£IdT . &Zaje- -0
il ou
Drugie i trzecie réwnanie uktadu (4.2), po podstawieniu za wielko-

Sci (2.7) umozliwia zapis:

« (MN12 + ul ee2 01) «(y~N22 ¢ ulce 2 Q2) 2 , 3

------------- PR EEEECIUNETTTTTRINY SRPPPPPPPPRPRTETRICI I - - V? P2 - ul<¢ 2 Ps
iu Su* -

4.3)

Wystepujace w (4.3) sktadowe tensorowe P1l, P3, wektora obciezenia P,
dla ciezaru wkasnego wynoeze:

P1L » mqg . einc

0 - df o
P »-gq g-* cos & “4.4)

P3 « —2— cosec,

gdzie: q = 2h . 2h jest gruboscie powkoki, a £ ciezarem objetoscio-

wym.
Podstawienie (4 .4) do (4.3) daje rownanie ro6zniczkowe czestkowe jed-
norodne :

0 (/sSTN12 + ul .g, 2 0ol) FKFjpN22 ¢ ul . @ 2 Q2)

su”
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ktérego rozwiezanie prowadzi do nastepujacych zwiezkéw poteczonych funk-
cje F:

ifSM22 ¢ ul - °2 « Fii

(4,5)
yAN12 ¢ UL . cel2 Q* . -F 2.

Otrzymane zwiezki (4.5) umozliwiaje uzyskanie rozwiezania nieosobliwe-
go, co do tej pory dla statej grubosci powkoki byko nieosiegalne. Wyste-
pujeca w tej powkoce osobliwos¢é zwiezana z jej osie jest osobllwoscle na-
turalny i nie da sie jej pokonaé przez wprowadzenie odpowiedniej parame-
tryzacji, lecz do rozwiezania musi by¢ wkeczony stan zgieciowy. Rozwieza-
nie bowiem tylko stanu btonowego daje w osi powkoki sity przekrojowe oso-
bliwe 1 dlatego konstruktorzy bazujecy na tym stanie zabezpieczaje sie
przez obciecie powkoki powyzej Jej osi. Zabieg taki nie daje jednak gwa-
rancji, czy zastosowane obciecie powkoki nastepito w miejscu bezpiecznym.
Dopiero pedne rozwiezanie, dajece rzeczywiste sity przekrojowe, moze daé
odpowiedZz o rozmiarach strefy zaburzed. Rozwiezanie przeprowadzimy w o-
parclu o wymuszone stany bdonowy i1 zgieciowy [I] .

4_.1. Stan bdonowy

Przyjmujec dla tego stanu w zwiezkach (4.5) 01 » 0 1 Q2 « O, otrzy-
mamy powiezanle sit¥ N*2 i N22 z pochodnymi funkcji F. Trzecie réwnanie
uktadu (4.2) przyjmie wéwczas posta¢ rownania rézniczkowego czestkowego
rozwiezujecego pierwszego rzedu:

ul . 22 F j - 282F,2 - afg . coaag (4.6)

Catka szczegdélna tego réwnania da nam sity:

«S- cosof

»2
4.7

m* N B cosee

u 22

Natomiast catka ogd6lna aoza by¢ dowolne funkcje o
czyli:

(4.6)

Fo -
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Wykorzystujac catke og6lne (4.8) mozemy le IN_22 przedstawi¢ wzorami

N12 = (I - - )cosoC
1 4.9
N22 -—r-5— (I - — )c080f
U @22 /F

Catkujac teraz pierwsze réwnanie uktadu (4.2) dla stanu bdonowego przy
wykorzystaniu (4.9) otrzymamy:

A1l « _slh- I[m @ -2 -1litiL @ -] (fg1* Z)] . costf+
27 af*22 41
+ @ - (f9+2)) . ainac 2+ - . c(u2). (4.10)
J Vv ?
z" hnlul<2 + #°1¢

Uzyskane rozwigzanie stanu btonowego daje osobliwe sity N22 przy u1
dezecym do zera. Usuniecie tej osobliwosci naturalnej w sensie matematycz-
nym, a nie naturalnej w sensie fizycznym nastepi przez wprowadzenie stanu
zgieciowego.

4,2. Stan zgieciowy

Dla ciegtych warunkéw podparcia i1 symetrii obciezed moznaprzyjec¢ Q*»o0
%Il M12«0 oraz F~fCul),a woéwczas spednienie drugiego zwiezku (4.5) daje
»0.  Przyjmujec F_*, postaci :

F - L<1 w. (4.11)

gdzie W jest wielomianem parzystym drugiego stopnia, otrzymamy z trze-
ciego roéwnania uktadu (4.2) po wykorzystaniu (4.5) i przeksztakceniu:

- 22 W,
2uz *z22

sked po scetkowaniu bedzie:

g Q2 . 0?2 » « Cjiul) (4.12)
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Podstawienie do pierwszego réwnania (4.5) wielkosci (4.1i) i (4.12)

daje:

ug *

Catkujec dwa ostatnie rownania uktadu (4.2) otrzyaaay:

gM2 -« . W e u2Cj ¢ Crul) 4.14)

AMI1L =J 9 H22 dul + Cj(u2) (4.14)

Uwzgledniajac warunki brzegowe wyznaczyny funkcje W oraz Cj. C2 i C" .
Ostatecznie dla tego stanu nozeny napisa¢ nastepujece wyrazenia okresla-
jece uog6lnione sity przekrojowe:

N11 - Oj N12 - O

N22 ——-——5 — L _ (Hi) 1 co9x (4.15)
L «>22 1V L lej
ol =« 0 (4.15)
2 ~N$ 2 f /1 X2
6 - - 9. O,;#SZ_ |-II - H—Fl—ﬁ JI COS«
M11 - g M22—— ¢ ——-"3-9———————- y - («-«*) _ i) / -1l . cos,«
3 . *>22< V. ®2)2 L 9 J

ni2 - A21 - 0

M22 - - ——

12 . (e-a*) . fi - (lJ.) 1lcosec
9.'5.22 L At

Wystepujece wewzorach (4.15) wielkoéci oznaczone gwiazdke se brane
dla ustalonych wspétrzednych u”, u”™ ograniczajecych strefe zaburzenia.

4.3. Stan +aczny

Sktadajec oba rozwiezane stany, uzyskaay po ichdodaniu wzory opisuje-
ca uog6lnione sity przekrojowe dla ciegtych warunkéwpodparcia. Przecho-
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dzec odpowiednimi wzorami traneforotacyjnymi na wspédrzedne fizyczna (3.8)
otrzynaay:

Cos &

(4.16)

eosfiC

W rzeczywistosci sity 1 momenty i bede matymi wielko-
Sciami réznymi od zera, albowiem uog6lnione sity przekrojowe (4.16) w roz-
wigzaniach uscislonych musza by¢ uzupednione w mysl zwigzkéw fizycznych
(3.5) #*aczacych oba wymuszone etany.

5. PRZYKLAD LICZBOWY

Przyjeto konoide o wymiarach 2a - 36,0 m oraz 1 » 27,0 m ktorej kie-
rownice okresla funkcja

G-D

gdzie1l
e(© m arc tg | - arc tg m 0,2186689458,
f - strzatka kierownicy.
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Beton klasy B25 o E m 30 . 106 kN/m2.
Otrzymane sity przekrojowe przedstawiono na rys. 2.

Rys. 2. Wykresy sit przekrojowych

6. WNIOSKI

Analiza otrzymanego rozwigzania pozwala wyciggngé nastepujace wnioski:

1. Poprzez wprowadzenie wkasciwej parametryzacji udato sie uzyskaé¢ pro-
ste zwigzki (4.5) wigzace sity przekrojowe za pomocg funkcji F. Zwiagzki
te umozliwidy uzyskanie rozwigzania nieoeobliwego, co do tej pory dla sta-
+ej grubosci powdtoki byto nieosiggalne.

2. Dotychczasowe rozwiazania znane z literatury bazujaca na umownym
stanie btonowym dawaty w osi konoidy rozwigzania osobliwe. Konstruktorzy
opierajacy sie na takim rozwigzaniu byli zmuszeni wprowadza¢ obciecie po-
whoki powyzej Jej oei, co nie daje jednak pednej gwarancji, czy zastoso-
wany zabieg zostat dokonany w miejscu whasciwym.

3. Uzyskane sity przekrojowe daja pedne rozwigzanie nieosobliwe dgcz-
nie ze strefg przyoaiowe. Ponadto otrzymano poprawne rozwigzanie na alde
przekrojowg N~ dziatajaca wzdduz tworzgcych, rozciagajaca powtokg w
strefach bezgtowicowych, a Sciskajaca Ja w Srodkowym obszarze.
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CTATHWECKAFI PAEOTA KOHOHJLAJIbHOrO HEPEOKPMTHa
0 HOCTOHHHO2 TOJffiUfflOa

Pesbme

Ho chx nop b TexHunecKoii antxepaiype, KaoajoneScH. KOHOHAazBHLtx ofiojioReK,
odcysm ajioc tcjibko xax HaaHBaeMHfi yaeieH im fi kohoha. B Haoxoamefi padoxe aB-
XOpK AajjT cxaTHnecKHa aBaxH3 paOoiH KOHotwa CecnpepuBHoro noAnepxoro c y-
néTou €r0O npaocnoro npocTpaHOiIBa. DoayieHO HeBHpoaseaHoe peineme aa 0606 -

JjeKSHe CHAH,

STATICAL WORK OF THE CONOIDAL ROOF OF A CONSTANT THICKNESS

Summary

Till now in the literature has been described only a conoidal shell in
a truncated form. In this paper the authors have undertaken the statical
analysis of the work of the conoid uniformly supported included the axial
area. It has been obtained a nonsingular stress solution.



