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Stanistaw KEMPNY

PODSTAWY KOMPUTEROWEJ ANALIZY STATYCZNEJ PLASKICH USTROJOW
PRETOWYCH Z JEDNOSTRONNYMI WIDZAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwa sposoby obliczania ustro-
Jjow pretowych z Jednostronnymi wiezami metode przemieszczen. Zagad-
nienie sprowadzono do poszukiwania rozwiezanla dopuszczalnego pro-
gramowania liniowego.

1. WSTEP

Do ustrojow z Jednostronnymi wiezami moZna zaliczyé ustroje posiadaje-
ce elementy charakteryzujece sie znaczne sztywnos$cle w pewnych kierunkach
i réwnoczesnie znikome w kierunkach przeciwnych. Se to np. ustroje wypo-
sazone w wiotkie prety, ciegna bedz poteczenia pracujece w pewnym kierun-
ku. Z zagadnieniami statyki ustrojow z Jednostronnymi wiezami spotykany
sie przy obliczaniu ustrojéw ciegnowych, pretowo-clegnowych, a takze w
zagadnieniach kontaktowych, np. tawy fundamentowej lub ptyty fundamento-
wej z podtozem gruntowym na terenach podlegajecych wpdywom eksploatacji
gérniczej.

Celem pracy Jest opracowanie podstaw teoretycznych programu tworzecego
i rozwiezujecego roéwnania kanoniczne ustrojoéw pretowych z jednostronnymi
wiezami. Roéwnania kanoniczne ustrojow pretowych z Jednostronnymi wiezami
mozna uzyskaé¢, stosujec metode sit, metode przemieszczen w ujeciu klasycz-
nym, a takze wariant metody przemieszczen stosowany w programach kompute-
rowych. W pracy [3] do uzyskania roéwnan kanonicznych ustrojéow z Jedno-
stronnymi wiezami wykorzystano metode sit. W niniejszej pracy do tworze-
nia tych réwnan wykorzystano metode przemieszczen.

W pracy [I] podano metody sit 1 przemieszczen dla ustrojow 2z jedno-
stronnymi wiezami, a takze sprowadzono obliczanie tych ustrojéw do zada-
nia programowania kwadratowego. W pracy [2] zaproponowano rozwiezywanie
réwnan ustrojow z Jednostronnymi wiezami metode proéb.

2. TWORZENIE ROWNAN KANONICZNYCH USTROJOW Z JEDNOSTRONNYMI
WIEZAMI KLASYCZNA METODA PRZEMIESZCZEN

W wariancie klasycznym metody przemieszczern kazdy krok, toku postepo-
wania, ma swéj odpowiednik w toku postepowania metody sitt
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Metoda sit - uktad podstawowy otrzymujemy przez przeciecie wiezéw uzna-
nych za nadliczbowe m.in. jednostronnych i zasteplenie Ich sitami kto-

re moge byé przez te wiezy przeniesione (rys. lIb).Metoda przemieszczen

- uktad podstawowy metody przemieszczeh otrzymujemy przez dodanie wie-

z6w m.in. uzupedniajec wiezy jednostronne do dwustronnych. Niewiadome

przemieszczenia w miejscach wystepowania wiezéw Jednostronnych przyj-

muje sie o kierunkach nieograniczonych przez dodane fikcyjne wiezy jed-
nostronne Z1...Z+ na rys. 2a.

Rys. i

Metoda sit - postugujec sie uktadami pomocniczymi z sitami Jednostko-
wymi, dziatajecyni kolejno w miejscach wystepowania wiezéw jednostron-
nych 1 o kierunkach pracy wiezéw (rys. Ic), dochodzimy do réwnan kano-
nicznych ustrojéw z jednostronnymi wiezami, czy to z zasady wzajemno-
Sci prac Bettlego, czy tez z warunku na nieujemne wartosci przemiesz-
czen w usunietych wiezach Jednostronnych ustroju podstawowego [3] dla
i.J » 1,2...n

AJT -2 D .A >o. [6))

Metoda przemieszczen - postugujec sie uktadami pomocniczymi z wymuszo-
nymi przemieszczeniami jednostkowymi, kolejno w miejscach wprowadzo-
nych wiezéw Ffikcyjnych, o kierunkach nieograniczonych przez te wiezy
(rys, 2b), dochodzimy do réwnan kanonicznych ustrojéw z jednostronnymi
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pl A Tuktod podstawowy
uktad pomocniczy

TITn

j uktad pomocniczy
Rys. 2
wiezami, czy to z zasady wzajemnos$ci prac Bettlego, czy tez z warunku

na niedodatnie wartosci sit w dodatkowych wiezach jednostronnych ustro-
ju podstawowego (dodatkowe wiezy nie pracuje) dla i, « 1.2,...n

2z Tji+rjp+ro* °- @

gdzie:

X i - sity w przecietych wiezach m.in. Jednostronnych,

- przemieszczenia w uktadach pomocniczych jednostkowych,

Ajp, - przemieszczenia w uktadzie pomocniczym od obciezen i
wpiywow wystepujecych w uktadzie rzeczywistym,

D - sity w dodatkowych podporach w ukdfadach pomocniczych za-
pewniajacych ich geometryczne niezmiennosé,

A i przemieszczenia w uktadach podstawowym 1 rzeczywistym w
miejscu dodatkowych podpor jw.,

Z+ - przemieszczenia w uktadzie podstawowym m.in. w miejscu
dodatkowych wiezéw, w kierunku nieograniczonym przez te
wiezy,

rn - reakcje w ukdadach pomocniczych jednostkowych w dodatko-

wych wiezach,
r*p, r°r - reakcje w dodatkowych wiezach w uktadzie pomocniczym od
obciezen i wpktywéw wystepujecych w uktadzie rzeczywistym

Liczba réwnan (i) 1 (2) pokrywa sie z liczbe niewiadomych sit+ lub prze-
mieszczen. W roéwnaniach tych sidty w Jednostronnych wiezach oraz przemie-
szczenia nieograniczone przez te wiezy musze by¢ nieujemne, czyli

xI> °, Z+>0, dla i - i,2....n
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w uktadzie podstawowym 1 tym samym odpowiednio w ukd#adach pomocniczych
metody przemieszczen mozna by zatozyé przemieszczenia® w kierunku nieogra-
niczonym przez wiezy jednostronne rzeczywiste, woéwczas wspotczynniki i
wyrazy wolne wystepujece w nierownosciach (2) (r~. r”o> r"T> maje takie
same wartosci, lecz przeciwne znaki. Analogon nierdéwnosci (2) dla prze-
mieszczen odpowiadajecych wiezom rzeczywistym rézni sie wiec jedynie kie-
runkiem nieréwnosci (po pomnozeniu uk#adu réwnan (2) przez minus jeden) i
aa on interpretacje statyczne. NieréwnosSci te oznaczaje mianowicie,Ze si-
4y w rzeczywistych wiezach jednostronnych nie moge by¢ ujemne, tj. moge
by¢é przez te wiezy przeniesione.

Przyjaujec nleujemne niewiadome ostabiajece X ~ 0, mozemy analogon u-
k#adu nierdéwnosci (2) dla wiezdéw rzeczywistych zapisa¢é w postaci ukdadu
réownan :

2z rji + rdP + rjT " Xi 7 °* ®

gdzie X i Z oznaczaje odpowiednio wartosci sit i przemieszczenw rze-
czywistych wiezach m.in. jednostronnych.

Przeprowadzone rozwazania doprowadzity do bardzo prostego sposobu tworze-
nia réwnan kanonicznych ustrojéw z jednostronnymi wiezami polegajecym na:

1) traktowaniu wszystkich wiezéw Jednostronnych Jako dwustronnych, przy-
pisujac im w kierunku nieograniczonym przez te wiezy te same parametry
co w kierunku przeciwnym,

2) obliczeniu elementéw macierzy sztywnosci r” réwnan (3) Jako wartosci
sit reakcji wywotanych przemieszczeniami jednostkowymi.wymuszonymi ko-
lejno w kierunku nieograniczonym przez rzeczywiste wiezy jednostronne
(ak btedami montazowymi lub osiadaniem podpdr), (por. rys. la 1 2c),
a wyrazéw wolnych r”p i r~T Jako wartosci sit reakcji w tych wiezach
od obciezen i wptywéw zewnetrznych. Ustréj pomocniczy stuzecy do wy-
znaczania wspo6dczynnikéw przy niewiadomych Z i wyrazéw wolnych réw-
nan kanonicznych (3) jest ustrojem pozbawionym jednostronnych wiezéw,
mozna zatem do ich obliczenia wykorzystywa¢ odpowiednie programy kom-
puterowe.

Uktad roéwnan (3) dla przedstawionego sposobu ma tyle réwnan, ile jest wie-

z6w jednostronnych, lecz dwukrotnie wiecej niewiadomych (x 1 2) - nie-

ujemnych X >0 1 Z i 0.

Mamy zatem do czynienia z zagadnieniem poszukiwania rozwiezahla dopusz-

czalnego programowania liniowego ] z warunkami:

Zt - 0, gdy Xt> 0,

Xt -0, gdy Zt > O.
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3. WARIANT KOMPUTEROWY METODY PRZEMIESZCZEN
Zwiezki pomiedzy przemieszczeniami skdadowymi wezddéw ustroju pretowego
a zmiane ddugosci preta oraz ketem nachylenia jego cieciny po odksztakce-
niu se nastepujece (rys. 3):
13 - ¢ (YK-Yi5 -
sted zmiana dtugosci po odksztakceniu wynosi:

51j - (f6~-Szreoe«™ ¢ (Syk-iyl)sinfj, (4)

gdzie

a ket nachylenia cieciwy do osi prets przed odksztakceniem

(Sx.-5x£)I. - (x.-x.)SI
SAsin«” S —-———= b

Sted

- j- [ <Sxk-5x1)sinfy + (Syk-5yi)cosf]] ®
J

Rys. 3
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Momenty w przekrojach przywezdowych preta i-k mozna wyrazi¢ za pomoce ke-
tow obrotu koncéw pretow I, A oraz keta obrotu cieciwy preta j ~ np.
moment na koncu k wynosi:

®)

gdzie wspétczynniki Cj. c2 i ¢ przyjmuje wartosci 4,2 1 6 dla preta po-
teczonego w weztach 1,k sztywno, 3,0 i 3 w przypadku przegubu w wezie 1.
Wyrazenie na site poprzeczne na kohicu k na postac:

()

gdzie cM * 12 dla preta sztywno poteczonego z wezdami i oraz k, c¢c3*3
dla preta przegubowo poteczonego w jednym z wezkéw. Site oslowe w precie

)

We wzorach (6-8) sity wewnetrzne M, Q, N =z indeksem P oznaczaje war-
tosci tych sit od obcieZenia preta.

W wariancie komputerowym metody przemieszczen nie da ele unlkne¢ ko-
niecznosci wprowadzenia dodatkowych wiezow dwustronnych, gdyZ réwnania
transformacyjne (6-8) dotycze preta prostego o statych parametrach geome-
trycznych przekroju. W zwiezku z tym w réwnaniach metody przemieszczen,
oprécz przemieszczen w kierunku nieograniczonym przez wiezy jednostronne,
pojawiaje sie niewiadome kety obrotu i przemieszczenia wezdéw ustroju.

3.1. Warunki dla wiezéw jednostronnych

Dla fragmentu ustroju pokazanego na rys. 4 moment w wiezi jednostron-
nej wystepujecej w weZle k musi by¢ skierowany tak. Jak to pokazano na
rysunku.

Czyli

®

gdzie momenty w przekrojach przyweztowych pretéw J i p moZna wyrazi¢ za
pomoce wzoru (6), w ktérym zamiast naleZy podstawi¢ ~ + Z.

Oes$li pret ustroju moZe przenosi¢ wytecznie site rozclegsjece, to wyko-
rzystuj ec réwnanie (8) mozna napisaé¢ nieréwnosc¢:
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N " NKj *“I1 * z) A ox 109

W nieréwnosciach np. (9 i 10) oprécz ewentualnych przemieszczeh w wiezach

jednostronnych Z wystepuje niewiadome kety obrotu

i sktadowe przemiesz-
czenia wez4éw ustroju,

ktére nalezy wyeliminowaé¢ dla uzyskanie réwnan za-
wierajecych jako niewiadome wydecznie przemieszczenia o kierunku nieogra-
niczonym przez wiezy Jednostronne.

3.2. Roéwnania dla wezdéw ustroju

Ola kazdego wezta ptaskiego ustroju pretowego musze by¢ spednione trzy
warunki réwnowagi:
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) (NkJIBin® + «kjOO*A* © Pky

dla k m 1,2,.. .n,

gdzie:
n - oznacza liczbe wez#éw ustroju,
Mkw* Pkx* Pky ” stty zewnetrzne dziatajece na wezet k.

Wykorzystujec wzory (4-8), roéwnania te mozna przeksztaici¢ do nastepuje-
cej postaci:

2
<d) “1J3 |CA + c2™i * Zr(c e c2) + Fj[(ixk & 1)sin"<j-(5yk_i:yi)-

ecosTjj o - Mkw.
¢} 8in"j [c(W + Zr(c3 "o] + TJ (eajc°@"} o c3 *
XJ 3
0 8in<k> cosf. w
. sin )(ixk-~xi) + i- 1 (ea™--¢£ .
1J xd
+ -T1 °°*% Zr+l + Nkj CO8tfj - Qkj Bin% - pkx* v
J
\Y r 1 sin”™.cos'?, EJ,

" |J W83 tc | k) + 23~ * QU +-—It* J(EV ~ CJ*

GrEe5x1) + j- @A) sin2d + — £ ¢3 cos2fj )(Sy*-Syi)
3 XxJ
EA
=73 siny 2Fef T NY 8IR% 2iGqgeEsf = By Kk = 1.2...n.

W réwnaniach tych ket ~  odnosi sie do wektora o poczetku w wezle i oraz
koncu w wezle k.

W sumach wystepujacych w réwnaniach (Il) Jj przyjmuje wartosci numerdow
pretéw tworzecych wezet k.

Skdadniki réwnan (Il1) dotycze pretéw z jednostronnymi wiezami liniowymi i
ketowymi pokazanymi na rye. 4b i 5. Dla pretéw bez wiezéw jednostronnych
zachodzi m Zr+l - O.
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Z rownan (Il) oraz nierdéwnosci (9) 1 (10) nalezy wyellainowa¢ przemiesz-
czenia 4, fx 1 fiy. Doprowadzi to do réwnan kanonicznych ustrojéw preto-
wych z jednostronnymi wiezami, tj. réwnan o nieujemnych niewiadomych w
liczbie wiezéw jednostronnych, lecz o dwukrotnie wiekszej liczbie niewia-
domych, czyli do zagadnienia poszukiwania rozwiezenia dopuszczalnego pro-
gramowania liniowego. Tok postepowania zostanie zilustrowany na przykta-
dzie ustroju belkowego z jednostronnymi wiezami.

Rys. 5
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COMPUTER AIDED STATIC ANALYSIS OF PLANE BAR SYSTEMS
WITH UNILATERAL CONSTRAINTS

Summary

In this paper two approaches for static analysis of bar systems with

unilateral constraints by the use of the displacement method are presen-
ted. This problem is reduced to a problem of searching for a feasible so-

lution in linear programming.



