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PODSTAWY KOMPUTEROWEJ ANALIZY STATYCZNEJ PŁASKICH USTROJÓW 
PRĘTOWYCH Z JEDNOSTRONNYMI WIDZAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono dwa sposoby obliczania ustro­
jów prętowych z Jednostronnymi więzami metodę przemieszczeń. Zagad­
nienie sprowadzono do poszukiwania rozwięzanla dopuszczalnego pro­
gramowania liniowego.

1. WSTĘP

Do ustrojów z Jednostronnymi więzami moZna zaliczyć ustroje posiadaję- 
ce elementy charakteryzujęce się znacznę sztywnośclę w pewnych kierunkach 
i równocześnie znikomę w kierunkach przeciwnych. Sę to np. ustroje wypo­
sażone w wiotkie pręty, cięgna będź połęczenia pracujęce w pewnym kierun­
ku. Z zagadnieniami statyki ustrojów z Jednostronnymi więzami spotykany 
się przy obliczaniu ustrojów cięgnowych, prętowo-clęgnowych, a także w 
zagadnieniach kontaktowych, np. ławy fundamentowej lub płyty fundamento­
wej z podłożem gruntowym na terenach podlegajęcych wpływom eksploatacji 
górniczej.

Celem pracy Jest opracowanie podstaw teoretycznych programu tworzęcego 
i rozwięzujęcego równania kanoniczne ustrojów prętowych z jednostronnymi 
więzami. Równania kanoniczne ustrojów prętowych z Jednostronnymi więzami 
można uzyskać, stosujęc metodę sił, metodę przemieszczeń w ujęciu klasycz­
nym, a także wariant metody przemieszczeń stosowany w programach kompute­
rowych. W pracy [3] do uzyskania równań kanonicznych ustrojów z Jedno­
stronnymi więzami wykorzystano metodę sił. W niniejszej pracy do tworze­
nia tych równań wykorzystano metodę przemieszczeń.

W pracy [l] podano metody sił 1 przemieszczeń dla ustrojów z jedno­
stronnymi więzami, a także sprowadzono obliczanie tych ustrojów do zada­
nia programowania kwadratowego. W pracy [2] zaproponowano rozwięzywanie 
równań ustrojów z Jednostronnymi więzami metodę prób.

2. TWORZENIE RÓWNAŃ KANONICZNYCH USTROJÓW Z JEDNOSTRONNYMI
WIĘZAMI KLASYCZNĄ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ

W wariancie klasycznym metody przemieszczeń każdy krok, toku postępo­
wania, ma swój odpowiednik w toku postępowania metody siłt



156 S. Kempny

a) Metoda sił - układ podstawowy otrzymujemy przez przecięcie więzów uzna­
nych za nadliczbowe m.in. jednostronnych i zastęplenie Ich siłami któ­
re mogę być przez te więzy przeniesione (rys. Ib).Metoda przemieszczeń 
- układ podstawowy metody przemieszczeń otrzymujemy przez dodanie wię­
zów m.in. uzupełniajęc więzy jednostronne do dwustronnych. Niewiadome 
przemieszczenia w miejscach występowania więzów Jednostronnych przyj­
muje się o kierunkach nieograniczonych przez dodane fikcyjne więzy jed­
nostronne Z1...Z± na rys. 2a.

b) Metoda sił - posługujęc się układami pomocniczymi z siłami Jednostko­
wymi, działajęcyni kolejno w miejscach występowania więzów jednostron­
nych i o kierunkach pracy więzów (rys. lc), dochodzimy do równań kano­
nicznych ustrojów z jednostronnymi więzami, czy to z zasady wzajemno­
ści prac Bettlego, czy też z warunku na nieujemne wartości przemiesz­
czeń w usuniętych więzach Jednostronnych ustroju podstawowego [3] dla 
i.J » 1,2...n

Metoda przemieszczeń - posługujęc się układami pomocniczymi z wymuszo­
nymi przemieszczeniami jednostkowymi, kolejno w miejscach wprowadzo­
nych więzów fikcyjnych, o kierunkach nieograniczonych przez te więzy 
(rys, 2b), dochodzimy do równań kanonicznych ustrojów z jednostronnymi

Rys. i

A jT - 2  D . A  > o. (1)
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p ], A  T u k t o d  podstawowy
ukŁa d  pom ocniczy

TTTtn

j uktad p o m o c n ic zy

Rys. 2

więzami, czy to z zasady wzajemności prac Bettlego, czy też z warunku 
na niedodatnie wartości sił w dodatkowych więzach jednostronnych ustro­
ju podstawowego (dodatkowe więzy nie pracuję) dla i ,j « 1.2,...n

2 Z i  Tj i + rjp + rjT *  °- (2 )

gdzie:

X i - siły w przeciętych więzach m.in. Jednostronnych,
- przemieszczenia w układach pomocniczych jednostkowych, 

Ajp, - przemieszczenia w układzie pomocniczym od obciężeń i
wpływów występujęcych w układzie rzeczywistym,

D - siły w dodatkowych podporach w układach pomocniczych za­
pewniających ich geometryczne niezmienność,

A  i przemieszczenia w układach podstawowym i rzeczywistym w
miejscu dodatkowych podpór jw.,

Z± - przemieszczenia w układzie podstawowym m.in. w miejscu
dodatkowych więzów, w kierunku nieograniczonym przez te 
więzy,

r ^  - reakcje w układach pomocniczych jednostkowych w dodatko­
wych więzach,

r^p, r^r - reakcje w dodatkowych więzach w układzie pomocniczym od 
obciężeń i wpływów występujęcych w układzie rzeczywistym

Liczba równań (i) 1 (2) pokrywa się z liczbę niewiadomych sił lub prze­
mieszczeń. W równaniach tych siły w Jednostronnych więzach oraz przemie­
szczenia nieograniczone przez te więzy muszę być nieujemne, czyli

xl >  °, Ż± > 0, dla i - i,2....n
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w układzie podstawowym 1 tym samym odpowiednio w układach pomocniczych 
metody przemieszczeń można by założyć przemieszczenia' w kierunku nieogra­
niczonym przez więzy jednostronne rzeczywiste, wówczas współczynniki i 
wyrazy wolne występujęce w nierównościach (2) (r^. r^o> r^T > maję takie 
same wartości, lecz przeciwne znaki. Analogon nierówności (2) dla prze­
mieszczeń odpowiadajęcych więzom rzeczywistym różni się więc jedynie kie­
runkiem nierówności (po pomnożeniu układu równań (2) przez minus jeden) i 
aa on interpretację statycznę. Nierówności te oznaczaję mianowicie,Ze si­
ły w rzeczywistych więzach jednostronnych nie mogę być ujemne, tj. mogę 
być przez te więzy przeniesione.

Przyjaujęc nleujemne niewiadome osłabiajęce X ^  O, możemy analogon u- 
kładu nierówności (2) dla więzów rzeczywistych zapisać w postaci układu 
równań :

2 Z i rji + rdP + rjT " Xi ’ °* (3)

gdzie X i Z oznaczaję odpowiednio wartości sił i przemieszczeń w rze­
czywistych więzach m.in. jednostronnych.
Przeprowadzone rozważania doprowadziły do bardzo prostego sposobu tworze­
nia równań kanonicznych ustrojów z jednostronnymi więzami polegajęcym na:

1) traktowaniu wszystkich więzów Jednostronnych Jako dwustronnych, przy­
pisując im w kierunku nieograniczonym przez te więzy te same parametry 
co w kierunku przeciwnym,

2) obliczeniu elementów macierzy sztywności r ^  równań (3) Jako wartości 
sił reakcji wywołanych przemieszczeniami jednostkowymi.wymuszonymi ko­
lejno w kierunku nieograniczonym przez rzeczywiste więzy jednostronne 
(jak błędami montażowymi lub osiadaniem podpór), (por. rys. la i 2c),
a wyrazów wolnych r^p i r^T Jako wartości sił reakcji w tych więzach
od obciężeń i wpływów zewnętrznych. Ustrój pomocniczy służęcy do wy­
znaczania współczynników przy niewiadomych Z i wyrazów wolnych rów­
nań kanonicznych (3) jest ustrojem pozbawionym jednostronnych więzów, 
można zatem do ich obliczenia wykorzystywać odpowiednie programy kom­
puterowe.

Układ równań (3) dla przedstawionego sposobu ma tyle równań, ile jest wię­
zów jednostronnych, lecz dwukrotnie więcej niewiadomych (x 1 Z) - nie- 
ujemnych X > 0 i Z i  0.
Mamy zatem do czynienia z zagadnieniem poszukiwania rozwięzahla dopusz­
czalnego programowania liniowego f*] z warunkami:

Z t - 0, gdy Xt > 0,

XŁ - O, gdy Zt > O.
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3. WARIANT KOMPUTEROWY METODY PRZEMIESZCZEŃ

Zwięzki pomiędzy przemieszczeniami składowymi węzłów ustroju prętowego 
a zmianę długości pręta oraz kętem nachylenia jego cięciny po odkształce­
niu sę następujęce (rys. 3):

l3 - ♦ (Yk-Yi5 -

stęd zmiana długości po odkształceniu wynosi: 

5lj - (fó^-Sz^eoe«^ ♦ (5yk-iy1 )sinf;j ,

gdzie

xk~xi sinf. Vk-y i
* —  j ^

a kęt nachylenia cięciwy do osi pręts przed odkształceniem

(Sx.-5x± )l. - (x.-x.)Sl 
S ^ s i n « ^  S ---- —  •

( 4 )

Stęd

- j-  [" <Sxk-5x1 )sinf;( + (Syk-5yi )cosf;]]
J

(5)

Rys. 3
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Momenty w przekrojach przywęzłowych pręta i-k można wyrazić za pomocę kę- 
tów obrotu końców prętów “1^, ^  oraz kęta obrotu cięciwy pręta j  ̂ np. 
moment na końcu k wynosi:

gdzie współczynniki Cj. c2 i c przyjmuję wartości 4,2 1 6 dla pręta po- 
łęczonego w węzłach l,k sztywno, 3,0 i 3 w przypadku przegubu w węzie 1. 
Wyrażenie na siłę poprzecznę na końcu k na postać:

gdzie c^ * 12 dla pręta sztywno połęczonego z węzłami i oraz k, c3 * 3 
dla pręta przegubowo połęczonego w jednym z węzłów. Siłę oslowę w pręcie

We wzorach (6-8) siły wewnętrzne M, Q, N z indeksem P oznaczaję war­
tości tych sił od obcięZenia pręta.

W wariancie komputerowym metody przemieszczeń nie da elę unlknęć ko­
nieczności wprowadzenia dodatkowych więzów dwustronnych, gdyZ równania 
transformacyjne (6-8) dotyczę pręta prostego o stałych parametrach geome­
trycznych przekroju. W zwięzku z tym w równaniach metody przemieszczeń, 
oprócz przemieszczeń w kierunku nieograniczonym przez więzy jednostronne, 
pojawiaję się niewiadome kęty obrotu i przemieszczenia węzłów ustroju.

3.1. Warunki dla więzów jednostronnych

Dla fragmentu ustroju pokazanego na rys. 4 moment w więzi jednostron­
nej występujęcej w węZle k musi być skierowany tak. Jak to pokazano na 
rysunku.
Czyli

gdzie momenty w przekrojach przywęzłowych prętów J i p moZna wyrazić za 
pomocę wzoru (6), w którym zamiast naleZy podstawić ^  + Z.
Oeśli pręt ustroju moZe przenosić wyłęcznie siłę rozclęgsjęcę, to wyko­
rzystuj ęc równanie (8) można napisać nierówność:

(6)

(7)

(8)

(9)
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N " Nkj * “ I1  * z) ^  °* (10)

W nierównościach np. (9 i 10) oprócz ewentualnych przemieszczeń w więzach 
jednostronnych Z występuję niewiadome kęty obrotu i składowe przemiesz­
czenia węzłów ustroju, które należy wyeliminować dla uzyskanie równań za- 
wierajęcych jako niewiadome wyłęcznie przemieszczenia o kierunku nieogra­
niczonym przez więzy Jednostronne.

3.2. Równania dla węzłów ustroju

Ola każdego węzła płaskiego ustroju prętowego muszę być spełnione trzy 

warunki równowagi:
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(^) (NkJ8in^  + «kj00* ^ *  ‘ Pky “

dla k ■ 1,2,.. .n, 

gdzie:
n - oznacza liczbę węzłów ustroju,

Mkw* Pkx* Pky ” słły zewnętrzne działajęce na węzeł k.

Wykorzystujęc wzory (4-8), równania te można przekształcić do następuję- 
cej postaci:

2

<d
) “ IJ | CA  + c2^i * Zr(c • c2 ) + fj[(ixk‘ & i )sin'<j-(5yk_i:yi )- 

• cosfjj ♦ - M kw.

(̂ } 8in^j [c(W  + Zr(c3 " c)] + TJ (eajc°®^} ♦ c3 *

XJ 3
0 8in<f> cosf. w

. sin )(ixk-^xi ) +  i- 1 (e a  ̂ - — £  ♦

lJ xd

+ -T1  ° ° * %  Zr+l + Nkj C08tfj - Qkj Bin%  - pkx* (11)
J

V  r , 1 s i n ^ . c o s ' ? ,  E J ,

( j )  " “ I *  008*3 tC i  k) + Zr(c3 ^  ‘  C)J + ------ I t “ J -(EV ^ C3) *
J

(5x|t-5x1) + j- (EAj sin2^  + — £ c3 cos2fj )(Sy^-Syi)
3 XJ

EA
zr . 4 + N u  sinf »¡a, cos<£ - P. , k = 1,2. ..n.* T J  sln ĵ Zr+1 + Nkj 8 in'i’j + Qkj1>C08'<j * Pky

W równaniach tych kęt  ̂ odnosi się do wektora o poczętku w węźle i oraz 
końcu w węźle k.
W sumach występujących w równaniach (ll) j przyjmuje wartości numerów 
prętów tworzęcych węzeł k.
Składniki równań (ll) dotyczę prętów z jednostronnymi więzami liniowymi i 
kętowymi pokazanymi na rye. 4b i 5. Dla prętów bez więzów jednostronnych 
zachodzi ■ Zr+1 - O.
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Z równań (ll) oraz nierówności (9) 1 (lO) należy wyellainować przemiesz­
czenia ł ,  fx 1 fiy. Doprowadzi to do równań kanonicznych ustrojów pręto­
wych z jednostronnymi więzami, tj. równań o nieujemnych niewiadomych w 
liczbie więzów jednostronnych, lecz o dwukrotnie większej liczbie niewia­
domych, czyli do zagadnienia poszukiwania rozwięzenia dopuszczalnego pro­
gramowania liniowego. Tok postępowania zostanie zilustrowany na przykła­
dzie ustroju belkowego z jednostronnymi więzami.

Rys. 5
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COMPUTER AIDED STATIC ANALYSIS OF PLANE BAR SYSTEMS 
WITH UNILATERAL CONSTRAINTS

S u m m a r y

In this paper two approaches for static analysis of bar systems with 
unilateral constraints by the use of the displacement method are presen­
ted. This problem is reduced to a problem of searching for a feasible so­
lution in linear programming.


