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Wstep

Rozwo6]j technologii w dziedzinie telekomunikacji oraz sieci i systemow kompu-
terowych jest mozliwy m.in. dzieki wynikom rozwazan osiggnietych na polu teorii
kolejek zwanej rowniez teoria obstugi masowej. Przedmiotem zainteresowania teorii
kolejek sa systemy, w ktorych wystepuje zjawisko kumulacji naptywajacych zlecen,
ktore nastepnie w odpowiedni sposob zostaja obstuzone. Znaczenie tego typu sys-
temow stale wzrasta m.in. ze wzgledu na postepujaca informatyzacje spoteczenstw
oraz fakt, ze w ostatnich dziesiecioleciach internet stal sie nieodtacznym elemen-
tem zycia ludzi na calym $wiecie. Istotny wklad w rozwoj sieci komputerowych
wniost autor klasycznych podrecznikéw z teorii kolejek [1, 2] Leonard Kleinrock,
ktory jest przez wielu zastuzenie uwazany za ojca internetu. W jego laboratorium,
znajdujacym sie w Boelter Hall na Uniwersytecie Kalifornijskim, zbudowano jeden
z pierwszych weztow sieci ARPANET. Wspoélczesnie teoria kolejek jest powszechnie
wykorzystywana do oceny efektywnosci oraz zapewnienia odpowiednich wymogow
jakosciowych (QoS) roznego rodzaju systemoéw telekomunikacyjnych. Nalezy row-
niez zwréoci¢ uwage na fakt, ze teoria kolejek dobrze sie sprawdza w modelowaniu
zjawisk wystepujacych w innych gateziach nauk technicznych, a takze w zarzadzaniu
produkcja, ekonomii, logistyce, czy transporcie.

Tematyka niniejszej rozprawy wpisuje sie w nurt badan nad zagadnieniami po-
chodzacymi z teorii masowej obstugi, z naciskiem na analize systemoéw kolejkowych
znajdujacych zastosowanie w sieciach komputerowych i telekomunikacji. W szczegol-
nosci, przedmiotem rozwazan ujetych w pracy sa jednokanatowe modele kolejkowe
z poissonowskim strumieniem wejsciowym, skoniczonym buforem kolejki oraz mecha-
nizmem opdznionego wybudzania stacji obstugi po okresie jej bezczynnosci. Modele
kolejkowe z réznego rodzaju ograniczeniami dostepu do stacji obstugi sa obecnie
przedmiotem intensywnych rozwazan. Ze wzgledu na ich charakterystyczne wtasci-
wosci, mozna je wykorzysta¢ do modelowania proceséw zachodzacych np. w weztach
sieci komputerowych takich jak sieci IP, czy tez bezprzewodowych sieciach sensoro-
wych, w ktorych maja miejsce zjawiska zwiazane z akumulacja pakietéw w buforze
urzadzenia sieciowego, przetwarzaniem pakietow, utrata pakietéw na wskutek prze-
pelienia bufora, nieprzerwana obstuga pakietéw, czy tez opdznieniem kolejkowania

spowodowanym oczekiwaniem pakietéow w buforach itd. Ponadto, modele kolejkowe
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z ograniczeniami w dostepie do serwera umozliwiaja bardziej precyzyjny opis rze-
czywistych systemow, gdzie moze dojs¢ do tymczasowej dezaktywacji serwera, co
prowadzi do blokady procesu obstugi pakietow lub gdzie serwer po wybudzeniu po-
trzebuje pewnego czasu na osiagniecie petnej gotowosci operacyjnej. Ogolna postaé
zaprezentowanych w pracy wynikéw umozliwia modelowanie systeméw, w ktorych
obstuga pakietow jest realizowana wedtug dowolnych rozktadéw prawdopodobieri-
stwa, a w szczegdlnosci rozktadoéw z ciezkim ogonem, co ma niebagatelne znaczenie
w ocenie pracy sieci i systemow komputerowych [3-7].

Precyzyjne modelowanie kolejkowania ruchu sieciowego ma istotny wplyw na
projektowanie urzadzen sieciowych pod wzgledem ich wydajnosci, kosztow produk-
cji i uzytkowania. Przyktadem moga by¢ bezprzewodowe sieci sensorowe zbudowane
z przestrzennie rozproszonych czujnikoéw, ktére wykorzystywane sa do monitoro-
wania fizycznych i srodowiskowych warunkow, takich jak ci$nienie, temperatura,
wilgotnosé, czy tez hatas. Ze wzgledu na szeroki wachlarz zastosowan sieci senso-
rowych m.in. w monitorowaniu zanieczyszczenia powietrza, monitorowaniu nateze-
nia ruchu drogowego, projektowaniu systemoéw detekcji pozarow itp., wezly sieci
sg czesto rozmieszczone w trudno dostepnych miejscach. Stad wymiana ich Zrodet
zasilania jest problematyczna. Oszczednosé energii w kontekscie teorii kolejek jest
w ostatnim czasie zagadnieniem intensywnie eksplorowanym. W pracach 8, 9| zapre-
zentowano jednokanatowy model kolejkowy z poissonowskim strumieniem wejscio-
wym, nieskoniczonym buforem oraz opédznionym wybudzaniem serwera jako model
umozliwiajacy bardziej wydajne uzytkowanie baterii w weztach sieci sensorowych.
Podobnie, problem oszczednosci energii zostal poruszony w pracach [10-12], w kto-
rych przedstawiono modele kolejkowe z r6znymi mechanizmami wybudzania serwera.
Niemniej jednak, w literaturze wiekszo$¢ wynikéw analitycznych dla modeli kolejko-
wych z ograniczeniami w dostepnie do serwera dotyczy stanu ustalonego systemu.
Charakterystyki stanu ustalonego ilustruja dtugoterminowsa prace systemu, co daje
podstawy do oceny efektywnosci ich pracy. W praktyce jednak tranzytywna ana-
liza systemow kolejkowych jest niezbedna, co wynika m.in. z faktu wystepowania
w ruchu sieciowym zjawisk takich jak spietrzenie pakietow (ang. burstiness) [13-15],
dhugookresowa zaleznosé (ang. long-range dependence) |16, 17|, czy tez samopodo-
bieristwo (ang. self-similarity) [18-20], co moze prowadzi¢ do sytuacji, w ktorej stan
ustalony jest w krotkim horyzoncie czasu nieosiagalny dla systemu. Ponadto, tran-
zytywna analiza zachowania systemoéw kolejkowych dobrze ilustruje ich prace bez-
posrednio po ich uruchomieniu, w okresach przestojow, w sytuacjach destabilizacji
pracy serwera, a takze w przypadku, gdy stabilizacja systemu twa relatywnie dhugo

np. wskutek duzego obciazenia lub nieregularnego ruchu wejsciowego.
Zaprezentowane w pracy wyniki badan dotycza tranzytywnych charakterystyk

modeli kolejkowych ze skoniczonym buforem, jedng stacja obstugi zgloszen, poisso-

nowskim strumieniem wej$ciowym oraz mechanizmami N-progowej i probabilistycz-

16



Wstep

nej dyscypliny wybudzania serwera. Zalozenie skonczonosci bufora jest znaczace
w przypadku opisu procesow zachodzacych w sieciach komputerowych. Wystepu-
jace w ruchu sieciowym zjawiska maja niejednokrotnie charakter losowy o rozktadzie
prawdopodobienistwa z ciezkim ogonem, ktérego wariancja moze by¢ nieskonczona.
Stad nawet duze rozmiary buforéw kolejek w urzadzeniach sieciowych nie zapobie-
gaja wystepowaniu strat. Uzyskane w pracy wyniki analityczne podane sa w postaci
transformat Laplace’a oraz funkcji tworzgcych transformat Laplace’a charaktery-
styk, ktéore w praktyce moga postuzy¢ do zapewnienia odpowiedniej jakosci ustug
projektowanych systemoéw. W pracy uzyskano szczegdtowe wyniki dla charakterystyk
takich jak dtugosci kolejki, wirtualny czas oczekiwania oraz proces liczacy obstuzone
zgloszenia w modelach kolejkowych ze wspomnianymi wczesniej dyscyplinami wy-
budzania serwera. Na ich podstawie w prosty sposéb mozna wyznaczy¢ dtugosé
okreséw przepetienia bufora systemu, czy tez estymowaé¢ wspotczynnik strat. Po-
nadto, czesé zaprezentowanych charakterystyk odnosi sie zaréwno dla pojedynczego
jak 1 grupowego naptywu pakietéow do systemu.

Opisane w pracy wyniki badan zostaly uzyskane metodami analitycznymi i sa
zaprezentowane w postaci twierdzen, w ktorych odpowiednie charakterystyki maja
posta¢ funkcjonaléow zaleznych od parametrow modelu oraz rozktadow prawdopo-
dobienstwa, np. od intensywno$ci strumienia wejsciowego, rozmiaru bufora, czy roz-
ktadu prawdopodobienistwa czasu obstugi zgtoszen. Ponadto, przedstawione wyniki
teoretyczne zostaly uzupeklione o liczne przykitady numeryczne przygotowane za
pomocg Srodowiska obliczeniowego Mathematica 9.0.1.0. Poprawnos¢ zaprezento-
wanych rozwazan zostata zweryfikowana metoda symulacji zdarzen dyskretnych przy

pomocy pakietu SimPy 3.0.7 jezyka programowania Python 3.4.

Zasadnicza czesé zawartych w pracy rozwazan, a mianowicie rozdziaty 3, 4 za wy-
jatkiem sekcji 3.1.5 stanowg oryginalne wyniki badan autora. Uzyskane m.in. na pod-
stawie metodologii wtozonych tancuchéow Markowa, metody potencjatu btadzenia
losowego, twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym dla cigglych zmiennych
losowych oraz teorii odnowy wyniki zostaly w wiekszosci zaprezentowane na mie-
dzynarodowych konferencjach, opublikowane w materialach konferencyjnych oraz

miedzynarodowych czasopismach, natomiast cze$¢ jest aktualnie recenzowana.
Cel rozprawy

Celem rozprawy jest stochastyczna analiza modeli kolejkowych z ograniczonym
dostepem do stacji obstugi i progowq bgdz probabilistyczng dyscypling wybudzania

serwera, a przedstawione w niej rezultaty badan dotyczq

e precyzyjnego i efektywnego modelowania ruchu sieciowego, gdzie uwzgledniony
jest skonczony rozmiar buforow urzqdzen sieciowych oraz mechanizmy wybu-

dzania serwera,

o Lluczowych charakterystyk modeli w stanie ustalonym @ nieustalonym wyzna-
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czonych analitycznie w postaci jawnes;
e strumienia wejSciowego w postaci zarowno pojedynczych jak i grup pakietow;
e numerycznej analizy funkcjonowania rozwazanych modeli.

Teza rozprawy

Metody matematyczne oparte na wtozonych tarncuchach Markowa, potencjale blg-
dzenia losowego, twierdzeniu o prawdopodobienstwie catkowitym dla ciggtych zmien-
nych losowych oraz zagadnieniach pochodzgcych z teorit odnowy i algebry liniowe)
dajg mozliwosé precyzyjnego i efektywnego modelowania zachowania systemow ko-
leskowych z roznymi dyscyplinami wybudzania stanowiska obstugi zarowno w stanie

ustalonym jak @ nieustalonym.

Dzieki zawartym w pracy wynikom badan mozna m.in. odpowiedzie¢ na pytania
jak zmiana intensywnosci wptywu pakietéw do routera IP, czy wezta bezprzewodowe;j

sieci sensorowej wplywa na:
- dlugosé kolejki,
- wspotezynnik utraty pakietow,

- czas trwania okreséw przestoju (okresow energooszczednych) oraz okresow

pracy serwera,
- czas oczekiwania pakietow w buforze urzadzenia sieciowego,

- liczbe transmitowanych pakietéw w okreslonym czasie.

Podobne pytania mozna zada¢ w kontekscie zmiany szybkosci obstugi pakietow przez
serwer. Ponadto, mozliwe jest zbadanie, jaka jest relacja pomiedzy wyzej wymienio-
nymi zjawiskami, a stanem poczatkowym systemu, gdzie zaaplikowana jest probabi-
listyczna dyscyplina wybudzania. Wazna kwestia, ktéra rowniez mozna rozstrzygnaé
na podstawie materialow zaprezentowanych w rozprawie jest okreslenie, po jakim
czasie praca systemu stabilizuje sie oraz jaki wplyw na stabilizacje systemu ma jego

stan poczatkowy.

Zawarte w pracy wyniki zostaly przedstawione wedlug nastepujacego porzadku.
W Rozdziale 1 opisano wstepne informacje na temat teorii kolejek, a takze wykorzy-
stanej w badaniach metodologii. Kolejny Rozdzial 2 przedstawia znane juz wyniki na
temat zaleznych od czasu rozktadéw prawdopodobienistwa dtugosci kolejki oraz op6z-
nienia kolejkowania w systemach typu M/1/G/K. Rozdzialy 3 i 4 stanowia gltowna
czes¢ rozprawy. Zaprezentowanie w nich rezultaty dotycza tranzytywnych charak-
terystyk dtugosci kolejki, op6znienia kolejkowania oraz procesu liczacego obshuzone

zgloszenia w modelach typu M/1/G /K odpowiednio z N-progowa i probabilistyczna
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dyscyplina wybudzania serwera. Wyniki odnosza sie do kolejkowania proceséw Po-
issona, a czes¢ z nich dotyczy réwniez ztozonych proceséw Poissona. Informacje
uzupetniajgce dotyczace wykorzystywanych narzedzi matematycznych znajduja sie
w czesci A dotaczonego zatgcznika, natomiast kod programu umozliwiajacego prze-

prowadzenie odpowiednich symulacji mozna znalez¢ w czesci B zatacznika.
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Rozdzial 1

Teoria kolejek

Teoria kolejek, nazywana rowniez teorig masowej obstugi, jest rozwazana jako ga-
taz zwiazanej z teorig decyzji dyscypliny zwanej badaniami operacyjnymi. Ponadto,
jest ona silnie zwiazana z teorig prawdopodobienistwa, matematyka stosowana, jak
rowniez informatyka i telekomunikacjg. Obecnie teoria kolejek jest skutecznym na-
rzedziem wykorzystywanym do modelowania i analizy wydajno$ci ztozonych syste-
mow, takich jak sieci komputerowe, systemy telekomunikacyjne, a takze znajduje
zastosowanie w logistyce, systemach produkcyjnych oraz réznego rodzaju systemach
obstugi klientow, takich jak np. kolejki w sklepach, lotniskach, stacjach obstugi sa-

mochodow.

1.1. Historia

Historia teorii kolejek siega poczatkow XX wieku, kiedy to duriski inzynier A. K.
Erlang, zainspirowany m.in. pomystami Johannsena [21]|, w 1909 roku opublikowat
artykut [22], w ktorym dowodzit, ze losowa liczba potaczen telefonicznych w okre-
slonym czasie ma rozklad Poissona. Nastepnie w roku 1917 Erlang w pracy [23]
przedstawil wzory na prawdopodobienistwo blokady zadan klienta oraz prawdopo-
dobienstwo opodznienia obstugi klienta, ktére w duzej mierze zostaly uzupelnione
w latach trzydziestych dwudziestego wieku przez Pollaczka i Chinczyna w pracach
[24, 25|, w ktorych srednie opdznienie kolejkowania i srednia dtugosé kolejki w mo-
delu typu M/G/1 zostaly opisane za pomoca formul Pollaczka-Chinczyna. Niedoce-
nianym pionierem teorii kolejek byt Engset, ktory dwa lata przed Erlangiem, w 1915
roku, wyprowadzit formule na prawdopodobieristwo blokady systemu, co zostato
opublikowane w 1918 roku w artykule [26]. Molina w pracy [27] z 1927 roku opisal
zastosowanie teorii prawdopodobienstwa w problemie trunkingu telefonicznego. Rok
pozniej zostala opublikowana ksiazka Fry’a [28], w ktorej rozwinieto wyniki rozwa-

zan Erlanga. Ponadto, znaczy wplyw w rozwoj teorii kolejek w tamtym okresie mieli
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rowniez Crommelin, Feller, Jensen, czy Kolmogorov (wiecej informacji na ten temat

mozna znalez¢ w [29]).

Wieksze zainteresowanie ta dziedzing badan nastapilo w latach pieédziesiatych
ubieglego wieku. Okreslenie teoria kolejek po raz pierwszy pojawito sie w pracy
Kendalla [30], ktory dwa lata pozniej w artykule [31] zaproponowal notacje A/B/C
umozliwiajaca uporzadkowanie systemow masowej obstugi. Notacja Kendalla zostata
nastepnie rozwinieta w pracy Lee [32| z roku 1966 roku. Ponadto, Kendall w [31]
zaproponowal wykorzystanie wtozonych tancuchéw Markowa do analizy systemow
kolejkowych. Wtozone tancuchy Markowa zostaly rowniez wykorzystane przez Lin-
dley’a w pracy [33] z roku 1952 do sformutowania ukladu réwnan catkowych dla
rozkladu prawdopodobienstwa opdznienia kolejkowania w systemach typu GI/G/1.
Rozwiniecie wynikow badan Lindley’a mozna znalez¢ w pracy Smitha [34], a koncep-
cja wykorzystania wtozonych tancuchéw Markowa do analizy systemoéow kolejkowych
doprowadzita do zastosowania teorii odnowy na tym polu w nastepnej dekadzie. Cox
w 1955 roku zaproponowal analize niemarkowowskich modeli [35] oraz zauwazyt,
ze wiele procesow stochastycznych wystepujacych w modelach kolejkowych mozna
sprowadzi¢ do markowowskich poprzez dodanie zmiennej uzupetniajacej. Jackson
w artykule [36] z 1957 roku zaprezentowal model sieci kolejkowych, ktore obec-
nie nazywane sg sieciami Jacksona. W latach siedemdziesiatych sieci Jacksona ze
wzgledu na swoja uniwersalno$é¢ byly wykorzystywane w wielu kontekstach, mie-
dzy innymi w systemach, ktére mozna uznaé za pierwowzor dzisiejszych sieci LAN.
W 1958 roku Finch w pracy [37] rozwazyt zachowanie systeméw masowej obstugi
w zaleznoéci od rozmiaru kolejki. W tym samym roku zostat opublikowany pierwszy
podrecznik dotyczacy teorii kolejek napisany przez Morse’a [38], natomiast Haight
w [39] wprowadzil koncept systemu z dwiema réwnolegtymi poczekalniami. White
i Christie w pracy [40], rowniez z 1958 roku, rozwazyli rozklad dtugosci kolejki
w przypadku awarii stanowiska obstugi. W 1961 roku zostal opublikowany dowod
znanego twierdzenia Little’a [41], sformutowanego przez Morse’a w 1958 roku, ktore
mowi, ze Srednia liczba zgloszen w dowolnym systemie kolejkowym jest réwna ilo-
czynowi Sredniego czasu ich przebywania w systemie oraz $redniej intensywnosci ich

naptywu do systemu.

W roku 1954 zostata opublikowana praca Bailey’a [42], w ktorej przedstawiono
tranzytywna charakterystyke systemu typu M /M/1, co mialo znaczacy wplyw na
rozw6]j niestacjonarnej analizy modeli kolejkowych. W latach szesédziesiatych ubie-
glego wieku zaczeto sie pojawiaé¢ coraz wiecej prac na temat standéw nieustalonych
systemow kolejkowych. Takacs w serii artykutow [43-45] scharakteryzowal zachowa-
nie systeméw kolejkowych zaré6wno w stanie tranzytywnym jak i ustalonym. Jego
ksiazka [46] z 1962 roku jest dobrym zZrédlem informacji na ten temat. W pozniej-
szym czasie tematyka tranzytywnej analizy systemoéw kolejkowych byta sukcesyw-

nie eksploatowana w zakresie metod symulacyjnych m.in. przez Gafariana, Anc-
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kera i Morisaku’a w [47| z roku 1976, de Souza e Silve, Gaila i Camposa w [4§]
z 1995 roku, Grassmanna w [49] z 2008 roku. Analityczne rezultaty badan doty-
czacych analizy tranzytywnej systemow kolejkowych mozna znalezé w pracy Gras-
smanna [50| z 1977 roku, w pracy Pegdena i Rosenshine’a [51] z 1982 roku, gdzie cha-
rakterystyki kolejkowe zostaly przedstawione w zwartej postaci. W pracy Odoniego
i Rotha [52] wykazano istotny wplyw stanu poczatkowego systemu na jego zachowa-
nie w pierwszych chwilach jego ewolucji. Zwarta posta¢ wynikéw uzyskanych przez
Keltona i Lawa [53] umozliwita badanie efektywnosci systemow kolejkowych typu
M /M /c, co zostalo rozszerzone przez Keltona dla systemow M/ Ey /11 Ey/M/1 |54].
Ponadto nalezy zwroci¢ uwage na prace Parthasarathy’ego [55] z 1987 roku, Abate
i Whitta [56] z 1988 roku, w ktorej wykorzystano transformate Laplace’a do analizy
tranzytywnej oraz prace Leguesdrona, Pellaumaila, Rubino i Sericola [57|, w ktorej
przestawiono analize tranzytywna oparta na funkcjach tworzacych. Alternatywnym
podejsciem do analizy systemow kolejkowych w stanie ustalonym i nieustalonym jest
aproksymacja dyfuzyjna szerzej opisana w [58-62].

W 1961 roku zostal opublikowany artykul Kleinrocka [63|, za sprawa ktorego,
teoria kolejek stala sie wazna w ocenie pracy maszyn cyfrowych wykorzystywa-
nych do przetwarzania informacji. Gordon i Newell w 1967 roku wprowadzili kon-
cept zamknietych sieci kolejkowych [64], co stanowilo rozszerzenie zaproponowanego
przez Jacksona modelu sieci. W tym samym roku zostal rowniez opublikowany ar-
tykut Skinnera [65] z rozwazaniami na temat priorytetowych systemow kolejkowych
M/G/1, natomiast w 1968 roku zostata wydana ksiazka Jaiswala [66], ktora byta
poswiecona tej tematyce. Rok po6zniej Mandelbaum i Avi-Itzhak wprowadzili idee
systemow kolejkowych Folk-Join [67], ktore w podzniejszym czasie znalazty zastoso-
wanie m.in. w projektowaniu macierzy RAID, czy obliczeniach rownolegtych. Buzen
w pracy [68] z 1973 roku zaproponowat iteracyjna metode obliczeniowa wyznaczania
ilodci zgloszen w zamknietych sieciach kolejkowych. W celu analizy charakterystyk
zamknietych sieci kolejkowych, Lavenberg i Reiser opracowali algorytm mean value
analysis opublikowany w 1980 roku [69], wykorzystywany do wyznaczania wartosci
sredniej dtugosci kolejki oraz czasu pobytu zgloszen w systemie. Badania w tym

zakresie byty kontynuowane m.in. w pracach |2, 70-75].

Intensywne badania w dziedzinie teorii kolejek doprowadzity do jej gwaltownego
rozwoju na wielu ptaszczyznach, zaréwno w kontekscie rozwazan teoretycznych jak
i praktycznych, co przejawia sie duza iloscig publikacji na ten temat. Nalezy zwro-
ci¢ uwage na fakt, ze wazna klasa modeli kolejkowych sa systemy typu M/G/1,
ktore stanowia podstawie do rozwijania modeli o bardziej skomplikowanej struktu-
rze, a badania na ich temat trwaja nieprzerwanie do dzi$ [76-80|. Ponadto, w kon-
tekscie niniejszej pracy wazna role odgrywaja modele kolejkowe, w ktorych obstuga
zgloszen przebiega wedlug pewnych szczegolnych dyscyplin. Wiecej informacji na ich

temat znajduje sie m.in. w [81-87|. Mozna zauwazy¢, ze wykorzystywany do analizy
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systemow obstugi masowej aparat matematyczny poczatkowo oparty na teorii praw-
dopodobieristwa zmienial sie na przestrzeni lat i rozszerzal w kierunku innych gatezi
matematyki. Na przyktad Neuts w ksiazce [88] z 1981 roku zaproponowal metody
analityczne w zakresie teorii kolejek oparte na formalizmie macierzowym, co byto

przedmiotem zainteresowania m.in. w [89-93|.

Na przestrzeni ostatnich 30 lat zostalo napisanych wiele znakomitych ksiazek
na temat teorii kolejek i jej zastosowari, ktore na dany moment stanowity swoiste
kompendia w tym zakresie. Stad, konczac niniejsza sekcje, mozna odestaé czytelnika
do pozycji ksiazkowych [61, 94-101| stanowiacych dobra podstawe do studiéow nad
ta dziedzing wiedzy.

1.2. Strumien zdarzen

Ocena wydajnosci systeméw modelowanych za pomoca teorii kolejek zaczyna
sie od scharakteryzowania zachowania Zrédla ruchu w systemie. Do tego celu wy-
korzystywane sg strumienie zdarzen, ktoére w kontekscie teorii kolejek nazywane sg

rowniez strumieniami zgloszen.

Strumieniem zdarzen [102] nazywamy proces stochastyczny {Y,,,n € N } (sek-
cja A.2), taki ze 0 < Y; < Yy < ..., tzn., ktorego przyrosty Y, ;1 — Y, sa dodatnie.
Zmienne losowe Y7, Ys, ... reprezentuja chwile, w ktérych nastepuje zajscie pewnego
powtarzajacego sie zdarzenia, stad tez nazywane sa momentami zdarzen. Kazdy
strumieni zdarzenn {Y,,n € N,} moze by¢ okreslony rowniez na dwa alternatywne

sposoby, co ilustruje rysunek 1.2.1.

===

0 Y Ys Y3 t Y3

Rys. 1.2.1. Przyklad opisu strumienia zdarzen za pomoca momentéw zdarzen
{Y,,n € N1}, czasow pomiedzy kolejnymi zdarzeniami {Z,,,n € Ny} oraz procesu licza-
cego { Ny, t > 0}.

Pierwszy sposob jest oparty na reprezentujacych czasy pomiedzy zajsciami ko-
lejnych zdarzeni zmiennych losowych {Z,,,n € N, }, ktore sa przyrostami zmiennych
Yi,Yo, ..., tzn. Z; =Y, oraz Z, =Y, — Y,,_1 dlan > 1. Podobnie, kazda chwila Y}
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moze by¢ okreslona za pomoca {Z,,n € N} w postaci

Y=Y Z. (1.2.1)

Stad tez, okreslajac strumien wejsciowy w systemach kolejkowych, zamiennie wyko-

rzystuje sie momenty zdarzen oraz czasy pomiedzy kolejnymi zdarzeniami.

Druga alternatywa opisu strumienia zdarzen jest proces liczacy { Ny, t > 0} (sek-
cja A.2.1), gdzie dla kazdego t > 0 zmienna N; okresla liczbe zdarzen, ktore zaszty
do czasu t. Dlan > 1 oraz t > 0 pomiedzy Y,, i N; zachodzi nastepujaca relacja

{Y, <t} ={N, > n}, (1.2.2)

gdzie {Y,, <t} i {N; > n} opisuja odpowiednio fakty, ze n-ty moment zdarzeri miat

miejsce do czasu 7 < t oraz w chwili 7 zostalo zliczonych n zaj$¢ zdarzen.
Przedstawiony powyzej opis strumienia zdarzen oraz jego alternatywne formy

opisu sg wykorzystywane w teorii kolejek zaréwno do okreslania strumienia wejscio-

wego zgloszen, jak i procesu liczacego obstuzone zgloszenia.

Zakladajac dodatkowo, ze przyrosty Ny — Ny, dla 0 < s < ¢ sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi z rozktadami Poissona (sekcja A.1.5.1) z parametrem A(t — s)
otrzymujemy strumieni Poissona (sekcja A.2.2), gdzie 1/) jest $rednim czasem po-
miedzy nastepujacymi po sobie zdarzaniami. Strumienn Poissona jest najstarszym
modelem ruchu sieciowego (23, 103], wykorzystywanym powszechnie do dzis, m.in.
z powodu jego wlasnosci braku pamieci. Ponadto, w praktyce wykorzystuje sie row-
niez systemy kolejkowe z strumieniem zgtoszenn w postaci ztozonego procesu Poissona
(sekcja A.2.3), co umozliwia modelowanie rozmiaréw grup pakietow naplywajacych

do systemu.

1.3. Systemy kolejkowe
Typowy model kolejkowy jest charakteryzowany przez:

1) Strumien wejsciowy, ktorego zachowanie okresla strumienri zdarzeni okreslony
w sekcji 1.2 w postaci procesu stochastycznego opisujacego losowy naplyw
zgloszen do systemu. Strumien zgloszen czesto jest charakteryzowany przez
Sredni czas % pomiedzy kolejnymi wpltywami zgloszeri lub intensywno$é na-
ptywu zgloszeri \. W zaleznosci od kontekstu zamiennie stosuje sie okreslenia:
klient, zgloszenie, pakiet, zadanie, wiadomos¢ itp. Ze wzgledu na strukture
matematyczng strumienia zdarzeri, mozliwa jest charakterystyka strumienia
wejsciowego poprzez rozktady prawdopodobieristwa czaséw pomiedzy nastepu-

jacymi po sobie wptywami zgloszen. Zazwyczaj zaktada sie, ze czasy pomiedzy
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)

naptywami kolejnych zgloszen sa opisywane za pomoca niezaleznych zmien-
nych losowych o tych samych rozktadach prawdopodobieristwa. Stad czesto
strumien wejsciowy jest modelowany za pomoca proceséw Poissona. Wéowczas
czasy pomiedzy naptywami kolejnych zgloszen podlegaja rozktadom wyktad-
niczym. W szczegbélnym przypadku mozna zatozyé¢, ze zgloszenia naptywaja
do systemu w stalych odstepach czasu, w wyniku czego strumieri wejsciowy
bedzie opisany w sposob deterministyczny. Ponadto, grupowy wplyw pakie-
tow do systemu moze by¢ modelowany m.in. za pomoca ztozonych procesoéw

Poissona.

Czas obstugi zgloszen okreslony jest za pomoca zmiennej losowej z rozkta-
dem prawdopodobieristwa opisanym dystrybuanta F. Zazwyczaj okresla sie
Sredni czas obstugi zgloszen i lub intensywno$¢ ich obstugi p. W zaleznosci
od modelowanego problemu, zamiennie stosuje sie okreslenia: obstuga, serwis,
transmisja. Modelujac obstuge zgtoszen zaktada sie, ze czas ich obstugi nie
zalezy od strumienia wejsciowego. Nalezy zwroci¢é uwage na fakt, ze czas po-
bytu pakietu w systemie rézni sie¢ od czasu jego obstugi, co wynika z opdznien
kolejkowania spowodowanych oczekiwaniem pakietu na obstuge w buforze ko-
lejki w sytuacji, gdy stanowisko obstugi jest zajete. Podobnie jak w przypadku

strumienia wejsciowego, obstuga zgloszen moze przebiegaé grupowo.

Dyscyplina obstugi zgloszen okresla kolejnos¢ wyboru zgloszen z kolejki, ktore
nastepnie trafiaja na stanowisko obstugi. Wyrdznia sie m.in. nastepujace algo-

rytmy szeregowania:

— FIFO (first in, first out) - kolejno$¢ obstugi nastepuje zgodnie z porzad-
kiem wptywu zgloszen do systemu;

— LIFO (last in, first out) - jako pierwsze obstugiwane jest zgltoszenie, ktore
pojawilo sie ostatnie w systemie, co odpowiada stosom, np. stos danych,

stos w magazynie;
— SIRO (service in random order) - kolejno$¢ obstugi zgtoszen jest losowa,;

— priorytetowa obstuga zgtoszen, np. pierwsze wybierane sg zgloszenia, kto-

rych obstuga jest najkrotsza;

— Round robin (algorytm kotowy) - kazdemu zgloszeniu w systemie zostaje
nadany odpowiedni przedzial czasowy, w ktorym zgloszenie ma zostaé
obstuzone. W przypadku, gdy serwis zgloszenia nie zostanie ukonczony
w danym przedziale czasowym, wowczas zgloszenie ponownie trafia na

koniec kolejki.

Dtugosé kolejki okresla ilos¢ miejsc, na ktoérych sa akumulowane zgloszenia
oczekujgce na obstuge. Okreslenie kolejka bywa zastepowane np. przez pocze-

kalnia, czy bufor. Jezeli w systemie kolejkowym zachodzi sytuacja, w ktorej
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wszystkie miejsca w kolejce sa zajete, wowczas kazde nastepne przychodzace

zgloszenie opuszcza system bez obstugi.

5) Liczba identycznych stanowisk obstugi, ktore sa odpowiedzialne za réwnole-
gla obstuge zgtoszen. Stanowiska moga mie¢ wspotdzielong kolejke lub tez
oddzielne kolejki. Zamiennie stosuje sie okreslenia stanowisko obstugi, stacja

obstugi, kanal obstugi i serwer.

6) Reakcja klientow na oczekiwanie w kolejce. W niektorych przypadkach mozna
bra¢ pod uwage sytuacje, w ktorej klienci, zniecierpliwieni oczekiwaniem w ko-
lejce, opuszczaja ja. Tego typu sytuacje moga zachodzi¢ w przypadku kolejek
w sklepach lub centralach telefonicznych: jezeli numer jest zajety, klient po

pewnym czasie ponawia probe ponownego potaczenia sie z centrala.

Na rysunkach 1.3.1 przedstawiono schemat typowych systemoéw masowej obstugi

z jednym i wieloma stanowiskami obstugi.

obshugi

oy
aCh
oy

Stanowiska

obshugi
(a) (b)

Rys. 1.3.1. Schemat typowego systemu kolejkowego (a) z jednym stanowiskiem obstugi,

(b) z wieloma stanowiskami obstugi.

1.4. Notacja Kendalla

Do klasyfikacji systeméw kolejkowych wykorzystuje sie wprowadzong przez Ken-
dalla [31] notacje A/B/C, ktora pozniej zostala rozszerzona w pracy [32] o dodat-
kowe symbole K, L, D. W wyniku czego A/B/C/K/L/D okresla system kolejkowy,
gdzie

- A okresla rozktad zmiennej losowej czasu miedzy kolejnymi zgloszeniami,
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B okresla rozktad zmiennej losowej czasu obstugi zgloszen,

C oznacza liczbe identycznych stanowisk obshtugi,

K oznacza dtugosé kolejki,

L oznacza wymiar zrodta zgloszen,

D oznacza dyscypline obstugi zgloszen.

W przypadku, gdy K lub L sa pominiete, zaktada sie, ze dtugos¢ kolejki lub wy-
miar zrodla zgloszen rozpatrywanego modelu sa nieskoriczone. Ponadto, w notacji
Kendalla literom A i B moga odpowiada¢ m.in. symbole D, M, Ey, H;, G, ktore
oznaczaja odpowiednio rozktad deterministyczny, wykltadniczy (sekcja A.1.5.2), roz-
ktad Erlanga rzedu k (sekcja A.1.5.3), hiperwyktadniczy z parametrem ksztaltu k
(sekcja A.1.5.5), rozklad dowolny.

1.5. Ocena wydajno$ci modeli kolejkowych

Systemy kolejkowe ze skoriczonym buforem (rozmiarem kolejki) stanowia pod-
stawe w modelowaniu kolejek zgloszen wystepujacych w weztach sieci komputero-
wych, czy tez sieci telefonii komorkowych [104]. Stad wiedza na temat stochastycz-
nych charakterystyk dotyczacych m.in. zachowania sie dtugosci kolejki czy czasow
trwania okreséw przepelnienia bufora ma kluczowe znaczenie w ocenie efektywnosci
modelowanej sieci [105, 106]. Wykorzystujac informacje na temat ruchu pakietow
w wezle sieci, mozliwe jest m.in. ustalenie odpowiedniego rozmiaru bufora systemu,
w zaleznosci od intensywno$ci naptywu i obstugi zgloszeni, w celu ograniczenia liczby
utraconych pakietéw. Ponadto, mozliwa jest analiza ilosci potrzebnej pojemnosci
pamieci weztow sieci komunikacyjnych w przypadku zgtoszen o losowej objetosci
[107, 108|. Dobor odpowiedniej intensywnosci obstugi zgloszen umozliwia z jednej
strony zmniejszenie czasu pobytu pakietéw w systemie, a z drugiej strony moze
mie¢ wplyw na energooszczedno$é weztow sieci. Zatem, modele kolejkowe sa po-
mocne m.in. w ustaleniu kompromisu pomiedzy kosztem obstugi zgloszen, a rozmia-
rem bufora systemu lub czasem oczekiwania w kolejce. Ocena wydajnosci modeli
kolejkowych polega na wyznaczeniu probabilistycznych charakterystyk dotyczacych

m.in.

dtugosci kolejki (liczby zgloszenn w systemie),

op6znienia kolejkowania,

liczby obstuzonych zgtoszen,

okresow zajetosci systemu,
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okresow przepelnienia bufora,

okresow bezczynnosci stacji obstugi,

wspotczynnika strat,

wspotczynnika wykorzystania stanowiska obstugi.

Jedna z podstawowych wielkosci charakteryzujacych systemy kolejkowe jest wspot-
czynnik obciazenia stanowiska obstugi. Zaktadajac, ze A okresla intensywnos¢ na-
pltywu zgloszenn do systemu, natomiast p okresla intensywnosé ich obstugi (czyli
liczbe zgloszeni obstugiwanych w jednostce czasu), obciazenie serwera jest opisane

przez wielko§é

-z 151
P (1.5.1)

gdzie c jest liczba stanowisk obstugi. Jednym z warunkoéw zapewniajacych stabil-
nos$¢ pracy systemow kolejkowych jest, by p < 1. W przypadku systemow M /M /c
jest to warunek wystarczajacy, aby system byl stabilny. Dla p = 1 system moze
osiagnaé stan stabilny, tylko w przypadku, gdy naplyw zgloszen i ich obstuga sa

deterministyczne.

Innymi waznymi charakterystykami sa oczekiwana liczba zgloszenn w systemie
L oraz oczekiwana liczba zgloszent w kolejce L,. Wielkosci te mozna wyznaczy¢ za
pomoca formuty Little’a [41], ktora jest jednym z najbardziej ogdlnych i powszechnie

wykorzystywanych wynikéw w teorii kolejek, ktorego postaé jest nastepujaca
L=\, L, =W, (1.5.2)

gdzie W jest $rednim czasem pobytu zgloszenia w systemie, natomiast W, jest sred-

nim czasem pobytu zgloszenia w kolejce.

Jak juz wczesniej zostalo wspomniane, analiza stanu ustalonego systemow kolej-
kowych pozwala oceni¢ ich prace w dtugoterminowych ramach czasowych. Niemniej
jednak ze wzgledu na zjawiska zachodzace w ruchu sieciowym osiggniecie stanu usta-
lonego moze by¢ niemozliwe lub trwac¢ relatywnie dtugo. W dalszej czesci pracy
zostang zaprezentowane techniki umozliwiajace analize tranzytywna systemoéow ko-
lejkowych. Ponadto, w modelowaniu systeméw kolejkowych istotna role odgrywa od-
powiedni wyboér rozkltadéw prawdopodobieristwa, za pomoca ktorych opisywany jest
ruch sieciowy. W ocenie wydajnosci systemow i sieci komputerowych powszechnie
wykorzystywane sa rozktady prawdopodobienstwa z tak zwanym ciezkim ogonem
(sekcja A.1.4.8). Juz pod koniec ubieglego stulecia zbadano eksperymentalnie, ze
zdarzenia akumulujace si¢ w systemach i sieciach komputerowych maja rozktady
prawdopodobieristwa z ciezkim ogonem [3-7, 19, 109-112], co mozna zaobserwowac
podczas transferu plikoéw przez internet, czy zapisywaniu plikow na serwerze sie-

ciowym. Przyktadowo do modelowania przesytu plikow za pomoca protokotu TCP

29



Rozdziat 1. Teoria kolejek

w internecie, gdzie wystepuje duzo plikéw matego rozmiaru oraz mato plikéw duzego
rozmiaru wykorzystywany jest m.in. rozktad Pareto [113, 114]|. Powodem zaintereso-
wania tego typu rozktadami jest mozliwos¢ modelowania za ich pomoca ekstremalnie
wysokiej zmiennosci badanego zjawiska. Ponadto, sa one wykorzystywane réwniez

od modelowania zjawiska samopodobienstwa w ruchu sieciowym [19, 115].

Zatem, w ocenie wydajnosci modeli kolejkowych kluczowe sg zaréwno charakte-

rystyki tranzytywne jak rowniez odpowiedni dobor rozktadéw prawdopodobienstwa.

1.6. Proces narodzin 1 Smierci

Proces narodzin i $mierci jest specjalnym przypadkiem jednorodnego procesu
Markowa (sekcja A.2.4) z czasem ciaglym i nieskoniczonym zbiorem stanéow, gdzie
ze stanu n mozna przej$é¢ jedynie do stanu n — 1 lub n + 1 dla n > 0, natomiast
w przypadku n = 0 mozna przejsé¢ jedynie do stanu 1. Stan n jest interpretowany
jako aktualna wielko$é populacji, przejécie do stanu n + 1 jest interpretowane jako
narodziny, natomiast do stanu n—1 jako Smieré. Intensywnosé przej$é pomiedzy sta-
nami jest opisywana przez parametry {\;} w przypadku narodzin oraz {u;} w przy-

padku $mierci, co ilustruje schemat przedstawiony na rysunku 1.6.1. Proces naro-

Hn+1 Hn+2

Rys. 1.6.1. Graf przedstawiajacy proces narodzin i $mierci.

dzin i $mierci znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach badan, m.in. epidemiologi,
biologii i demografii. W teorii kolejek proces narodzin i $mierci opisuje najbardziej
fundamentalny przyktad modelu kolejkowego typu M /M /C'/ K z nieskoniczonym wy-
miarem zrodla zgloszen oraz dyscypling obstugi FIFO. Czystym procesem narodzin
nazywamy proces narodzin i Smierci, gdzie pu; = 0, dla ¢ > 1. Ponadto, jesli \; = A,
gdzie 1 > 0, wowczas czysty proces narodzin jest procesem Poissona z parametrem .
Analogicznie, w przypadku gdy \; = 0, dla ¢ > 0 otrzymujemy czysty proces Smierci.
W kontekscie teorii kolejek, zaktadajac, ze \; = A oraz p; = p, proces narodzin
i $mierci opisuje zachowanie sie¢ liczby zgtoszen obecnych w systemie typu M /M /1
z nieskonczonym buforem, jednym stanowiskiem obstugi zgltoszen, intensywnoscig
1

naptywu zgloszen A\ oraz $rednim czasem obshtugi zgtoszen e W przypadku, gdy
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w; =ip dla i < C oraz pu; = Cpu dla i > C otrzymujemy model kolejkowy M /M /C|
tzn. model z C' stanowiskami obstugi zgloszen. Model kolejkowy M /M /1/K mozna
scharakteryzowaé¢ procesem narodzin i $mierci, w ktérym \; = A dla 0 < 7 < K,
A =0dlai> K oraz u; = pdla 1l <i < K, co ilustruje schemat przedstawiony na
rysunku 1.6.2.

Rys. 1.6.2. Proces narodzin i $mierci dla systemu M/M/1/K.

Modele kolejkowe, ktére mozna przedstawic¢ za pomoca procesu narodzin i §mierci
s modelami markowowskimi. Generalnie, markowowskimi nazywamy systemy ko-
lejowe, w ktorych rozktady prawdopodobienistwa czasow pomiedzy kolejnymi wpty-
wami zgloszeni do systemu oraz czasoéw ich obstugi sa wyktadnicze, w wyniku czego,
tego typu modele moga by¢ opisane za pomoca tancuchéw Markowa z czasem cig-
gltym. Zaleta markowowskich modelki kolejkowych jest ich tatwos¢ symulacji oraz
dobrze rozwiniety opis analityczny oparty m.in. na formalizmie procesu narodzin
i dmierci. W praktyce jednak zachowanie wielu systemow jest niemarkowowskie, stad
istnieje potrzeba korzystania z innych metod umozliwiajacych ich analize, o czym

bedzie wiecej w dalszej czesci pracy.

1.7. Okres przestoju pracy serwera

Modele kolejowe z réznego rodzaju ograniczeniami w pracy i dostepie do stano-
wiska obstugi sa istotne m.in. z punktu widzenia optymalizacji pracy serwera, np.
w kontekscie oszczednosci poboru energii, czy tez z punktu widzenia fizycznych ogra-
niczen modelowanego systemu, np. w kontekscie czasu potrzebnego na regeneracje
i przygotowanie do pelnej gotowosci stanowiska obstugi zgloszeri. Analityczne roz-
wazania na temat oceny wydajnosci systemoéw z mechanizmem oszczedzania energii
w standardzie IEEE 802.16e mozna znalez¢é m.in. w pracach [12, 116, 117], natomiast

w [10, 118-120| zostaly opisane inne zastosowania tego typu modeli.

W ramach systemoéw kolejkowych z przestojami w pracy serwera mozna wyroéznic

m.in. systemy z:
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e N-dyscypling wybudzania serwera (N -policy), gdzie serwer rozpoczyna prace
dopiero woéwczas, gdy liczba zgloszeni zakumulowanych w kolejce osiggnie pewna

ustalong z gory progowa wartosé¢ N;

e probabilistyczng dyscypling wybudzania serwera, gdzie po wptynieciu do pu-
stego systemu pierwszego pakietu serwer potrzebuje pewnego czasu (setup
time) na uzyskanie pelnej gotowosci do pracy i dopiero po uplywie tego czasu

rozpoczyna sie obstuga pakietow;

e okresami regeneracji serwera (server vacations), gdzie serwer po obshuzeniu
wszystkich zgtoszen przechodzi w stan regeneracji, wowczas pakiet, ktory wpty-

nie do systemu w okresie regeneracji zostanie obstuzony po jego zakonczeniu.

Przeglad réznego typu modeli kolejkowych z ograniczonym dostepem do stacji ob-

stugi mozna znalez¢ w pozycji [121].

1.8. Analiza systeméw kolejkowych

1.8.1. Metody analityczne

W literaturze réznego rodzaju systemy kolejkowe ze skonczonym buforem sa do-
sy¢ dobrze omowione, niemniej jednak wiekszo$¢ wynikow dotyczy stanu ustalonego.
Jedno z pierwszych podejéé¢ do analizy systemoéw kolejkowych byto oparte na pro-
cesie narodzin i $mierci (sekcja 1.6). Analiza stanu ustalonego niemarkowowskich
modeli czesto jest dokonywana poprzez wyznaczenie za pomocg metody zmiennych
uzupetniajacych [35, 122] réownari Kolmogorowa [123, 124, ktore nastepnie sa roz-
wigzywane za pomocy funkcji tworzacych rozktady prawdopodobienstwa. Inne po-
dejscie zwiazane jest z zaproponowana przez Kendalla [31] oparta na wtozonych tan-
cucha Markowa metoda wyznaczania charakterystyk kolejkowych poprzez taricuchy
Markowa wyekstrahowane z proceséw niemarkowowskich przy uzyciu punktéw rege-
neracji [125]. Ta metodologia zostala rozwinieta miedzy innymi w pracach [33, 34|,
gdzie badane rozktady prawdopodobienistwa opisywano za pomoca uktadéw rownan
catkowych, a w p6Zniejszym czasie metodologie te rozwinieto na polu teorii odnowy;,

co dalto narzedzia do analizy tranzytywne;j.

W przypadku analizy stanéw nieustalonych sytuacja sie komplikuje, gdyz tran-
zytywna analiza charakterystyk niemarkowowskich systemoéw kolejkowych bywa tru-
dna. Ponadto, zdarza sie, ze uzyskane wyniki analityczne sa w skomplikowanej po-
staci, co utrudnia korzystanie z nich. W praktyce istnieje wiele argumentéw prze-
mawiajacych za wyznaczaniem tego typu charakterystyk, co moze wynika¢ m.in.
z faktu, ze modele kolejkowe sieci komputerowych moga nie osigga¢ stanéw ustalo-

nych lub tez zbiezno$é¢ do stanu ustalonego przebiega bardzo powoli, co moze by¢
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konsekwencja ciggle zmieniajacego sie ruchu sieciowego. Ponadto, mozna rozwazyé

w tym kontekscie systemy, ktérych stan bywa co pewien czas destabilizowany.

Jedne z pierwszych wynikéw na temat stanu nieustalonego systemoéw kolejkowych
pojawily sie w pracach Takacsa [46]. Gafarian, Ancker i Morisaku na podstawie pracy
Lawa [126] zaproponowali ramy symulacyjnej metody analizy tranzytywnej modeli
kolejkowych zaleznej od warunkéw poczatkowych [47]. Grassmann w 1977 roku
w pracy [50] dokonal poréwnania trzech metod analizy tranzytywnej markowow-
skich systemow kolejkowych: Rungego-Kutty, Liou’a oraz metody opartej o rando-
mizacje. Pegden i Rosenshine w [51| zaprezentowali analityczna i zwarta charaktery-
styke prawdopodobieristwa naptywu doktadnie i-zgloszeni, przy obstudze j zgloszen
w ustalonym przedziale czasu ¢ dla systemu M /M /1. Zaprezentowane wyniki mialy
znaczenie w przypadku modeli kolejkowych, w ktorych cyklicznie nastepuje naptyw
zgloszen, a nastepnie ich obstuga do momentu opréznienia systemu. Odoni i Roth
w [52] przedstawili tranzytywne zachowanie dtugosci kolejki w markowowskich syste-
mach kolejkowych z nieskoniczonym buforem, gdzie zgodnie z uzyskanymi wynikami
poczatkowy stan systemu ma istotny wplyw na jego zachowanie w pierwszych chwi-
lach po uruchomieniu. Ponadto, w pracy zaprezentowano aproksymacje momentu
osiagniecia przez system stanu ustalonego. Zaprezentowana charakterystyka zostata
uzyskana jako rozwigzanie uktadu rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. Nastep-
nie Kelton i Law [53] opisali tranzytywne zachowanie systemu kolejkowego M /M /c,
ktory rozpoczyna prace z ustalong licza zgloszen w buforze. Zwarta forma uzy-
skanych wynikéw umozliwita ich wykorzystanie do analizy efektywnosci tego typu
systemow, m.in. w kontekscie opodznienia kolejkowania zgloszen znajdujacych sie
w systemie. Rezultaty badan Keltona i Lawa zostaly rozwiniete dla systemow, gdzie
za pomoca rozkladu Erlanga opisywany jest naptyw lub obstuga zgloszen w pracy
Keltona [54] z 1985 roku. Podobne rozwazania zostaly przeprowadzone przez Par-
thasarathy’ego w pracy [55] z 1987 roku, gdzie opisano prawdopodobienstwo pobytu
n zgloszen w systemie M /M /1 w chwili ¢. Zastosowanie transformaty Laplace’a oraz

funkcji tworzacych prawdopodobienistwa mozna znalezé m.in. w [56, 57].

Zaprezentowane w pracy wyniki dla tranzytywnych charakterystyk kolejkowych
zostaly uzyskane za pomoca podejscia opartego na metodologii wlozonych tancu-
chow Markowa, gdzie badane rozktady prawdopodobienistwa opisane sa przez uktady
rownan catkowych Volterry, sformutowane na podstawie twierdzenia o prawdopodo-
bienstwa catkowitym dla ciaglych zmiennych losowych. Wyznaczone uktady rownan
nastepnie sg rozwiazywane za pomoca metody potencjatu btadzenia losowego. Po-
nadto, w przeprowadzonych rozwazaniach wykorzystano fakty z teorii odnowy oraz
algebry liniowej. Uzyskane charakterystyki majg postaci transformat Laplace’a lub
funkcji tworzacych transformat Laplace’a rozktadow prawdopodobienstw, gdzie do
ich odwracania wykorzystano odpowiednio wzor catkowy Bromwicha lub wzér cat-

kowy Cauchy’ego.
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1.8.2. Metody symulacyjne

Banks w [127] stwierdzil, ze analiza zlozonych systemow kolejkowych napotyka-
nych w praktyce jest trudna do przeprowadzenia za pomoca modeli kolejkowych,
ktorych formalizm matematyczny bywa skomplikowany. Stad tez popularnoscia cie-
sza sic metody symulacyjne wykorzystywane do analizowania tego typu problemow.

Ogolnie w kontekscie metod symulacyjnych mozna wyréznié trzy klasy systemow:

- Systemy ciagte, w ktorych zmiana stanu nastepuje w sposob ciagly. Tego typu
systemy zazwyczaj opisuje si¢ za pomoca uktadéw rownan roézniczkowych.

- Systemy dyskretne, w ktorych zmiana stanu nastepuje w sposob dyskretny.
Innymi stowy sa to systemy, ktorych stan jest obserwowalny w ustalonych,
regularnych chwilach, natomiast ich analiza jest przeprowadzana na podstawie

opisujacych ich rownan réznicowych.

- Systemy zdarzen dyskretnych. Tego typu systemy sa opisywane za pomoca
ciggu zdarzen losowych x1, xs, ... zachodzacych w czasie, gdzie zajscie kazdego
ze zdarzen powoduje zmiane stanu systemu. W ramach klasy systemow zdarzen
dyskretnych mozna wyszczeg6lni¢ modele kolejkowe. Modelowanie zachowania
systemow zdarzen dyskretnych dokonywane jest za pomoca metody symulacy
zdarzen dyskretnych (DES).

Jak wynika z powyzszego, przedmiotem naszego zainteresowania jest symulacja zda-
rzen dyskretnych, ktéra moze by¢ realizowana w oparciu o dwie zasadnicze koncepcje

wskazane przez Centeno w [128]:

- Orientacja na zdarzeniach, zgodnie z ktorg dzialanie systemu zostaje opisane
za pomocy listy zachodzacych po sobie zdarzen, ktére majg wptyw na stan sys-
temu, np. w kontekscie teorii kolejek mozna wyszczegolnié¢ zdarzenia wplywu

zgloszenia do systemu, rozpoczecia obstugi zgloszenia itp.

- Interakcja pomiedzy procesami, gdzie uwaga zostaje skoncentrowana na obiek-
tach skladajacych sie na system np. zgloszenia, serwer, generator naplywu

zgloszen oraz sekwencji proceséw zachodzacych pomiedzy tymi obiektami.

Ponadto, inne koncepcje realizacji symulacji zdarzen dyskretnych zostaly opisane
m.in. w [127, 129-131]. Przyktad wykorzystania DES w teorii kolejek mozna znalezé
w pracy Grassmanna [49] z 2008 roku, w ktorej przedstawiono wyniki dotyczace
czasu trwania symulacji zdarzen dyskretnych, po jakim system kolejkowy osiaga

stan stacjonarny.

Na potrzeby niniejszej pracy, zaprezentowane wyniki analityczne zostaty zwe-

ryfikowane za pomocg symulacji zdarzen dyskretnych opartej na interakcji miedzy
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procesami. Symulacje wykonano za pomoca dedykowanego do tego celu pakietu
SimPy 3.0.7 jezyka programowania Python 3.4. W czedci B zalacznika mozna zna-
lez¢ kod programu umozliwiajacego wykonanie symulacji zachowania rozwazanych

modeli kolejkowych z dyscyplinami wybudzania serwera.
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Rozdzial 2
System kolejkowy typu M/G/1/K

Rozdzial przestawia tranzytywng analize dtugosci kolejki oraz opdinienia kolej-
kowania w modelach obstugi masowej ze skoriczonym buforem i poissonowskim stru-
mieniem zgtoszen. Opisane charakterystyki pochodzq z [132-134], a rozwazania na
ich temat sq wstepem do tranzytywnej analizy modeli kolejkowych typu M/G /1] K

z dyscyplinami opoznionego wybudzaniem stanowiska obstugi.

Systemy kolejkowe ze skoniczonym buforem sg intensywnie wykorzystywane do
modelowania oraz analizy wydajnosci systemoéw telekomunikacyjnych i sieci kom-
puterowych. Znajomos¢ rozktadéw prawdopodobienstwa stochastycznych charakte-
rystyk opisujacych ewolucje tego typu systeméw pozwala zbadaé, jaki wpltyw na
zachowanie systemu ma m.in. dtugo$¢ kolejki, intensywnosé naptywu zgtoszen, czy
tez szybkosé obstugi zgloszen. Zatozenie nieskoriczonosci rozmiaru bufora systemu
upraszcza wyznaczanie analitycznych charakterystyk badanego modelu, niemniej
jednak analiza systeméw kolejkowych ze skonczonym buforem ma istotne znacze-
nie w praktycznych zastosowaniach, co wynika z faktu, ze w rzeczywistosci bufory
urzadzen sieciowych maja skoiczony rozmiar, a ich przepeinienie ma wpltyw na za-
chowanie urzadzenia. Systemy z nieskonczonym buforem sa wazne z teoretycznego
punktu widzenia, a ich charakterystyki moga zosta¢ uzyskane na postawie charakte-
rystyk ich odpowiednikéw ze skoriczonym buforem przy zalozeniu jego odpowiednio

wielkiego rozmiaru.

Podstawowe charakterystyki modeli kolejkowych ze skoriczonym buforem kolejki
dla stanu ustalonego mozna znalezé w wiekszosci monografii dotyczacych teorii ma-
sowej obstugi [1, 96, 98, 99]. W przypadku analizy tranzytywnej tego typu modeli,
oprocz wezesniej przytoczonej dtugosci kolejki i opdznienia kolejkowania, w litera-
turze mozna znalezé wyniki dotyczace okresow przepelnienia bufora [132, 135-137],
liczby utraconych pakietow [138, 139|. Okres przepelnienia bufora zostal scharak-
teryzowany rowniez dla modeli ze strumieniem wejSciowym w postaci ztozonego

procesu Poissona [140-142|, a takze dla ogolnego strumienia wejsciowego [143]. Po-
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nadto w literaturze mozna znalezé tranzytywna charakterystyke procesu liczacego
obstuzone zgloszenia dla modelu kolejkowego typu M~ /G /1/K [144].

2.1. Kolejkowanie procesé6w Poissona

2.1.1. Opis modelu

Rozwazmy system kolejkowy, w ktoérym naptyw pakietéow jest modelowany za po-
mocg procesu Poissona z parametrem A, ktory opisuje intensywnosé strumienia wej-
sciowego. Obstuga zgloszen nastepuje wedtug zmiennej losowej o rozktadzie prawdo-
podobienstwa okreslonym dystrybuanta F' oraz wedtug dyscypliny FIFO. Ponadto,
bedziemy zaktadaé, ze w systemie wystepuje jedno stanowisko obstugi pakietéw oraz
K — 1 miejsc w kolejce, stad w systemie moze przebywaé nie wiecej niz K zgloszer.

Wyniki analityczne zaprezentowane ponizej sa w postaci transformat Laplace’a
(sekcja A.4), a do ich wyznaczenia wykorzystano metodologie oparta na wlozonych
tanicuchach Markowa (sekcja A.2.4), potencjale bladzenia losowego (sekcja A.9) oraz

twierdzeniu o prawdopodobienistwie catkowitym dla cigglych zmiennych losowych
(sekcja A.1.4.7).

2.1.2. Dtugosé kolejki

Niech X (t) oznacza liczbe pakietow znajdujacych sie w systemie w chwili ¢. Tran-
zytywna analiza dlugodci kolejki systemu jest mozliwa przy wykorzystaniu rozktadu
warunkowego prawdopodobienistwa pobytu m zgloszenn w kolejce w chwili ¢ przy

zalozeniu, ze system rozpoczal prace z n zgloszeniami, tzn.
P{X(t)=m|X(0)=n} ¢t>0, mn=0,1,.., K. (2.1.1)

Powyzsze prawdopodobienistwo mozna przedstawi¢ w zwartej formie w postaci trans-

formaty Laplace’a
q,(s,m) = / P{X(t) = m|X(0) = n}le *dt, (2.1.2)
0

gdzie Re(s) > 0. W celu wyznaczenia transformaty (2.1.2) zostaly wprowadzone

nastepujace ciagi funkeyjne (ax), (b, (cu), (d), (), (hi) w postaci

(3] k
ak(s):/o e(“s)t% dF(t), (2.1.3)

bi(s) = ajpi1(s) + 1 Z ai(s) — 1, (2.1.4)
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k

ce(s) = Ryr1(s)ao(s) + Z Ryo_i(s)bi(s), (2.1.5)
di(s) = /OO e—@“)t(%)ku — F(t))dt, (2.1.6)

(0 dla m <k,

Ay () dla k<m <K,

ri(s,m) = o (2.1.7)

1_7f(8) — Z di(s) dla m=K,
(s m) = D Rii(s) <7“K(3 m) (1 f(ls) Z (3)) rc_i(s m)> (2.1.8)

gdzie ciag (Ry) jest potencjatem ciagu (ay) (sekqa AL9).

Twierdzenie 2.1.1 ([134]) Postaé transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodo-

bienistwa dtugosci kolejki w systemie typu M/G/1/K jest nastepujgca

Mhrg_1(s,m) — (s + A)hg(s,m) + 6om
(s + Nck(s) — Aex—1(9)

gdzie 0;; oznacza delte Kroneckera natomiast formuty ci(s), hi(s) zostaty podane

odpowiednio w (2.1.5), (2.1.8).

Gn(8,m) = cx—n(s) + hg_n(s,m), (2.1.9)

Korzystajac z wlasnosci granicznych transformaty Laplace’a (A.4.8) mozna wyzna-
czy¢ rozklad prawdopodobienstwa dtugosci kolejki w stanie ustalonym (tzn. przy
t dazacym do nieskoriczonosci) w postaci

lim P{X(t) = m|X(0) =n} = S1_i>1r(1)1+ 5q,,(s,m). (2.1.10)

t—o00

Wyznaczenie dltugosci kolejki w stanie nieustalonym mozna zrealizowaé za pomoca
numerycznego algorytmu odwracania transformaty Laplace’a (sekcja A.6). Ponadto,
podstawiajac za m warto$¢ K uzyskujemy prawdopodobienistwo przepetnienia bu-
fora kolejki w chwili ¢.

2.1.3. Opodznienie kolejkowania

Opoznieniem kolejkowania V' (t) pakietu przybytego do systemu w chwili ¢ nazy-
wany jest czas jego pobytu w buforze. Charakterystyka ta nazywana jest rowniez wir-
tualnym czasem oczekiwania. Przyjmuje sie, ze opdZnienie kolejkowania jest roéwne
0 w przypadku utraty pakietu. Wyznaczenie charakterystyki V' (¢) mozna sprowadzi¢
do wyznaczenia podwojnej transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodobieristwa

op6znienia kolejkowania wyrazonej w postaci

Bals, o) = /OOO /Ooo e TPLV () > 2| X(0) = n} de dt, (2.1.11)
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gdzie Re(s) > 01 Re(o) > 0. Podobnie jak w przypadku dlugosci kolejki systemu
typu M/G/1/K, do wyznaczenia podwojnej transformaty (2.1.11) zostaly wykorzy-
stane ciagi funkcyjne (ax), (dx), (ex), (qr), (yx), (zx) okreslone nastepujaco

ex(s, o) = /Ooe (Ato)t OZ') / T F(x+t)dt, (2.1.12)
Q(s,0) = é ' ) (di(o) — ei(s, o) (f(s))1), (2.1.13)

L
yk(s,U) ZQK(570' ( —WZCLZ ) —qK_k(s,a), (2.1.14)
Zn(s,0) = ' R,._i(0)yi(s,0), (2.1.15)

przy czym ciagi (ax), (dx) zostaly podane odpowiednio w (2.1.3), (2.1.6), natomiast
ciag (Ry) jest potencjatem ciggu (ax) (sekcja A.9).

Twierdzenie 2.1.2 ([134]) Podwdjna transformata Laplace’a rozktadu prawdopo-

dobienstwa opdznienia kolejkowania w systemie typu M/G/1/K ma postaé

Azg_1(8,0) — (0 + N)zk(s,0)

(7 + New(@) —Aex (o) T KB (2140

Un(S,0) = cx_n(0)
gdzie ciqgi (cx), (zx) zostalty odpowiednio zdefiniowane w (2.1.5) i (2.1.15).

Przyktad Rozpatrzmy wezel sieci bezprzewodowej o pojemnosci K = 12. Pakiety
o wielkosci 500 B naptywaja do wezta sieci wedtug procesu Poissona z intensywnoscia
1.6 Mb/s. Zatem do systemu $rednio wplywa A = 400 pakietéw na sekunde zgodnie
z rozktadem wyktadniczym, natomiast sredni czas pomiedzy kolejnymi wptywami do
systemu wynosi 2.5 ms. Rozpatrzmy dwie predkosci obstugi zgloszen odpowiednio
1.6 Mb/s i 2 Mb/s, gdzie transmisja pakietow przebiega wedtlug rozkladu gamma
(sekcja A.1.5.4) z parametrami k = 1.5 oraz odpowiednio g = 600 lub g = 750.
W zaleznosci od predkosci transmisji, serwer potrzebuje 2.5 lub 2 ms, aby obstuzy¢
pakiet i by¢ gotowym do obslugi kolejnego pakietu. Stad, wspotezynnik wykorzy-
stania serwera wynosi p = - /k = 1 lub p = 0.8 w zaleznosci od intensywnosci
transmisji pakietow. Rysunki 2.1.1(a) i 2.1.1(b) przedstawiaja prawdopodobienstwa
P{X(t) = m|X(0) = 0} pobytu m pakietow systemie w chwili ¢ odpowiednio dla
p=11ub p =08 oraz m = 3,6,9 i 12. Kolejne rysunki 2.1.1(c) i 2.1.1(d) ilu-
struja liczbe pakietow w systemie w przypadku losowych realizacji pracy systemu.
Para rysunkow 2.1.1(e) i 2.1.1(f) to rozklady prawdopodobienstwa liczby pakietow
w systemie w chwili ¢ = 0.2. Na postawie uzyskanych wynikéw mozna zaobserwo-

wacé, ze prawdopodobienistwo przepelnienia bufora systemu jest znacznie wieksze
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w przypadku systemu ze wspoétczynnikiem p = 1, co nie jest zaskoczeniem. Po-
nadto, do przepelnienia bufora moze dojsé¢ relatywnie szybko po rozpoczeciu pracy
systemu, co pokazuje rysunek 2.1.1(d). Na podstawie formuty (2.1.10) zostal wyzna-
czony rozktad dtugosci kolejki w stanie ustalonym odpowiednio dla p = 0.81 p =1,
co przedstawia tabela 2.1.1. Mozna zaobserwowa¢, ze w chwili ¢ = 0.2 zachowanie
systemu stabilizuje sie, a prawdopodobieristwa liczby pakietéw w systemie sg bli-
skie ich warto$ciom granicznym. Ponadto na rysunkach 2.1.2(a), 2.1.2(b) pokazano
srednia ilosé pakietow w systemie w chwili ¢, natomiast rysunki 2.1.2(c), 2.1.2(d)
przedstawiaja prawdopodobienistwa opéznien kolejkowania przekraczajacych odpo-

wiednio 0.5 1 1 ms.

P{X(c0) = m|X(0) =0}
N|p=1 p=08

0 | 0.0685 0.2078
1 ]0.0785 0.1866
2 | 0.0803 0.1482
3 | 0.0806 0.1149
4 1 0.0808 0.0885
5 1 0.0798 0.0678
6 | 0.0796 0.0521
7 1 0.0787 0.0397
8 | 0.0781 0.0304
9 |0.0772 0.0234
10 ] 0.0771 0.0179
11 | 0.0767 0.0138
12 1 0.0641 0.0090

Tab. 2.1.1. Rozktady prawdopodobieiistwa dlugosci kolejki w stanie ustalonym odpowied-
niodla p=08ip=1.
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~0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
t[s]

(a) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla p = 1.

12t

10}

®

'y

N

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
t[s]

(c) Liczba pakietow w systmie w chwili ¢ dla

losowej realizacji pracy systemu, gdy p = 1.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12

(e) Rozklad prawdopodobienstwa liczby pa-
kietéw w systmie do chwili ¢ = 0.2 oraz p = 1.

(b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla p = 0.8.

12t

10}

0.05 0.10 0.15 0.20
t[s]

(d) Liczba pakietow w systmie w chwili ¢ dla

losowej realizacji pracy systemu, gdy p = 0.8.

0.25

m|X(0) = 0}

P{X(t)

10 11 12

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(f) Rozklad prawdopodobieristwa liczby pa-
kietéw w systmie do chwili ¢ = 0.2 oraz p = 0.8.

Rys. 2.1.1. Zachowanie kolejki w systemie typu M/G/1/K, gdzie (a)

, (¢) 1 (e) dotycza
systemu, w ktorym obciazenie serwera wynosi p =1, natomiast (b), (d)

i (f) odnosza sie

do systemu ze wspotczynnikiem obciazenia p=0.8.
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t[s] t[s]
(a) Srednia liczba pakietow w systemie (b) Srednia liczba pakietow w systemie
w chwili ¢ dla p = 1. w chwili ¢ dla p = 0.8.
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(c) Prawdopodobieritwo op6znienia kolejko- (d) Prawdopodobieritwo op6Znienia kolejko-
wania wiekszego niz 0.5 1 1 ms w chwili ¢ dla wania wiekszego niz 0.5 1 1 ms w chwili ¢ dla

p=1 p=0.28.

Rys. 2.1.2. Zachowanie sie Sredniej liczby pakietow w chwili ¢ (a), (b) oraz opdznienia
kolejkowania (c), (d) w systemach typu M/G/1/K, gdzie wspotczynnik obciazenia wynosi
odpowiednio p =1 (a), (¢) i p=10.8 (b), (d).

43






Rozdzial 3

System kolejkowy z N-dyscypling

wybudzania serwera

Rozdziat przedstawia tranzytywng analize jednokanatowych systemow kolejko-
wych ze skonczonym buforem, poissonowskim strumieniem wejsciowym pakietow
i N-dyscypling wybudzania stanowiska obstugi. Opisane wyniki dotyczq dtugosci ko-
lejki [145, 146], opdznienia kolejkowania [147] oraz procesu liczgcego obstuzone zgto-
szenia [148].

Jak juz wspomniano wczesniej, bezprzewodowe sieci sensorowe (WSN, ang. wire-
less sensor networks) coraz czesciej znajduja zastosowanie w wielu sferach zycia co-
dziennego, m.in. s wykorzystywane do monitorowania zanieczyszczenia powietrza,
zanieczyszczenia wody, zagrozenia pozarowego, czy ruchu drogowego. Podstawowym
elementem WSN jest wezel wyposazony w urzadzenie pomiarowe, nadajnik /odbior-
nik radiowy, mikroprocesor oraz zrédto zasilania. Ze wzgledu na szeroki zakres za-
stosowan sieci sensorowych, zdarza sie, ze wezty sieci sa rozmieszczone w trudno do-
stepnych miejscach, w wyniku czego kwestia oszczednosci poboru energii przez wezty
jest kluczowa w rozwoju tego typu sieci. W [8, 9] zaproponowano wykorzystanie sys-
temu kolejkowego typu M /G /1 z N-dyscypling wybudzania serwera do modelowania
mechanizmu oszczedzania energii w weztach sieci sensorowych. Podobne mechani-
zmy modelowane poprzez systemy kolejkowe z réznego rodzaju przestojami pracy
serwera zostaly omowione w [10-12], niemniej jednak rezultaty tych prac dotyczyly
wylacznie stanu ustalonego omawianych systeméw. Analiza tranzytywna tego typu
modeli jest niezbedna do ich obserwacji bezposrednio po rozpoczeciu pracy, ale takze
w wielu innych sytuacjach, kiedy to system traci stabilnosé¢ i przechodzi do stanu
nieustalonego np. w sytuacji spietrzenia pakietéw, rzadkiej transmisji zgtoszen, co
jest typowe w WSN, zmianie parametrow systemu takich jak rozmiar bufora, czy

tez w przypadku przerw w pracy systemu.

W modelach kolejkowych z N-dyscyplina wybudzania, stanowisko obstugi zgto-
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szen rozpoczyna prace w momencie, gdy w systemie zostaje zakumulowanych N zgto-
szen i pracuje do chwili, gdy wszystkie zgloszenia zostana obstuzone. Nastepnie,
serwer przechodzi w stan oczekiwania i zostaje aktywowany ponownie w momencie
akumulacji N zgloszeri. Zatem, pobor energii przez stanowisko obstugi w okresach
tadowania bufora jest ograniczony. Prog N mozna ustali¢ w zaleznosci od przezna-
czenia sieci sensorowej, np. w przypadku monitorowania zagrozenia pozarowego jego
warto$¢ moze by¢ nizsza niz w przypadku sieci monitorujacej ilos¢ wolnych miejsc

na parkingu.

3.1. Kolejkowanie procesé6w Poissona

3.1.1. Opis modelu

Rozwazmy jednokanalowy system kolejowy M /G /1/K z poissonowskim strumie-
niem wej$ciowym o intensywnosci A, skoniczonym buforem o dtugosci K —1 i jednym
miejscem w punkcie obstugi pakietow. Zaktadamy, ze czas obstugi zgtoszen ma do-
wolny rozktad okreslony dystrybuanta F', natomiast transmisja zgloszen przebiega
wedlug dyscypliny FIFO. System rozpoczyna prace z pustym buforem, natomiast
obstuga zgloszen zostaje zainicjowana natychmiast, gdy liczba zgtoszen w kolejce
osiggnie prog N, gdzie 1 < N < K. Po obstuzeniu wszystkich zgloszen, system
ponownie przechodzi w stan oczekiwania na N pakietéw w buforze kolejki. Zatem,
system moze by¢ obserwowany w nastepujacych po sobie okresach akumulacji N pa-
kietow (fadowania bufora) Li, Lo, ..., po ktérych nastepuja kolejne okresy obstugi
zgloszen (okresy zajetosci z ang. busy period) przez serwer By, By, ... trwajace do mo-
mentu oproznienia bufora systemu. Ze wzgledu na wtasno$é braku pamieci rozktadu
wyktadniczego czaséw pomiedzy naptywami kolejnych pakietéw, momenty inicjali-
zacji oraz zakonczenia nastepujacych po sobie okreséw obstugi zgloszen By, Bs, . ..
sa momentami Markowa. Stad korzystajac z podejécia opartego o metodologie wto-
zonych tanicuchéw Markowa (sekcja A.2.4), (L) i (Bg) dla k = 1,2,... moga by¢
scharakteryzowane przez ciagi niezaleznych zmiennych losowych o tych samych dys-

trybuantach odpowiednio dla kazdego z ciggow.

3.1.2. Czas trwania okres6w ladowania bufora

Czas trwania kazdego okresu tadowania bufora ma rozktad Erlanga rzedu N z pa-

rametrem A (sekcja A.2.2), stad otrzymujemy

[e’e] [e'e] N N
~I def —st _ — (st A N—-1 3, A

= dP{L t = —t dt = 3.1.1
g(s) /0 ¢ e <t} /0 ¢ (N —1)! ()\+s> : )

gdzie Re(s) > 0.
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3.1.3. Czas trwania okres6w obslugi zgloszen

Oznaczmy przez g2 transformate Laplace’a-Stieltjesa (sekcja A.5) dystrybuanty
rozktadu prawdopodobienistwa czasu trwania okresu obstugi zgtoszen, ktory zostaje

zainicjowany przy 1 < n < K pakietach w buforze kolejki, tzn.

3B(s) Y /OOO e *dP{B; < t}, Re(s)>0. (3.1.2)

n

Na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym (sekcje A.1.3, A.1.4.7)

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

K—n—1 o
() = ai(8) Tk im1(5) + Ti—1(5) D ail(s) +0u(s), 2<n<K, (3.14)
1=0 i=K—n
gdzie
an(s) < /0 e_(sﬂ)t% dF(t), (3.1.5)
def | f(A+3s), n=1,

On(s) = { 0 oo (3.1.6)

oraz 0o
fs)™ / e dF(t). (3.1.7)

0

Ciag funkcyjny (a,) bedzie sie pojawial wielokrotnie w dalszej czesci pracy, stad
warto zauwazy¢, ze a;(s) oznacza transformate Laplace’a-Stieltjesa tranzytywnego
rozktadu prawdopodobienstwa wplywu ¢ zgtoszen pomiedzy dwiema nastepujacymi
po sobie realizacjami obstugi zgloszen wg rozktadu z dystrybuanta F'. Nastepnie,
po dokonaniu w réwnaniach (3.1.3), (3.1.4) podstawienia w?(s) et gB_ (s) dla

0 <n < K —1, otrzymujemy

wh | ( Zal s)wk_;(s) +wP (s Z a;(s) + 01(s (3.1.8)

D ()i (s) — W (s) = bals), (3.1.9)
gdzie 0 < n < K — 2 oraz
On(S) = a1 (8)Wg (s) — WP (s) Z a;(s) — O _n(s). (3.1.10)

i=n+1

W pracy [149] dowiedziono, ze postaé¢ rozwiazania nieskoniczonego uktadu réwnan

typu (3.1.9) jest nastepujaca

{EE(S) = n+1 + Z Rn z gbz (3111)
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gdzie C(s) jest niezalezne od n, natomiast (R,) jest potencjatem ciagu (a,) (sek-
cja A.9). Uktad (3.1.9) jest skoniczony, stad do wyznaczenia C(s) mozna wykorzystac
(3.1.8) jako warunek brzegowy. Ponadto, aby uzyskaé¢ postaé¢ (3.1.11) nalezy znalez¢
formuty dla wP(s) i wP(s), ktore wystepuja w (3.1.10). Na podstawie réwnania

(3.1.11) dla n = 0 otrzymujemy
C(s) = ag(s)wd(s). (3.1.12)
Podobnie, podstawiajac n = 0 w (3.1.9), uzyskujemy

Bols) + TH) (1= as(s))

ao(s)

W (s) = (3.1.13)

Zatem, na podstawie (3.1.10), (3.1.12), (3.1.13) formute wZ(s) (3.1.11) dla n > 1

mozna zapisa¢ nastepujaco

Wy (5) = yu(8)Wy (5) +1a(s), 1 >0, (3.1.14)
gdzie
Yu(8) € ag(s) R (s) + Z Ry_i(s) (aiﬂ(s) - % Z aj(s)> (3.1.15)

M (S) e Z R,_i(s) <9K—(8) — QK_Z‘(S)> . (3.1.16)

@B (s) E:Eg (3.1.17)

gdzie
() Y s l9) +mls) D ails) +0u() —meals), (3118)
11(5) “ 1(5) ~ 3 ou(s)i(5) - ﬁ 3 ), (3.1.19)

Biorac pod uwage fakt, ze w rozwazanym systemie wszystkie okresy pracy ser-
wera rozpoczynaja sie, gdy w buforze kolejki zostaje zakumulowanych N zgloszen
oraz w2(s) = g&_,(s) dla 0 < n < K — 1 otrzymujemy transformate Laplace’a-

Stieltjesa dystrybuanty czasu trwania okreséw obshugi zgltoszen w postaci

(s) < 5 (s) = %ﬁ” T ren(s), (3.1.20)

gdzie n > 0.
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Przyktad Rozwazmy wezel sieci o pojemnosci K = 10, do ktérego wpltywaja pa-
kiety o rozmiarze 100 B z intensywnoscia 300 kb /s wedtug procesu Poissona, tzn. do
systemu wptywa srednio A = 375 pakietow na sekunde. Obstuga pakietéow przebiega
z intensywnoscia 400 kb /s zgodnie z rozkladem Erlanga (sekcja A.1.5.3) z parame-
trami k = 2 oraz g = 1000. Stad, wspotczynnik obciazenia systemu wynosi p = 0.75.
Na rysunku 3.1.1 przedstawiono zachowanie prawdopodobienistwa P{By < t} w za-
leznosci od czasu, gdzie t € [0,0.15] dla N = 2, 4,6, 8. Z rysunku wynika, ze zwieksze-
nie warto$ci parametru N zmniejsza prawdopodobienstwo zakoriczenia okresu pracy
serwera. Niemniej jednak, dla wyzszych wartosci N rozklad P{By < t} stabilizuje
sie nieznacznie pozniej, niz ma to miejsce w przypadku N z niskimi wartosciami. Po-
nadto, dla rozpatrywanych wartosci N otrzymujemy P{Bj < t} = 1 w podobnych
momentach czasu t. Stad, niezaleznie od wartosci progu wybudzania N, prawdopo-
dobienstwo, ze czas trwania pojedynczego okresu By przekroczy 0.14 s jest niemal

zerowe

1.0

- S e R TANNS
..............

-
-
-

0.8+ .7

0.6 ‘

P{Bk < l’}

oal [/

02t ) -

0.0t ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 002 004 006 008 010

t[s]

Rys. 3.1.1. Wartosci prawdopodobienstwa P{B, < t} w systemie kolejkowym typu
M/G/1/K z progowa dyscypling wybudzania serwera odpowiednio dla N =2,4,61 8.
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3.1.4. Dlugosé kolejki

Sekcja przedstawia analize dtugosci kolejki w systemach typu M/G/1/K z N-
dyscypling wybudzania stanowiska obstugi [145]. Podobnie jak w przypadku czasu ob-
stugi zgtoszen, zaprezentowana charakterystyka jest w postaci transformaty Laplace’a
(sekcja A.4), uzyskanej na podstawie metodologii wtozonych tancuchéw Markowa
(sekcja A.2.4), twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym dla ciggtych zmien-
nych losowych (sekcja A.1.4.7), teorii odnowy oraz algebry liniowej. W ramach uzu-
petnienta mozna dodac, zZe zalezny od czasu rozktad prawdopodobienstwa diugosci
kolejki dla modeli z nieskoriczonym buforem 1 N-dyscypling wybudzania oraz innymi

ograniczeniami narzuconymi na prace serwera mozna znaleZé w [150, 151].

Liczba pakietow bedacych w systemie w chwili ¢ bedzie oznaczana poprzez X (t),

natomiast wynikiem ponizszych rozwazan bedzie posta¢ nastepujacej transformaty

/00 e "P{X(t) =m}dt, Re(s) > 0. (3.1.21)

Dlugosé kolejki w okresach ladowania bufora

Rozwazmy zachowanie dlugosci kolejki w pierwszym okresie tadowania bufora
Ly, ktory rozpoczyna sie w chwili ¢ = 0 oraz konczy, gdy w buforze zakumulowa-
nych zostaje N pakietéw. Poniewaz strumienn wejsciowy jest okreslony przez proces

Poissona, otrzymujemy

)™
P{(X(t)=m)N(te L)} =H{0<m <N - 1}ekt%, (3.1.22)
m!
gdzie t > 0, natomiast I[{A} jest funkcja charakterystyczna (indykatorem) zdarzenia

losowego A. Po wprowadzeniu nastepujacej notacji
i(s,m) ™ / e P{(X(t) =m) N (t € L)} dt, (3.1.23)
0

gdzie Re(s) > 0, na podstawie (3.1.22) otrzymujemy

7(ssm) =HO<m< N - 1}/ e“w)t% dt
" " (3.1.24)
—Ho<m<N-1}\— "

{ =M > }()\_'_S)erl

Dlugosé kolejki w okresach obstugi zgloszen

Zatozmy tymczasowo, ze transmisja pakietow nastepuje gdy ich ilos¢ w buforze
osiagnie dowolng warto$¢ 1 < n < K. Niech QZ(t,m) bedzie rozkladem prawdopo-
dobienstwa dtugosci kolejki w chwili t € By warunkowanym przez liczbe n pakietow

w buforze systemu w momencie rozpoczecia okresu By

QE(t,m) € P{(X(t) =m) N (t € By)| X(0) = n}, (3.1.25)
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3.1. Kolejkowanie proceséow Poissona

gdzie t > 0, 1 < m < K oraz B; jest pierwszym okresem obstugi zgtoszen. Po-
wyzej w (3.1.25) zakladamy dla uproszczenia rozwazan, ze okres By rozpoczyna sie
w chwili ¢ = 0. Korzystajac z faktu, ze kolejne momenty zakoniczenia obstugi zgto-
szeni s momentami Markowa [152], na podstawie twierdzenia o prawdopodobiern-
stwie catkowitym (sekcje A.1.3, A.1.4.7) wzgledem momentu zakoriczenia pierwszej
transmisji zgloszenia po t = 0 otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan catkowych

Volterry
QY (t,m) = Z/ ! QB(t—y, m) dF(y)
03 [l !)‘@ﬁ_la—y,m)dF(w

+F()‘At<1{1<m<K—1}<(/\t)—) =K} Z )

(3.1.26)

oraz dla2 <n <K

K—n—1

fam =3 / G (o) )
+Z/ w2 QK 1t —y,m)dF(y)

i=K—n

+F(t)e ™ (I{n <m<K-—1} é:f) i +1{m =K} i At )

i=K—n

(3.1.27)

gdzie F(t) “- F(t). Pierwsze sktadniki prawych stron rownan (3.1.26), (3.1.27)
dotycza sytuacji, kiedy to przed zakoniczeniem pierwszej obshugi zgloszenia w chwili
y < t w buforze kolejki jest co najmniej jedno miejsce wolne, drugie sktadniki od-
nosza sie do przypadku, gdy do chwili y wszystkie miejsca w buforze sg zajete.
Natomiast ostatnie sktadniki opisuja sytuacje, w ktorej pierwsza obstuga zgloszenia

koniczy sie po czasie t.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia
% (s,m) =) / e QB (t,m) dt, (3.1.28)
0

(At)m"

(m —mn)!

Ca(s,m) = /000 e~ MU (t) <I{n <m<K-1}

() ) at
7!
i=K—-n

(3.1.29)

+I{m =K} i
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gdzie Re(s) > 0. Stad, réwnania (3.1.26), (3.1.27) mozna zapisa¢ w postaci

K—2 o~
Zaz $)q; (s,m) + qr_q(s,m) Z a;(s) + Ci(s,m), (3.1.30)
i=1 =K-1
oraz
K—n—1 o0
2 (s,m) Z ai(8)qe i1 (s,m) + qr_q(s,m) Z a;(s) + Ca(s,m), (3.1.31)
i=0 i=K—n

dla 2 < n < K oraz ciagu (a,) zdefiniowanego w (3.1.5). Po dokonaniu w réwna-

niach (3.1.30), (3.1.31) podstawienia dZ (s, m) et @2 _(s;,m)dlad<n<K-1

otrzymujemy

K-2 e
dB_ (s, m) Zal (s)dB_,(s,m) + dP (s, m) Z a;(s) + Ci(s,m),  (3.1.32)
i=1

i=K—1

Z ar ()AL (s,m) = df (s,m) = u(s,m), (3.1.33)

k=—1
gdzie 0 <n < K — 2 oraz

o0

(s, m) e an+1(s)cAl;)B(s, m) — dP(s,m) Z a;(s) — Cx—n(s,m). (3.1.34)

1=n+1

Postepujac analogicznie jak (3.1.11)—(3.1.19), na podstawie metody potencjatu (sek-

cja A.9) otrzymujemy rozwiazanie (3.1.33) w postaci
JnB(s, m) = 'yn(s)(;ll)B(s,m) + kn(s,m), n >0, (3.1.35)

gdzie

Kn(s,m) = Zn:Rn i (gK 5 m) Z a;j(s) — Cx—i(s m)> (3.1.36)

Jj=i+1

natomiast ciag (7,) zostal okreslony w (3.1.15). Ponadto

dg (s,m) — Ce(s,m)

— B
di(s,m) = o) , (3.1.37)
oraz
B (s,m) = —ij(s(’gb), (3.1.38)
gdzie
K o)
(s,m) Ve _i(s,m Ccls,m) a;
Z el m) = ZZI ’ (3.1.39)

+§1( )_HK—1<S7m)’
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i As(s) “ T,(s) dla Ty(s) zdefiniowanego w (3.1.19).
Korzystajac z faktu, ze élvf(s,m) = g8 _(s,m) dla 0 <n < K — 1, transfor-
mata Laplace’a rozktadu prawdopodobienstwa dtugosci kolejki w okresach obshtugi

zgtoszenn w systemach M/G/1/K z N-dyscypling wybudzania ma postaé

P (s,m) © GB(s,m) = VK_NE??I)(S’m) + ki_n(s,m), n >0, (3.1.40)
2\ S

Podobna metodologia zostata wykorzystana w pracy [153] do wyznaczenia za-
leznego od czasu rozktadu prawdopodobieristwa dlugosci kolejki dla systemu typu
M/G/1/K.

Dtugo$é kolejki w systemach typu M/G/1/K z N-dyscyplina wybudzania
Rezultatem powyzszych rozwazan jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.1 W systemie typu M/G/1/K z N-dyscypling wybudzania po-
stac transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodobienistwa diugosci kolejki jest na-
stepujaca
o0 =L ~L(\7B
/ efstP{X@) — TTL} dt _ q (S’m) th (i)Lq (877n>7
0 1—g"(s)g"(s)

gdzie Re(s) > 0, natomiast q~(s,m), g“(s), ¢®(s,m) i g2(s) zostaty wyznaczone

odpowiednio w (3.1.24), (3.1.1), (3.1.40) i (3.1.20).

(3.1.41)

Dowéd  Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym (sekcja A.1.3)

otrzymujemy

P{X(()=m} = P{(X()=m teL;
[X(t) = m} Z( {(XW=m)n(te L)) T

+P{(X(1) =m) N (t € B)}).

Zmienne losowe odpowiadajace okresom Ly i By dla k > 1 sa niezalezne oraz maja

odpowiednio identyczne rozktady prawdopodobienstwa, stad

P{(X(t)=m) N (t € L;)}

' - (3.1.43)
:/0 P{(X(t—y)=m)N(t—yeL)}rd(S"=S%)"""(y),

P{(X(t)=m)Nn(t€ B}

:/0 P(X(t—y)=m) N (1 -y e B)}a((s9)" = (57) ")),

gdzie SE(t) i SB(t) sa odpowiednio dystrybuantami P{L; < t} i P{B; < t}. Bio-
rac transformaty Laplace’a (3.1.43) 1 (3.1.44) wyrazenie (3.1.42) sprowadza si¢ do
(3.1.41).

(3.1.44)
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Rozdziat 3. System kolejkowy z N-dyscypling wybudzania serwera

Przyktad Zalézmy, ze pakiety o $redniej wielkosci 250 B wpltywaja do wezla sieci
z mechanizmem progowego wybudzania serwera oraz buforem kolejki o rozmiarze 15,
tzn. K = 16. Zachowanie strumienia wejsciowego jest modelowane za pomoca pro-
cesu Poissona. Ponadto, rozpatrzymy dwie intensywnosci naptywu pakietow odpo-
wiednio 300 kb/s i 500 kb/s, co daje A\; = 150 i Ay = 250 pakietow na sekunde
oraz $rednie czasy pomiedzy kolejnymi wptywami 6.(6) i 4 ms. Obstuga zgloszen
przebiega wedlug rozktadu Pareto (sekcja A.1.5.6) z parametrem ksztattu k = 2.5
oraz parametrem skali ;i = 416,667, co daje intensywnos¢ obstugi na poziomie 500
kb/s. Zatem, w zaleznosci od intensywnosci naplywu zgloszen otrzymujemy obcia-
zenie serwera na poziomie p = 0.6 lub p = 1. Ponadto, zachowanie dtugosci kolejki
zostanie przedstawione dla trzech progéw inicjacji pracy serwera: 5, 10 1 15 pakietow.
Srednia liczba pakietow w systemie w przedziale czasu [0, 1] zostala przedstawiona
na rysunku 3.1.2. Nastepnie, na rysunku 3.1.3 zaprezentowano zachowanie dtugosci
kolejki w zaleznosci od obciazenia systemu p oraz réznych wartosci progowych N.
Przedstawione wyniki analityczne (kolor czarny) zostaly zweryfikowane za pomoca
symulacji zdarzen dyskretnych 1.8.2 (kolor zielony). Mozna zauwazy¢, ze im wiek-
sza wartos¢ N, tym wiecej czasu system potrzebuje na stabilizacje oraz zwicksza
sie prawdopodobienistwo przepelnienia bufora. Niemniej jednak, nawet przy wyso-
kich wartosciach NV, dla systeméw z niskim wspotczynnikiem p prawdopodobieristwo
przepetnia jest relatywnie niskie. W tabeli 3.1.1 przedstawiono rozklady prawdo-
podobienstwa dlugosci kolejki w stanie ustalonym, ktére odpowiadaja rezultatom
zilustrowanym na rysunku 3.1.3. Rysunek 3.1.4 zawiera przestrzenna wizualizacje

zachowania rozktadu prawdopodobieristwa dtugosci kolejki wraz z uptywem czasu.

14 14

12p i

E[X(1)]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 . 0.2
t[s]

(a) Srednia liczba pakietow w systemie (b) Srednia liczba pakietow w systemie
dla p = 0.6. dla p =1.

Rys. 3.1.2. Srednia liczbe pakietow w systemie z N-dyscyplina wybudzania serwera dla
p=0.6 (a) oraz p =1 (b).

o4



3.1. Kolejkowanie proceséow Poissona
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t[s]

(a) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla p =0.6 i N = 5.
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(¢) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.6 i N = 10.
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(e) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili £ dla p =0.6 1 N = 15.

04 056 08 10
t[s]

(b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili £ dla p =11 N = 5.

0.20

0.15

m}

0.10

P{X(t)

0.05

0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t[s]

(d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p =11 N = 10.

0.20

0.15

m}

P{X(t)

0.4 0.6 0.8 1.0
ts]

(f) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili t dla p =11 N = 15.

Rys. 3.1.3. Zachowanie dtugosci kolejki w systemie z N-dyscyplina wybudzania serwera,

gdzie odpowiednio zilustrowano przypadki dla p = 0.6, p = 1 oraz N = 2,4,6 i 8. Kolor
czarny odpowiada wynikom analitycznym, natomiast kolor zielony odpowiada rezultatom

uzyskanym za pomoca symulacji zdarzen dyskretnych.
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Rozdziat 3. System kolejkowy z N-dyscypling wybudzania serwera

(a) Tranzytywny rozktad prawdopodobienstwa (b) Tranzytywny rozklad prawdopodobieristwa
dtugosci kolejki dla p = 0.6 1 N = 5. dtugosci kolejki dla p =11 N = 5.

(¢) Tranzytywny rozktad prawdopodobienstwa (d) Tranzytywny rozklad prawdopodobieristwa
dtugosci kolejki dla p = 0.6 i N = 10. dhugosci kolejki dla p =11 N = 10.

(e) Tranzytywny rozklad prawdopodobieristwa (f) Tranzytywny rozklad prawdopodobienstwa
dhugosci kolejki dla p=0.6 1 N = 15. dtugosci kolejki dla p =11 N = 15.

Rys. 3.1.4. Tréjwymiarowa wizualizacje rozktadu prawdopodobienistwa dtugosci kolejki
w zaleznosci od czasu, gdzie odpowiednio zilustrowano przypadki dla p = 0.6, p = 1 oraz
N =2,4,618.
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3.1. Kolejkowanie proceséow Poissona

P{X(c0) = m}
p=0.6 p=1
m|N=5 N=10 N=15| N=5 N=10 N=15
0 | 0.0799 0.0403 0.0274 | 0.0105 0.0062  0.0054
1 |0.1390 0.0692 0.0472 | 0.0254 0.0154  0.0126
2 10.1680 0.0844 0.0572 | 0.0404 0.0240  0.0203
3 101824 0.0914 0.0623 | 0.0550 0.0328  0.0279
4 101897 0.0950 0.0651 | 0.0695 0.0416  0.0347
5 | 0.1134 0.0970 0.0664 | 0.0725 0.0501  0.0417
6 | 0.0569 0.0986 0.0672 | 0.0715 0.0579  0.0484
7 10.0292 0.0991 0.0673 | 0.0704 0.0660  0.0549
8 | 0.0157 0.0994 0.0684 | 0.0687 0.0740  0.0619
9 | 0.0090 0.0997 0.0676 | 0.0679 0.0820  0.0689
10 | 0.0054 0.0599  0.0685 | 0.0670 0.0839  0.0749
11 | 0.0034 0.0304  0.0687 | 0.0667 0.0829  0.0817
12 | 0.0023 0.0156  0.0677 | 0.0661 0.0816  0.0884
131 0.0015 0.0085  0.0686 | 0.0657 0.0800  0.0949
14 1 0.0011  0.0049  0.0692 | 0.0655 0.0795  0.1020
15| 0.0008 0.0031  0.0408 | 0.0651 0.0791  0.1026
16 | 0.0018 0.0035  0.0201 | 0.0522 0.0626  0.0785

Tab. 3.1.1. Rozklady prawdopodobieristwa dtugosci kolejki w systemie M/G/1/K z pro-
gowa dyscypling wybudzania serwera w stanie ustalonym dla p = 0.6, p = 1 oraz
N=246i8

3.1.5. Opobznienie kolejkowania

Sekcja dotyczy opdzinienia kolejkowania w systemach M/G/1/K z N-dyscypling
wybudzania serwera [147]. Podobnie jak w przypadku diugosci kolejki, zaprezento-
wana charakterystyka jest podana w postaci transformaty Laplace’a. Ponadto, wyniki
na temat tranzytywnej analizy opdznienia kolejkowania w systemach typu M /G /1] K
mozna znaleZé w [133, 154, 155/, gdzie w szczegdlnosci w pracy [154] opisano opdz-
nienie kolejkowania dla ztoZonych procesow Poissona, natomiast w pracy [155] przed-
stawiono charakterystyke czasu oczekiwania pakietow w buforze kolejki dla systemow

2 pojedynczym okresem regeneracyi Serwera.

Przez V(t) bedziemy oznaczaé czas oczekiwania w buforze kolejki pakietu, ktory

wplynat do systemu w chwili ¢. Wynikiem rozwazan niniejszej sekcji bedzie zwarta
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Rozdziat 3. System kolejkowy z N-dyscypling wybudzania serwera

posta¢ transformaty Laplace’a rozkladu prawdopodobienistwa P{V (t) > z}, tzn.

/OO e S"P{V(t) > x}dt, Re(s) >0. (3.1.45)

Opodznienie kolejkowania w okresach ladowania bufora

Rozwazmy wirtualny czas oczekiwania V (t) w pierwszym okresie ladowania bu-
fora L. Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym (sekcje A.1.3,
A.1.4.7) otrzymujemy

1=0

P{(V(t) >x)N(t e L) Z . ) (/OI eI')\,Nfifl(y)Fi*(l’ —y)dy

(3.1.46)
e ()N

i EA’N_"‘I(QJO B0 (@),

gdzie er) ; i Er) ; oznaczaja odpowiednio j - rzedu funkcje gestosci i dystrybuante
rozktadu Erlanga z parametrem A, F' jest ogonem rozkladu F, tzn. F(-) = 1 — F(-),
natomiast F'U)* jest j-krotnym splotem Laplace’a-Stieltjesa (sekcja A.5.8) dystry-
buanty F. Wprowadzmy oznaczenie transformaty Laplace’a (sekcja A.4) rozkladu
(3.1.46) w postaci

(s, z) = /O T P{(V(H) > 2) N (t € L)} dt, (3.1.47)

gdzie Re(s) > 0. Podstawiajac (3.1.46) w (3.1.47) otrzymujemy

. r =% - > At
'UL(S, l’) — Z (/ er)HNfi—l(y)F (l‘ — y) dy + Er)\,Nil(‘T)) / *(SJr)\ ( Z|) dt
i=0 0 0 .

—(N-1)« e AONT!
—|—F X / e ( + —_— dt
@ ) N

N-2 T ANZitlN-i2 N—i-2
= - y—F y)d
' / R APy

0 0 N-1
X/ e —(s4+M)t ()‘ ) dt + F(N_l)*(x)/ ef(er/\)t ()\t) dt.
0 ! 0 (V=1

(3.1.48)

Opobznienie kolejkowania w okresach obstugi zgloszen

Zalozmy, ze okres obstugi zgtoszen moze sie rozpoczac¢ z dowolng liczbg pakietow
1 < n < K w systemie. Rozkltad prawdopodobienstwa opdznienia kolejkowania
wiekszego od z w okresie By, gdy w systemie w chwili ¢ = 0 jest n pakietéw bedziemy

oznaczaC przez

VEB(t, x) =P{(V(t) > )N (t € B)|X(0) =n}, (3.1.49)
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3.1. Kolejkowanie proceséow Poissona

gdzie z,t > 0. Chwile zakonczenia obstugi zgloszen sa momentami Makowa [152],
stad na podstawie twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym (sekcje A.1.3,

A.1.4.7) otrzymujemy nastepujacy uktad rownan catkowych

B(t,z) Z/ -3 VB(t—y, z)dF(y)
s / M ey dRG) (3.1.50)

i=K—1

_’\tZ/H ol (x —y+1t)dF(y),

K—n—1

=3 [

0

* Z /e“’ VK 1t =y, ) dF(y) (3.1.51)

K—n—1 t+x A\ i
e Z / (“) ( ) (x —y+t)dF(y)
i=0 YU )

Po wprowadzeniu nastepujacych oznaczen

5 (s,x) = / e 'VE(t, z)dt, (3.1.52)
0

K—n—1 t+ax -
Z / (s Ty APy, (3.1.53)

t

gdzie Re(s) > 0, uktad rownan (3.1.50), (3.1.51) mozna zapisa¢ w postaci

K-2 )
Zal (s,7) + 0% _,(s,2) Z a;(s) + 71(s, x), (3.1.54)
i=1 1=K—1
K—n—1 e
Z a;(s)0F_1(s,x) + 0R_y (s, z) Z a;(s) + (s, z),  (3.1.55)
=0 i=K—-n

gdzie 2 < n < K, natomiast ciag (a,) zostal zdefiniowany w (3.1.5). Dokonujac pod-
stawienia 72 (s, x) = 02 _ (s, ) w réwnaniach (3.1.54), (3.1.55), gdzie 0 < n < K—1,

otrzymamy

K-2 oo
e (s, 1) Zal s _i(s,x) +70(s,7) Z a;(s) + 1(s, ), (3.1.56)
=1 i=K—1
oraz,
Z ap+1(s (5,2) = T2(s,2) = &,(s, 1), (3.1.57)
k=—1
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dla0<n<K-—-2i
6n(8,0) = api1(8)70 (5, 0) — T2 (s, 2) Z a;(s) — T _n(s, x). (3.1.58)
i=n+1

Korzystajac z metody potencjatu (sekcja A.9) mozna wyznaczy¢ rozwiazanie (3.1.57)
w sposob analogiczny jak w przypadku czasu trwania okresu nieprzerwanej obstugi

zgloszen (3.1.11)—(3.1.19). W konsekwencji otrzymujemy
TB(s,2) = Y (s)7g (s, 2) + an(s,r) n >0, (3.1.59)

gdzie

an(s, 1) = Z Ro_i(s) (% Z a;(s) — Ti_i(s, :c)) : (3.1.60)

natomiast ciag funkcyjny (,) zostal zdefiniowany w (3.1.15). Podstawiajac n = 0
w (3.1.57) otrzymujemy

&o(s,x) + ?g(s,x)(l — al(s))
CLo(S) ’

(3.1.61)

?f(s,x) =

Posta¢ formuty 78(s,x) uzyskujemy poprzez podstawienie (3.1.59) do réwnania
(3.1.56), co prowadzi do

[y(s,z)
~B 1\
Ty (s,x) = ) 3.1.62
0 ( ) FQ(S) ( )
gdzie
K-2 00
Zaz s)ag_i(s,x) s)+7(s,x)—ak_1(s,z) (3.1.63)
=1 i=K—1

oraz I's(s) e II5(s) dla Ily(s) okreslonego w (3.1.19).
Na podstawie powyzszego, postac¢ transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodo-
bienstwa P{(V (t) > ) N (t € By)|X(0) = n} w systemach M/G/1/K z N-dyscypli-

ng wybudzania stanowiska obstugi jest nastepujaca

07 (s, ) «f (s, ) = IK-N 1£2>(£)1<S’$) +ak_n(s,z), n>0. (3.1.64)

Opodznienie kolejkowania w systemach M/G/1/K z N-dyscypling wybu-
dzania

W wyniku powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3.1.2 W systemie kolejkowym typu M/G/1/K z N-dyscypling wy-
budzania serwera postaé transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodobienstwa wir-

tualnego czasu oczekiwania jest nastepujaca

vt (s, x) + g~ (s)v" (s, 7)
[P ()56)

gdzie Re(s) > 0, natomiast v (s, x), g% (s),vP (s, ) i gB(s) zostaty odpowiednio zde-

finiowane w (3.1.48), (3.1.1), (3.1.64) i (3.1.20).

/ T PV () > ) di = (3.1.65)

Dowod  Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienistwie catkowitym (sekcja A.1.3)
otrzymujemy
P{V(t)>a} =) (P{(V(t) >z)n(te€ L)} +P{(V(t) > z) N (t € B)}).
i=1

(3.1.66)
Dla k > 1 zachodza nastepujace rownosci

P{(V(t)>x)n(te L)} =

/OtP{W(t —y) >a)N(t—y € Ly)}d(SEx SP)i=Dx(y)

(3.1.67)

P{V(t)>x)Nn(te B)} =

/Ot P{(V(t—y) > )N (t—y € B)}d((S)"  (S7)FD7) (y)
(3.1.68)

gdzie SL(t) i SB(t) oznaczaja odpowiednio dystrybuanty rozkladow P{L, < t}
i P{By <t}. Podstawiajac transformaty Laplace’a formut (3.1.67), (3.1.68) w (3.1.66)
otrzymujemy (3.1.65).

Przyktad Strumien pakietéw o rozmiarze 200 B wplywa do wezta sieci bezprze-
wodowej o pojemnos$ci K = 12 z mechanizmem progowego wybudzania serwera,
a nastepnie zostaje transmitowany z intensywnoscia 480 kb/s. Obsluga pakietow
przebiega wedtug rozktadu wyktadniczego (sekcja A.1.5.2) z parametrem p = 300,
tzn. kolejne pakiety trafiaja do systemu w srednich odstepach czasu 3.(3) ms. Rozpa-
trzmy dwie intensywnosci naptywu pakietow 400 i 480 kb/s, co odpowiada $rednim
czasom pomiedzy kolejnymi naplywami 4 i 3.(3) ms oraz wspolezynnikom obcia-
zenia stanowiska obstugi p = 0.8(3) i p = 1. Zachowanie wezla sieci rozpatrujemy
dla N = 4,6,8,10, co przedstawia rysunek 3.1.5, na ktérym zilustrowano zmiane
w czasie prawdopodobienstwa opdznienia kolejkowania przekraczajacego odpowied-
nio 5 i 10 ms dla p = 0.8(3) oraz p = 1. Ponadto, wyniki dla stanu ustalonego

zaprezentowano w tabeli 3.1.5.
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Rozdzial 3.

System kolejkowy z N-dyscyplina wybudzania serwera
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(b) Prawdopodobienstwo op6znienia kolejkowa-

nia przekraczajacego 10 ms dla p = 0.8(3).
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(d) Prawdopodobienstwo op6znienia kolejkowa-

nia przekraczajacego 10 ms dla p = 1.

3.1.5. Prawdopodobiefistwo wirtualnego czasu oczekiwania przekraczajacego

5 ms (a), (¢) i 10 ms (b), (d) w systemie kolejkowym z progowa dyscypling wybudzania

oraz odpowiednio z wspolczynnikiem obciazenia serwera p = 0.8(3) (a), (b)ip =1 (c), (d).

P{V(c0) > z}
p=08(3) p=1
N | 2=0.006 2=001|2=0.006 z=0.01
4 0.0258 0.0254 0.0272 0.0352
6 0.0412 0.0485 0.0396 0.0547
8 0.0518 0.0649 0.0473 0.0677
10 | 0.0599 0.0748 0.0528 0.0750

Tab. 3.1.2. OpoZnienie kolejkowania systemu typu M/G/1/K z mechanizmem progowego

wybudzania serwera w stanie ustalonym dla p = 0.8(3) oraz p = 1.
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3.1.6. Proces liczacy obsluzone zgloszenia

W sekcji przedstawiono zalezng od czasu charakterystyke procesu liczgcego obstu-
Zone zgtoszenia w systemach M /G/1/K z N-dyscypling wybudzania [148] w postaci
funkcji tworzqcej transformaty Laplace’a rozktadu prawdopodobienstwa obstugi m
zgtoszen do chwili t. Ponadto, wiecej rozwazan na temat tranzytywnej analizy pro-
cesu liczgeego obstuzone zgtoszenia mozna znalezé m.in. w [156, 157]. W [158] wy-
znaczono niniejszq charakterystyke dla systemu z nieskonczonym buforem kolejkz,
strumieniem zgtoszen w postaci ztozonego procesu Poissona oraz pojedynczym okre-
sem regeneracji serwera. Natomiast w [144] wyznaczono proces liczgcey obstuzone

zgtoszenia dla systemu ze skoriczonym buforem i grupowym naptywem zgtoszen.

Niech H(t) bedzie procesem liczacym (sekcja A.2.1) obsluzone zgloszenia, tzn.
H(t) bedzie oznaczaé liczbe obstuzonych pakietow do chwili ¢. Celem ponizszych
rozwazan jest wyznaczenie funkeji tworzacej transformaty Laplace’a rozktadu praw-

dopodobienstwa P{H (t) = m} w postaci

h(s, z) = i 2™ /O h e P{H(t) = m}dt, (3.1.69)

gdzie |z| < 11 Re(s) > 0.

Charakterystyka procesu liczacego obstuzone zgloszenia jest istotna w modelo-
waniu sieci kolejkowych, gdzie strumien wychodzacy z wezla staje sie strumieniem
wejsciowym zgtoszen dla kolejnego wezta. Ponadto, niniejsza charakterystyka moze
by¢ wykorzystana do wyznaczenia wspotczynnika utraty pakietoéw w wezle sieci na

wskutek przepelnienia bufora systemu.

Proces liczacy obsluzone zgloszenia w okresach ladowania bufora

Na poczatku, rozwazmy zachowanie procesu liczacego H(t) podczas pierwszego

okresu akumulacji zgtoszen L, w buforze systemu, w wyniku czego otrzymujemy

(A)'
i

K-1

P{(H{t)=m)N(te L)} 6,0 e ™ (3.1.70)

gdzie ¢; ; jest delta Kroneckera. Funkcja tworzaca transformaty Laplace’a rozktadu

z réwnania (3.1.70)
P (s, )Y o / e PL(H(t) = m) N (t € L)} dt, (3.1.71)
m=0 0

gdzie |z| < 11 Re(s) > 0 ma postac
E-1 00 ;
7L _ —(s+A)t ()‘t) _ 1 o A K
Rl (s, 2) ;:1 /O e Sdt = (1 <S+ A) . (3.1.72)
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Proces liczacy obstuzone zgloszenia w okresach pracy serwera

Rozwazmy teraz proces zliczajacy H(t) w pierwszym okresie obstugi zgloszen
By oraz zal6zmy tymczasowo, ze system moze rozpoczaé okres zajetosci z dowolng
liczba pakietow 1 < n < K w buforze kolejki. Ponadto, przyjmijmy nastepujaca
notacje

HE(t,m) € P{(H(t) = m) N (t € By)| X(0) = n}, (3.1.73)
gdzie t > 0, 0 < m < K oraz X(t) oznacza liczbe pakietow bedacych w sys-
temie w chwili . Chwile zakonczenia obshugi kolejnych zgloszern sa momentami
Markowa [152], stad na podstawie twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym
(sekcje A.1.3, A.1.4.7) z uwzglednieniem pierwszego momentu zakoriczenia obstugi

zgloszen y po t = 0, otrzymujemy nastepujacy uktad rownan catkowych Volterry

HE(t,m) =I{m > 1} (Z/O e—Ay()\i—‘?)iHiB(t —y,m—1)dF(y)

(3.1.74)
T Z / 7/\y HE 1t —y,m—1) dF(Z/)) +F(t)5m,0
i=K—1
oraz dla2 <n <K
B & ) ()\?J)i B
2 m) m > 11 Y [ eI (- yom - )R ()
, 7!
=0 70 (3.1.75)

T Z / _/\yO\Z )ZHE (t—y,m— 1)dF(y)> + F(t)0m,0
Komentujac powyzsze rownania (3.1.74), (3.1.75), zauwazmy, ze jesli pierwszy pakiet
opusci system w czasie y < t oraz do chwili y wptynie do systemu 0 <:< K —n —1
pakietow, gdzie n jest liczba pakietow bedacych w systemie w momencie rozpocze-
cia okresu obstugi zgloszen, wowczas system kontynuuje obstuge zgloszen w chwili
y z n+ 1 — 1 pakietami w systemie. Drugie sktadniki powyzszych sum opisuja sytu-
acje, w ktorej system zostaje przepetiony do chwili y, w wyniku czego w chwili y
w systemie znajduje si¢ K — 1 pakietéow. Natomiast m = 0 zachodzi w sytuacji, gdy

pierwsza obstuga zgloszen nastepuje po chwili t.

Po wprowadzeniu nastepujacej notacji

RB(s,2) KL S am / e~ HB (1, m) dt, (3.1.76)
m=0 0

)"

I dF(D), (3.1.77)

al(s,2) Y za,(s) = z/ e~ (5T A"
0

gdzie Re(s) > 0, |z] < 1, rownania (3.1.74), (3.1.75) mozna zapisa¢ w postaci

7B -— H 7B 7B — u 1—f(s)
hi(s,z) = Z a; (s, 2)hi (s,2) + hig_q(s, 2) Z a;’ (s, z) + — (3.1.78)
i=1 i=K—1
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~ K—n—1 _ _ o) 1— f(S)
hy, (s, 2) = af (s, 2)h (s, 2) + B _i(s,2) > afl(s,ZHT,
=K

(3.1.79)
gdzie 2 < n < K. W celu uzyskania rozwiazania uktadu réwnan (3.1.78), (3.1.79)

=0 7 -n

wprowadzamy oznaczenie
bE (s, 2) wf e (s,2), 0<n<K-—1, (3.1.80)

wowcezas rownanie (3.1.79) mozna zapisa¢ nastepujaco

n

> afl (5,268 ((s,2) = bE(s,2) = oa(s, 2), (3.1.81)

k=-1

gdzie 0 <n < K — 2 oraz

o0n(s,2) = all 1 (s, 2)bo(s, 2) —gl(s, 2) Z al®(s,z) — 1%]0(8) (3.1.82)

Podobnie, réwnanie (3.1.78) zapisujemy w postaci

[ee] 1_
BB (s,2) = Za (s,2)bE _,(s,2) + bP(s, 2) Zaflsz)—i——ﬂs). (3.1.83)

S
i=K—1

Analogicznie jak w poprzednich sekcjach, rozwiazanie (3.1.81) uzyskujemy zgodnie

z procedurg wykorzystana w (3.1.11)—(3.1.19), w wyniku czego otrzymujemy
bB(s,2) = v (s, 2)bP (s, 2) + Bu(s, 2), (3.1.84)
gdzie

77?(37 Z) :a(IJ{(S’ Z)vaj—&-l(‘g? Z)

ES R ol - AT Y s ], )
- H S H 1— s
“Y ALl 3 e - ]
:1—Tf(s) ZRf_i(S, z) [(Zf(S))*l Z all(s,z) — 1],

natomiast (RX) jest potencjatem ciagu (a) (sekcja A.9). Dla n = 0 réwnanie

(3.1.81) przybiera posta¢

bB(s,z) = 75 (00(s, 2) + b8 (s, ) (1 —bP(s, 2))), (3.1.86)

skad otrzymujemy

(EOB(S, ) — 1_—f(5)> (3.1.87)
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Podstawienie (3.1.84), (3.1.87) w (3.1.83) umozliwia wyznaczenie bZ(s, z) w postaci

~ Aq(s, z
bo(s,2) = QES Z; (3.1.88)
gdzie
K—2
Al(S,Z) = afl(s,z)ﬂ[{%(s,z)
= . (3.1.89)
~ra(s2) = (X alf(s.2) = 24)
K-2 00
Ay(s,2) =i (s, 2) all (s, 2)yi_i(s,2) — zfl(s) Z al(s,z).  (3.1.90)

Zestawiajac rownania (3.1.80), (3.1.84)—(3.1.90), mozna zapisa¢ funkcje tworzaca
transformaty Laplace’a rozkladu prawdopodobienistwa liczby obstuzonych zgloszen
w okresie pracy serwera inicjowanym przy N zakumulowanych pakietach w buforze
kolejki w postaci

BB (s,2) < WB(s,2) = 7§N§;é>i;<3’z> 4 Brn(s, 2). (3.1.91)

Ocena wydajnosci okreséw obslugi zgloszen

Niech €(By) bedzie liczba pakietow obstuzonych podczas trwania okresu By w kla-
sycznym modelu kolejkowym M /G /1/K bez dyscypliny wybudzania. Zatem, zakta-
damy, ze jedynym okresem pracy systemu jest Bj.

Ponadto, wprowadzmy oznaczenie
en(2) @ ELB) | X(0)=n), 1<n<K,|z| <l (3.1.92)

Woéwcezas na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym przy zato-
zeniu, ze pierwsza obstuga zgloszenia konczy sie w chwili y po ¢ = 0, mozna zapisac

nastepujacy uktad réwnan

(3.1.93)
—|—Z€K 1 Z / —/\y (y) + Zf()‘)a
ZEED ey we-ky(ﬁ?{) ar(y)
o ) (3.1.94)
+2ex_1(2) Z /0 e_)\y( ﬁ) dF(y),
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gdzie 2 < n < K. Wykorzystujac (3.1.77), uktad rownan (3.1.93), (3.1.94) mozna

zapisa¢ w postaci

e1(z) = ' al(0,2)6;(2) + €x_1(2) | Z al’(0,2) + zf(\) (3.1.95)
en(z) = _ : al (0, 2)e;(2) + €x_1(2) | Z al’(0,2), 2<n < K. (3.1.96)

() Y e n(z), 0<n<K -1, (3.1.97)

wowcezas rownania (3.1.95), (3.1.96) zostaja przeksztalcone do

> afl(0,2)8-i(2) = Cal2) = ta(2), 0<n<K -2, (3.1.98)
i=—1
gdzie
() = a1 (0, 2)50(2) — @ () S all(0,2), (3.1.99)
i=n+1
oraz,
K-2 %)
Cr-1( Zaf] (0, z)ck—i(2) + ¢1(2) Z a’ (0, 2). (3.1.100)
i=1 i=K—1
Korzystajac z tej samej metodologii, co w przypadku uktadu rownan (3.1.81) 1 (3.1.83)
otrzymujemy N
a(e) = 2) (3.1.101)
z
i
Cu(2) = ¥H(0,2)8(2), n>0. (3.1.102)

Ostatecznie, wyznaczamy ¢y(z) w postaci

2f()

(2) = . (3.1.103)
V-1(0,2) — ZIK12 ai' (0, 2)78_;(0,2) — 271 327 e a7 (0, 2)
Na podstawie (3.1.97) formute €,(2) mozna zapisac
en(2) =Cr—n(2)
zf (MY (0, 2) (3.1.104)

71}(1—1(07 z) — ZZK 12 aH(()’ 2)%}(1—1‘(0’ z) —z71 Zil{—l af{(O, 2)

Jesli oznaczymy przez €( z) funkcje tworzaca rozktadu prawdopodobieristwa liczby
obstuzonych pakietéw w okresie pracy serwera w systemie kolejkowym M/G/1/K

z N-dyscypling wybudzania serwera, wowczas

e2) ©an(2). (3.1.105)
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Proces liczacy obsluzone zgloszenia w systemach M/G/1/K z N-dyscyplina

wybudzania

Podwojna transformate rozktadu prawdopodobieristwa P{H (t) = m} w postaci
funkcjonatu h(s,z) = 32°°_ 2™ [ e " P{H(t) = m} dt opisuje ponizsze twierdze-

nie.

Twierdzenie 3.1.3 Funkcja tworzqca transformaty Laplac’a %(s, z) rozktadu praw-
dopodobienstwa liczby obstuzonych pakietow m do chwili t w systemie kolejkowym
typu M/G/1/K z N-dyscypling wybudzania stanowiska obstugi moze byé zapisana

w nastepujqgcej postact

hh(s, 2) + G=(s)hB(s, 2)
1—gL(s)gP(s)e(z)

h(s, z) = i 2" /0 h e 'P{H(t) =m}dt = (3.1.106)

gdzie Re(s) > 0, |z| < 1, natomiast wyrazenia h-(s, z), G=(s), hB(s,z), §°(s) i &(2)
zostaty okreslone odpowiednio w (3.1.72), (3.1.1), (3.1.91), (3.1.20) i (3.1.105).

Dowod  Niech SE(t) i SP(t) beda dystrybuantami rozkladéw prawdopodobieristwa
odpowiednio czaséw trawa okreséw tadowania bufora L oraz okreséw obshtugi zgto-
szeni By, k > 1. Ponadto, niech e¢; = P{e(B;) = ¢| X(0) = N}, i > 1, oznacza
rozktad prawdopodobienstwa liczby pakietéw obstuzonych w okresie B;. Zauwazmy,
ze
P{H(t):m}:Z(P{(H(t):m) N (te L)} + P{(H(t)=m) N (tEBi)}).
i=1
(3.1.107)
Poniewaz (L;) i (B;) sa ciagami niezaleznych zmiennych losowych, otrzymujemy
P{(H(t)=m) N (t € L;)}
t
=I{m >i— 1}e§;1>*/ P{(Ht—y)=0)N(t—ye L)} (3.1.108)
0

X d(SL * SB)(i_l)*(y)

P{(H(t)=m)N (t € B;)}
=mzi-1} ) 6;?_1)*/0 P{(H(t—y)=m—k)N(t—y € B1)} (3.1.109)

X d((SL)i* % (SB)(i_l)*>(y),

gdzie notacja (SL)j*, (SB)j* oznacza j - krotny splot wedtug Stieltjesa odpowiednich
dystrybuant (sekcja A.5.8). Symbol ef: oznacza k - ty element j - krotnego splotu
ciagu (e;) (sekcja A.5.12).
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3.1. Kolejkowanie proceséow Poissona

Na podstawie reprezentacji (3.1.108), (3.1.109) otrzymujemy

m) N (teL;)}dt=

NE
N
8

(D\

J

~—

=

Il

— m > —st = m ) _ gL(S)EB(S7Z)
ZZZ /0 e 'P{(H(t) =m) N (t € B,)}dt = ) (3.1.111)

Podstawienie (3.1.110) i (3.1.111) w (3.1.107) prowadzi do (3.1.106).

Uwaga Na podstawie wlasnosci funkeji tworzacych okreslonej w (A.7.6), transfor-
mata Laplace’a wartosci oczekiwanej liczby obstuzonych pakietéw do chwili ¢ moze
by¢ wyznaczona w nastepujacy sposob

/DO e "EH(t)dt = % (f: 2™ /OO e P{H(t) = m} dt)

(3.1.112)

z=1

Uwaga Na podstawie EH (t) okreslonej w (3.1.112) oraz zaleznej od czasu wartosci
sredniej intensywnosci wplywu pakietow do sytemu At mozna estymowaé wspotczyn-
nik utraty pakietéw na wskutek przepelnienia bufora systemu jako funkcje zalezna

od czasu w postaci

EH(t
LR(t) ~1— ( ) (3.1.113)
At
Przyklad Zatozmy, ze wezetl sieci o pojemnosci K = 15 z mechanizmem pro-

gowego wybudzania stanowiska obstugi moze obstugiwaé¢ wpltywajace do systemu
pakiety o rozmiarze 1500 B z predkoscia 15, 20 lub 30 Mb/s wedtug rozktad Erlanga
z parametrem ksztattu k = 3 oraz odpowiednio dla kazdej z predkosci parametrem
skali 1 = 3750, i = 5000 lub i = 7500. Ponadto, strumien wejsciowy zachowuje
sie zgodnie z procesem Poissona z parametrem A = 1250, co daje intensywnos$¢ na-
pltywu zgtoszen 15 Mb/s. Zatem, obciazenie wezta moze wynosi¢ odpowiednio p = 1,
p =0.75lub p = 0.5. Na postawie (3.1.112) i (3.1.113) wyznaczono charakterystyki
okreslajace Srednig liczbe obstuzonych przez system pakietow oraz wspotezynnik
utraty pakietow w chwili ¢, co przedstawia rysunek 3.1.6 odpowiednio dla réznych
wartosci p oraz N = 4,8 i 12. Przeprowadzona analiza moze by¢ pomocna w mo-
delowaniu sieci, gdzie dla danego wezta charakterystyka procesu liczacego obstu-
zone zgloszenia moze postuzy¢ jako strumiert wejsciowy dla kolejnego wezta sieci.
Ponadto, na postawie informacji uzyskanych na podstawie wspolczynnika utraty

pakietéw, mozliwa jest optymalizacja ich obstugi.
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1.0

0.8

0.6

LR(t)

0.4

0.2

0.10 08.00

(a) Srednia liczba transmitowanych pakietow

do chwili ¢ dla p = 1.

0.02

0.04

0.06

t[s]

0.08

0.10

(b) Wspolczynnik utraty pakietow w chwili ¢

dla p=1.
10+
08 '\""'-.
0.6 “‘
04 ‘\ i
0.2 \\\
0.0
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t[s] t[s]
(c) Srednia liczba transmitowanych pakietow
do chwili ¢t dla p = 0.75.

(d) Wspotczynnik utraty pakietow w chwili ¢
dla p = 0.75.

&
~

t[s]

0.06

. 0.04 0.08
t[s]
(e) Srednia liczba transmitowanych pakietow

do chwili ¢ dla p = 0.5.

0.10

(f) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢ dla
p=0.5.

Rys. 3.1.6. Tranzytywne charakterystyki $redniej liczby obstuzonych przez system pakie-

tow oraz wspolczynnika utraty pakietow odpowiednio dla p =1 (a), (b), p = 0.75 (c), (d)
oraz p = 0.5 (e), (f). Zachowanie systemu zostalo rozpatrzone dla N = 4,8 i 12.
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3.2. Kolejkowanie zlozonych procesé6w Poissona

3.2.1. Opis modelu

Podobnie jak w sekcji 3.1, ponizsza analiza dotyczy jednokanatowych systemow
kolejkowych ze skoriczonym buforem o rozmiarze K — 1 i jednym miejscem w stacji
obstugi. Strumien wejsciowy w tym przypadku jest modelowany za pomoca ztozo-
nego procesu Poissona (sekcja A.2.3), co mozna odniesé¢ do systemow kolejkowych,
w ktorych zadania wptywaja do systemu partiami o losowym rozmiarze. W konse-
kwencji, modele kolejkowania ztozonych proceséw Poissona mozna wykorzysta¢ do
opisu ruchu sieciowego, gdzie zdarzenia procesu moga reprezentowa¢ nie pakiety,
lecz pojedyncze bity (bajty) przesytanych informacji. Ponadto, za pomoca zlozo-
nych proceséw Poissona mozna réwniez modelowaé spietrzenia pakietéw w ruchu
sieciowym. Zatem w niniejszej sytuacji mozliwe jest modelowanie nie tylko czasu
pomiedzy kolejnymi wpltywami pakietéw do systemu, ale takze rozmiaru tych pa-
kietow lub grup pakietow. Przez (p;), > .o, p; = 1 bedziemy oznaczaé¢ dyskretny
rozktad prawdopodobienistwa rozmiaréw pakietow lub grup pakietéow wpltywajacych
do systemu z intensywnoscia A wedlug procesu Poissona. Zatem p; bedzie oznaczaé
prawdopodobienistwo pojawienia sie pakietu o rozmiarze i. Zaktadamy ponownie, ze
obshuga zgloszen przebiega zgodnie z rozktadem okreslonym dystrybuantg F' wedtug
dyscypliny FIFO. Okres obstugi zgtoszen zostaje zainicjowany w momencie akumu-
lacji w systemie N-pakietow (tzn. w momencie wejscia partii, do ktorej nalezy N-ty
z kolei pakiet), a nastepnie trwa do chwili kiedy wszystkie pakiety w systemie zostana
obstuzone, po czym ponownie rozpoczyna sie okres akumulacji zgloszen w buforze
kolejki. Zatem praca systemu moze by¢ podzielona na nastepujace na przemian po

sobie okresy tadowania bufora L, i okresy obstugi zgtoszen By.

3.2.2. Czas trwania okresow ladowania bufora

7 faktu, ze czas kazdego okresu tadowania bufora ma rozklad Erlanga N-tego

rzedu z parametrem A otrzymujemy

7" (s) = e dP{Ly < t}

(z 1)* - OO (s+M)t N i—1
2. Zp’”/o R TL (3.2.1)

>~
8

NE
Mz

<.
I

1 j=i—1 r=N—j

> (53

-1

o z KUY b

r=N-—j

Mz

1

.
I
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gdzie Re(s) > 0, natomiast p{ * oznacza i-ty element j-krotnego splotu rozktadu (py)
(sekcja A.5.12), tzn.

=1, *Zp“ Vi, > 1. (3.2.2)

3.2.3. Czas trwania okres6w obslugi zgloszen

Niech gZ° oznacza transformate Laplace’a-Stieltjesa (sekcja A.5) rozktadu praw-
dopodobienistwa czasu trwania okreséw obstugi zgtoszen inicjowanych przy 1 <n < K

pakietach w systemie, tzn.

n

2 (s) déf/ e *'dP{B, < t}, Re(s)>0. (3.2.3)
0

Podobnie jak w przypadku (3.1.3), (3.1.4), na podstawie twierdzenia o prawdopo-

dobienstwie catkowitym mozna zapisa¢ nastepujacy uklad rownan

K-2 00
> ( Z as(s)gr (s) + gr_y( Z ai(s) + 61(s (3.2.4)
1=1 i=K—1
K—n—1 oo
g (s) = ag(s)gf:-i—l< + 951 Z ag( (s), 2<n< K. (3.25)
1=0 i=K-n

gdzie 6,, zdefiniowano w (3.1.6), natomiast
ef [ (At
al(s) < / e (TAEY p;(J—‘) dF(t). (3.2.6)

Wprowadzajac w (3.2.4), (3.2.5) podstawienie @7 (s) & 2° (s)dla0 <n < K—1,

otrzymujemy

K-2 oo
G (s) = Y ai(s)wR_y(s) + @ (s) ) ai(s)+6u(s (3.2.7)
i=1 i=K—1

Zakﬂ YWE L (s) — W2 (s) = 65 (s), (3.2.8)

gdzie 0 <n < K — 2 oraz

0c(s) E 0l 1 ()T (s) — WP (s) Y af(s) — Ox_nl(s). (3.2.9)

1=n+1

Poprzez analogie do (3.1.11)—(3.1.19) otrzymujemy

@, (s) = (s)wg" (s) +715(s), n >0, (3.2.10)
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gdzie

o

ve(s) € ag(s)Re, (s +ZR ( as,,(s) — ﬁ > a;(s)> (3.2.11)

j=i+1

e (5) Kk(s)
Z RS (m - eK_i<s)> : (3.2.12)

W réwnaniu (3.2.11) ciag funkcyjny (R{) jest potencjatem ciagu (af). Ponadto

g 1 e .
() = o (660) + @ () (1 - 5(9)) (3.2.13)
T (s) = Ejz; (3.2.14)
dla
15(5) L Y af(shieo(5) 4 75(s) 3 (o) +00(5) ~mias), (3209
15(6) 2 55 s(6) = S a0 (o)~ 7 2 i) (3210

Stad, otrzymujemy

~Rc def ~pc /yc _ S)HC(S) c
77 () = wy_n(s) = KN—Sl +1g-n(s), n=0 (3.2.17)

3.2.4. Dlugosé kolejki

Sekcja przedstawia analize dtugosci kolejki systemu M /G /1/K z N-progowym
wybudzaniem serwera w stanie nieustalonym [146]. Zaprezentowane wyniki dotyczq
kolegkowania ztozonych procesow Poissona, tzn. sytuacyi, kiedy pakiety naptywajq do

systemu partiami, co stanowt uzupetnienie rozwazan z sekcji 3.1.4.

Wynikiem rozwazan niniejszej sekcji jest wzor dla transformaty

/OO e 'P{X(t) =m}dt, (3.2.18)

gdzie strumien wejsciowy opisuje ztozony proces Poissona, Re(s) > 0, natomiast

X (t) oznacza liczbe pakietow bedacych w systemie w chwili .

Dtugos$é kolejki w okresach tadowania bufora

Na poczatek rozwazmy rozktad prawdopodobienstwa dlugosci kolejki w pierw-
szym okresie akumulacji pakietéw L;. Biorac pod uwage, ze naptyw zgloszen naste-

puje wedlug ztozonego procesu Poissona otrzymujemy

P{(Xt)=m)n(teLl)}=H{0<m<N-1} Zpl* —*t(Afl) : (3.2.19)

=0
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gdzie t > 0. Wprowadzajac nastepujaca notacje

G (s,m) < /OO e "P{(X(t)=m) N (t € L1)}dt, Re(s) >0 (3.2.20)

0

na podstawie (3.2.19) otrzymujemy

e SN At)!

i (S,m):I{OﬁmﬁN—l}ZPﬁ/ e—(s+A)t(i_')dt
= N (3.2.21)
=0

Dlugosé kolejki w okresach obstugi zgloszen

Zatozmy, ze okres obstugi zgloszen jest inicjowany, gdy w buforze kolejki jest
1 < n < K pakietow. Niech Q5°(t,m) bedzie oznaczaé¢ zalezny od czasu rozklad
prawdopodobienistwa dlugodci kolejki warunkowany obecnoscia n pakietéw w syste-

mie w chwili ¢ = 0, tzn.
QF (t,m) < P{(X(t) =m) N (t € B))| X(0) = n}, (3.2.22)

gdziet > 011 <m < K. W (3.2.22) zakladamy, ze B; rozpoczyna sie w chwili
t = 0. Podobnie jak w poprzednich sekcjach, poniewaz kolejne momenty zakon-
czenia obshugi zgloszenn sa momentami Markowa [152], na podstawie twierdzenia
o prawdopodobienistwie catkowitym (sekcja A.1.3, A.1.4.7) w odniesieniu do chwili
zakonczenia obstugi pierwszego zgloszenia po t = 0 otrzymujemy nastepujacy uktad

rownan catkowych

K—-2
QY (tm) =)
=1

[ e Qg - yomyar)

(3.2.23)
= . ()
Enl —At 3k

+Fte ™| {l<m<K-1}) ph g

1=0
00 7 *()\t)J
+{m =K} Z Pl )
i=K—1 57=0




3.2. Kolejkowanie ztozonych procesow Poissona

orazdla2 <n < K

K—-n—-1 1

ch(t,m) = Z/ pf*e‘AyMQfL_l(t—y,m) dF(y)
i—0  j=00 J:
e 33 [ e g oy myar
i=Ken g=0 . (3.2.24)

Tl -\t % ()\t)l
+F(t)e <I{n <Sm<K-13) .
=0

=) 3 S )

i=K—n j=0

gdzie F(t) “ 1 — P(t). Uklad réwnan (3.2.23), (3.2.24) jest analogia do ukladu
réwnan (3.1.26), (3.1.27) z sekcji 3.1.4.

Po wprowadzeniu nastepujacej notacji

@ (s, )déf/ e QP (t,m) dt, (3.2.25)
0

e 0 - m-—n ' A\ i
Cos,m) < / e”MIIE(R) (I{n <m<K-—1} ) p:;_n( Z.')
O .

fim=ky 3 3 Y )

i=K—n j7=0

(3.2.26)

gdzie Re(s) > 0, uktad rownan (3.2.23), (3.2.24) mozna zapisa¢ w postaci

K-2

@ (s,m) = Z as(s)q> (s,m) + qo_,(s,m) Z ai(s) + (s, m), (3.2.27)
=K—1

=1 3

oraz dla2 <n <K

K—n—-1 0o
G (s;m) = Y ai(s)qriia(s,m) + dp_i(s;m) Y af(s) + (is,m). (3.2.28)
i=0 i=K—n

Ciag (at) zostal zdefiniowany w (3.2.6). Podstawiajac glvfc(s,m) wf & (s,m)

w (3.2.27), (3.2.28) dla 0 < n < K — 1 otrzymujemy

K-2 [e§)
a5 (s,m) Zaf )% (s,m) + dP° (s, m) Z ai(s) + (i(s,m),  (3.2.29)
i=1

i=K—1

Z Ay (8)d1" (s,m) — dY" (s,m) = 95 (s,m), (3.2.30)

k=—1
gdzie 0 <n < K — 2 oraz

o0

¥ (s,m) < a1 ()5 (s,m) — 4P (s,m) Y af(s) = Geonlsim). (3:2.31)

i=n-+1
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Rozwiazanie ukladu (3.2.30) [149] ma postac
dZ(s,m) = C(s,m VR 1 (s) + ZR s)s(s,m), (3.2.32)

gdzie C(s,m) nie zalezy od n, natomiast (RS) jest potencjalem ciagu (a%) (sek-

cja A.9). Podstawiajac n = 0 w (3.2.32) otrzymujemy
C(s,m) = ag(s)dE (s, m). (3.2.33)

Nastepnie, po podstawieniu n = 0 w (3.2.30), uzyskujemy

1B° _ 1 c 1B° c
dy (s,m) = ) (wo(s,m) +dg (s,m)(1— al(s))), (3.2.34)
stad N
dB° (s,m) = Ay’ (s,m) — Ciels,m). (3.2.35)

f(s)

Podstawiajac (3.2.31), (3.2.33) i (3.2.35) w (3.2.32), wyrazenie d5°(s, m) mozna

zapisa¢ w postaci
glvfc(s, m) = yz(s)cﬁi%gc(s,m) + ki(s,m), n >0, (3.2.36)

gdzie (7¢) zdefiniowano w (3.2.11), natomiast

(s,m) def ZR M Z aj(s) — O _;(s,m) |. (3.2.37)
o 2
Wykorzystujac (3.2.35), (3.2.36) oraz (3.2.29), otrzymujemy formule d2° (s, m) w po-
stacl ( )
~ Af(s,m
dg =1 2.
0 (S7m) Ag(S) ) (3 38)
gdzie
K—2
c def c c
Al(sum) = CLZ-(S)KK z(S7m)
Ci(l .- (3.2.39)
“(s,m .
- > af(s) + ¢ils,m) = Ky (s,m)
fls) 5
oraz A§(s) I (s) dla II§ okreslonego w (3.2.16). Stad
c €] ~Bc 7 — AC Y
75 (s,m) < G (s,m) = X N(ASC)(;)(S M e (sim), n>0. (3.2.40)
2




3.2. Kolejkowanie ztozonych procesow Poissona

Dtugosé kolejki w systemach MX /G/1/K z N-dyscypling wybudzania
Wynikiem powyzszych rozwazan jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.1 Transformata Laplace’a rozktadu prawdopodobienstwa dtugo-
sci kolejki w systemie MX /G /1/K z N-dyscypling wybudzania serwera ma nastepu-
jacq postac

(e g T ) T (s m)
[ e o = T,

gdzie Re(s) > 0, natomiast ¢~ (s,m), g~ (s), ¢° (s, m) i g%°(s) zostaty odpowiednio

podane w (3.2.21), (3.2.1), (3.2.40) i (3.2.17).

(3.2.41)

Dowdéd Na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym (sekcja A.1.3,

A.1.4.7) otrzymujemy

P{X(t) =m} = P{(X(t)=m L;
o } ;< {( " )m(te )} (3.2.42)

+P{(X(1) =m) N (t€ B)}).

Zatozmy, ze SE(t) i SP(t) sa odpowiednio dystrybuantami rozkladéw prawdopo-
dobienstwa P{L; < t} i P{By < t}. Biorac pod uwage, ze Ly i B, k > 1 sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi, odpowiednio o tych samych rozktadach prawdo-

podobienstwa, uzyskujemy
P{(X(t)=m)n(t e L)}

t o (1) (3.2.43)
:/0 P{(X(t—y)=m)N(t—y e L)}rd(S"=S%)" "(y),
P{(X(t)=m)N (t€ B;)}

= [(BiXu—n) =m) -y e B} a5+ (7)) )

Nastepnie podstawiajac transformaty Laplace’a (3.2.43), (3.2.44) w (3.2.42) otrzy-

(3.2.44)

mujemy (3.2.41).

Przyktad Rozwazmy trzy zlozone procesy Poissona o nastepujacych rozktadach
prawdopodobienistwa rozmiaréw grup pakietéw naptywajacych do wezta sieci bez-

przewodowej:
b Pl:p1:p2:%)pk:()7k>27
o Pyipi=py=p3s=3,pe=0k>3,

o Pyipi=py=p3s=ps=13,pr=0k>4.
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Zatozmy, ze do wezta sieci o pojemnosci K = 8 z progowa dyscypling wybudzania
serwera naplywaja pakiety o rozmiarze 150 B wedlug ztozonego procesu Poissona
odpowiednio z rozkladami rozmiaréw grup pakietow P, P, i P3 oraz intensywno-
Sciami \; = 400, Ay = 300, A3 = 240. Zatem, w kazdym z przypadkoéw do systemu
wplywa srednio 600 pakietéw na sekunde. Nastepnie rozpatrzmy dwie intensywno-
Sci obstugi zgloszen 960 kb/s i 720 kb /s wedtug rozktadu wykltadniczego, w wyniku
czego obciazenie systemu wynosi odpowiednio p = 0.75 1 p = 1. Tranzytywne roz-
ktady prawdopodobienstwa diugosci kolejki dla N = 4 i 6 przedstawiaja rysunki
3.2.1 1 3.2.2, na ktorych zilustrowano zachowanie systemu dla p = 0.751 p = 1.
Wartosci prawdopodobienstwa dla stanu ustalonego zostaty podane w tabeli 3.2.1.
Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna zaobserwowaé, ze pomimo tej samej
sredniej intensywnos¢ naptywu zgtoszen dla rozpatrywanych przypadkéw strumieni
wejsciowych, posta¢ rozktadu prawdopodobienistwa rozmiaru grup wptywajacych do
systemu ma wptyw na dlugos$é kolejki zaréwno w stanie ustalonym jak i tranzytyw-

nym.
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P{X(t) = m}

.
0.00 lewas
0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 (()).000 0.005

0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
t[s]

t[s]

(b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

(a) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla P, p=11 N = 4.

w systemie w chwili ¢ dla P, p =0.751 N = 4.

0.20 0.18
- m= 0.16
== om=
0.15 m=6 014
------ m= 0.12
e D el =
T e | 0.10
~0.10 /s =
s ;. = 0.08
= ! =
0.06
.
0.05 00alf 7
.
) 0.02f /
; /
b /
0.00 bewsz! 0,00 kst
0000 0005 0010 0015 0020 0025  0.030 0000 0005 0010 0015 0020 0025  0.030
ts]

t[s]
(d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

(¢) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili £ dla P, p=11 N =4.

w systemie w chwili ¢ dla P, p=0.751 N = 4.

— m=2

0.030 0'(())(.)006 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
t[s]

0.00 Lues™”
0000 0005 0010 _ 0015 _ 0020 _ 0025
ts]

(f) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow

(e) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla P3, p=11 N = 4.

w systemie w chwili ¢t dla P3, p=0.751 N = 4.

Rys. 3.2.1. Prawdopodobienistwa pobytu w systemie m pakietéw w chwili ¢ dla N = 4,
p = 0.751 p = 1 oraz dla przypadkow gdzie strumienn wejSciowy jest opisany za pomoca

ztozonego procesu Poissona odpowiednio z rozktadami P; (a), (b), P5 (¢), (d) i Ps (e), (f).
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0.0,

oL/ :
0.000 0.005

(a) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla P, p=0.751 N = 6.

0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

t[s]
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0.14 0.14
0.12 0.12
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= 010 S 010
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(c¢) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla P, p=0.751 N = 6.
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t[s]
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t[s]

0.00 kasZlo
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(b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla P, p=11 N = 6.
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0.015 0.025 0.030

t[s]

0.00 Liz”
0.000 0005 0010 0.020

(d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili £ dla P, p=11 N = 6.

0.20 018 =T
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.
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~ 010 = h
S o008l ¢
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0.02
0.00 Lz 0.00 L
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t[s]

t[s]

(e) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow (f) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢t dla P3, p=0.751 N =6. w systemie w chwili t dla P3, p=11 N = 6.

Rys. 3.2.2. Prawdopodobienistwa pobytu w systemie m pakietéw w chwili ¢ dla N = 6,
p = 0.751 p = 1 oraz dla przypadkow gdzie strumien wejSciowy jest opisany za pomoca

ztozonego procesu Poissona odpowiednio z rozktadami P; (a), (b), Ps (¢), (d) i Ps (e), (f).
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P{X(o0) =m}
p=0.75 p=1
m P1 P2 P3 P1 P2 P3
N =2

0.2118 0.1996 0.1903 | 0.1261 0.1358 0.1421
0.1588 0.1453 0.1349 | 0.1201 0.1222 0.1224
0.1059 0.0809 0.0638 | 0.1041 0.0883 0.0751
0.0926 0.0799 0.0651 | 0.1094 0.0984 0.0842
0.0728 0.0683 0.0619 | 0.1077 0.0990 0.0894
0.0596 0.0557 0.0529 | 0.1082 0.0970 0.0882
0.0480 0.0480 0.0443 | 0.1080 0.0979 0.0863
0.0389 0.0405 0.0393 | 0.1081 0.0978 0.0872

N =4
0.1122 0.1092 0.1102 | 0.0712 0.0773 0.0833
0.1684 0.1480 0.1407 | 0.1137 0.1108 0.1118
0.1824 0.1934 0.1753 | 0.1377 0.1517 0.1454
0.1333 0.1232 0.1158 | 0.1297 0.1257 0.1211
0.0947 0.0816 0.0728 | 0.1196 0.1066 0.0964
0.0807 0.0742 0.0683 | 0.1230 0.1113 0.1011
0.0640 0.0636 0.0615 | 0.1219 0.1121 0.1030
0.0522 0.0526 0.0534 | 0.1222 0.1109 0.1028

N =6
0.0804 0.0796 0.0796 | 0.0543 0.0590 0.0628
0.1206 0.1078 0.1017 | 0.0867 0.0845 0.0842
0.1306 0.1409 0.1267 | 0.1050 0.1157 0.1095
0.1507 0.1410 0.1544 | 0.1309 0.1282 0.1384
0.1608 0.1575 0.1483 | 0.1528 0.1520 0.1461
0.1181 0.0786 0.1058 | 0.1455 0.1380 0.1302
0.0860 0.0786 0.0712 | 0.1378 0.1239 0.1108
0.0860 0.0702 0.0658 | 0.1403 0.1274 0.1147

0 3 O U = W NN =

O I O T = W N

O J O O b= W N =

Tab. 3.2.1. Rozklad prawdopodobieristwa dlugosci kolejki w stanie ustalonym dla réznych
przypadkéw strumienia wejSciowego w postaci ztozonego procesu Poissona odpowiednio

z rozktadami Py, P i P3. Wyniki dotycza przypadkéw gdy p = 0.75, p = 1 oraz N = 2,4, 6.
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3.2.5. Proces liczacy obsluzone zgloszenia

W niniejszej sekcji przedstawiono tranzytywng charakterystyke procesu liczgcego
obstuzone zgtoszenia w systemie typu M~ /G /1/K z mechanizmem N -progowego wy-
budzaniem serwera [159]. Wyniki dotyczq kolejkowania ztozZonych proceséw Poissona

i stanowiq rozwiniecie rozwazan z sekcji 3.1.6.

Wynikiem ponizszych rozwazan bedzie zwarta postaé¢ funkcji tworzacej transfor-

maty Laplace’a liczby pakietow obstuzonych do chwili ¢, tzn.

he(s,z) Z / e'P{H(t) = m}dt, (3.2.45)
gdzie |z| < 11 Re(s) > 0.

Proces liczacy obstuzone zgloszenia w okresach ladowania bufora

Zacznijmy od analizy zachowania procesu liczacego obstuzone zgloszenia w pierw-

szym okresie tadowania bufora L, ktory rozpoczyna sie w chwili ¢ = 0. Otrzymujemy

P{(H(t) =m)N(t € L)} = 0o Z Z e (A ~— (3.2.46)

=0 75=0

gdzie p!* jest i-tym elementem j-krotnego splotu rozktadu (py), k > 1 (sekcja A.5.12).
Wprowadzmy nastepujaca notacje

R (s fz / “P{(H(t) = m) N (t € Ly)} dt, (3.2.47)

gdzie |z| < 11 Re(s) > 0. Podstawiajac (3.2.46) w (3.2.47) otrzymujemy

Lc K-1 1 _(S+)\)t ()\t)j -1 1 i )\J
=0 7=0 i=0 j=

Proces liczacy obsluzone zgloszenia w okresach pracy serwera

Zatozmy na pewien czas, ze inicjacja okreséw obstugi zgtoszen moze nastapi¢, gdy

w systemie znajduje sie 1 < n < K pakietéw. Niech HZ(t,m) bedzie zdefiniowane
W postaci

HEZ (t,m) & P{(H(t) = m) N (t € By)| X(0) = n}, (3.2.49)

gdziet > 0,0 < m < K oraz X (t) oznacza liczbe pakietow w systemie w chwili ¢. Ko-
rzystajac z twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym (sekcja A.1.3, A.1.4.7)
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dla ciagltych zmiennych losowych otrzymujemy w odniesieniu do momentu zakon-

czenia pierwszej obstugi zgloszen po czasie t uktad rownan catkowych w postaci

HY () = {m > 1}<Z_/ Z prom M) HBC(t—y, —1)dF(y)

+ Z Z/ A Ay L HE (t—y,m—1)dF(y)> + F(t)0m0

i=K—-1 7=0

(3.2.50)

oraz dla2 <n <K

~ [ e O
[ e Sy m -1 aF()

+ Z Z/ pf*eﬂy@ H y,m—l)dF(y)> + F(t)0m0
(3.2.51)

Interpretacja rownan (3.2.50) i (3.2.51) jest analogiczna jak w przypadku (3.1.74)
i (3.1.75).
Wykorzystujac ponizsza notacje

hE (s fz / —sLETBY () dt (3.2.52)

ef [ (e
afle(s,z) & z/ e~ (s Zp{ u dF(t), (3.2.53)
0 =0 J!

gdzie Re(s) > 0, |z| < 1, uklad rownan (3.2.50)—(3.2.51) mozna zapisa¢ nastepujaco
- - S L1- f( )
R (s, 2) Zch (s,2)hP(s,2) + W (s, 2) Z al’(s, 2) , (3.2.54)
=1 =K —

7 1

K—n—1 oo
T c c 1 - f(S)
hB (s, 2) Z{; al’(s, 2)hB, (s,2) + hE (s, 2) '_; al’“(s, 2) 0
(3.2.55)

gdzie 2 < n < K. Nastepnie, w uktadzie rownan (3.2.54), (3.2.55) wykonujemy
podstawienie b5°(s, z) wf "B (s,2),dla0 < n < K — 1, stad réwnanie (3.2.55)

zapisujemy w postaci

Z al’’ (s, 2) bB (s,2) — b “(s,2) = 0%(s, 2), (3.2.56)

i=—1
gdzie 0 < n < K — 2, natomiast
~ > 1 —
6i(s.7) = ey (. B (5.2) ~ B (5.) 3 af(s0) - LD (327)

. ’ S
i=n+1
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Podobnie, réwnanie (3.2.54) zapisujemy w postaci

=

-2 [ee}
D (s,2) = S all(s, )0 (s,2) + 07 (5,2) Y al(s,2) +
1 i=K—1

1—f(s)

S

. (3.2.58)

i

Analogicznie jak w poprzednich sekcjach, postepujac podobnie jak w przypadku
(3.1.11)—(3.1.19), rozwiazanie (3.2.56) uzyskujemy w postaci

gfc(s, z) = ye(s, z)Z{?C(s, z) + Bi(s, 2), (3.2.59)

dla n > 0 oraz

vfc(s, z) = ao “(s, z)Rfﬁl (s,2 —I—Z RHC (s,2) (af_‘(ﬁ(s,z)—(zf(s))f1 Z aHC(s z)),

B T (3260
. e 1= f(s) S 4 L f(s)
e :;Rn_i(s’z)< 25 (s) j:zi;l o) =) (3.2.61)
- %MZR?@'(S%)((#(S))_I > af(s.2) - 1)7

gdzie (RH¢) jest potencjatem ciagu (af¢). Dla n = 0 réwnanie (3.2.56) redukuje sie

do postaci
(s, 2) = m(%(s )+ 88 (s, 2) (1 — alle(s, 2))), (3.2.62)

stad
D5 (s, 2) = Zf1(5> (EOBC(S,Z) 1 _Sf(s)>. (3.2.63)

Podstawiajac (3.2.59), (3.2.63) w (3.2.58), otrzymujemy

Ai(s, 2)

~ e B
by (s,2) = A5(5,2) (3.2.64)
gdzie
K—2
AS(s, z) Za “(s,2)B%_;(s8,2) — B _1(s,2)
1 o
zsféi? (‘;lam(s z) —zf(s ))
i
K-2 o0
AS(s,2) = vHe (s, 2) — Z al®(s, 2)yEe (s, 2) al’®(s,z).  (3.2.65)
=1 i=K-1
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Zestawiajac wyniki powyzszych rozwazan (3.2.59)—(3.2.65), funkcje tworzaca trans-
formaty Laplaca’a liczby obstuzonych zgloszen w okresach pracy serwera inicjowa-

nych N zgloszeniami w systemie mozna zapisa¢ nastepujaco.

~pe . Af(s, z .
h’f (872) = /ylf(l—n(sv Z) AéES’ Z; + 5K—n(8a Z) (3266)
Ponadto
75 (s, 2) BB (s, 2). (3.2.67)

Ocena wydajnosci okresé6w obstugi zgloszen

Nastepnie wyznaczymy postaé¢ funkcji tworzacej rozktadu prawdopodobienstwa
liczby obshuzonych pakietéw w pojedynczym okresie nieprzerwanej pracy serwera.

Niech €°(B;) bedzie procesem liczacym obstuzone pakiety w okresie By oraz niech

E(2) =E{LB) | X(0)=n), 1<n<K,|z|<Ll. (3.2.68)

n

Analogicznie jak w przypadku (3.2.50), (3.2.51), na podstawie twierdzenia o praw-

dopodobienstwie caltkowitym otrzymujemy

K-2

N /Zf*—ky AF(y)

=1

(3.2.69)
+ 2 (2 Z / Zp]-* 2O G 420
e(2) =2 i / Zp]* w0 dF( )
= (3.2.70)

+ 2% _4( Z / ZP]* WA )\y dF(y),

i=K—n

gdzie 2 < n < K. Korzystajac z (3.2.53), uklad réownan (3.2.69)—(3.2.70) mozna

zapisa¢ w postaci

K-2 00
&(2) =) al"(0,2)&(2) + &1 (2) Y a'*(0,2) + 2f(N), (3.2.71)
=1 i=K—1
K—n—-1 R
en(z) = a'°(0,2)e5(2) + & (2) Y al’®(0,2), 2<n< K. (32.72)
=0 i=K—n

Podstawienie
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w (3.2.71), (3.2.72) daje nam

n

Z arlc(0,2) _i(2) =i (2) =15(2), 0<n<K -2, (3.2.74)
i=—1
gdzie
v (2) = alls,(0,2)c(2) — & (2) Y al™*(0,2), (3.2.75)
i=n+1
i
K-2 )
Tea(2) = ) a™(0.2) (=) + G (2) Y a"(0,2) +2f(N). (3.2.76)
i=1 i=K—1

Wykorzystujac te samo postepowanie jak w przypadku (3.2.56)—(3.2.58) otrzymu-

jemy -
() = 23 (3.2.77)
z
&(2) = 410, 2)%(z), n>0. (3.2.78)
oraz
- zf(A)
&(2) = = e o e (3:2.79)
YrE1(0,2) = D707 a0, 2)vk (0, 2) — 271 307 e a;7(0, 2)
Zatem na podstawie powyzszego € (z) mozna zapisa¢ w postaci
en(z) =k _n(2)
2f (Y, (0,2) (3.2.80)

YE(0,2) — 82 alo(0, )7 (0, 2) — 271 30 alfe(0,2)

Z faktu, ze rozwazania dotycza modeli kolejkowych z N-dyscyplina wybudzania,

bedziemy stosowaé¢ nastepujace oznaczenie

=(2) e (). (3.2.81)

Proces liczacy obstuzone zgloszenia w systemach M/G/1/K z N-dyscyplina

wybudzania

Podwojna transformate rozktadu prawdopodobienistwa P{H (t) = m} charakte-

ryzuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.2 Funkcja tworzqca transformaty Laplace’a %C(s,z) tranzytyw-
nego rozktadu prawdopodobienstwa procesu liczgcego obstuzone zgtoszenia w systemie
kolejkowym typu MX/G/1/K z N-dyscypling wybudzania serwera mozna zapisaé
w nastepujgcy sposob
~ - > WY (s, 2) + G5 (s)hP (s, 2)
Fe(s, 2) = zm/ e IPLH(E) = m}dt — 1S A I ST (s,
n;) 0 1—g"(s)g" (s)e(z)

gdzie Re(s) > 0, |z| < 1 oraz formuly h¥(s,z), G~ (s), K5 (s,2), §5°(s) i &(2)
zostaty odpowiednio podane w (3.2.48), (3.2.1), (3.2.67), (3.2.17) i (3.2.81).

. (3.2.82)
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3.2. Kolejkowanie ztozonych procesow Poissona

Dowod  Niech SE(t) i SB(t) beda odpowiednio dystrybuantami rozktadow prawdo-
podobienstwa czasu trwania okresow tadowania bufora L; oraz czasu trwania okre-
sow obstugi zgloszen B;. Ponadto, niech ¢ = P{e’(B,) = i|X(0) = N}, i > 1.

7 twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym wynika nastepujaca rownosé

P{H() =m} = P{(H()=m te L,
[H(t) = m} Z( [(H@)=m) N (te L)} .
+P{(H(t) =m) N (t€ B)}).

Z faktu, ze (L;) i (B;) sa identyfikowane z niezaleznymi zmiennymi losowymi odpo-

wiednio o identycznych rozktadach prawdopodobieristwa otrzymujemy
P{(H(t)=m) N (t € L;)}
t
> i 1}%33—”*/ P{(H(t—y)=0)n(t—yeL)} (3.2.84)
0

x d(S" « SB)(i_l)*(y)

P{(H(t)=m) N (t € B;)}

—Hm>i-1} Y q,(j‘”*/o P{(H(t—y)=m—k)N(t=y€B)} (3945

k=i—1
X d((SL)"* . (SB)“‘”*) (y).
Powyzsze reprezentacje (3.2.84), (3.2.85) prowadza do

R (s, 2)
1—g"(s)g™ (s)ec(z)

m) N (t € L;)}dt = (3.2.86)

%Y
o\..
3
(@]
.
w
—~—
=
Il

S S m > —st =m ) _ ELC(S>%BC<S7’Z)
D /0 e 'P{(H(t) =m)N(t € B,)}dt = TS (T () (3.2.87)

i=1 m=0

Nastepnie, na podstawie (3.2.83), (3.2.86), (3.2.87), otrzymujemy (3.2.82).

Przyktad Rozwazmy dwa zlozone procesy Poissona o nastepujacych rozktadach

prawdopodobienistwa rozmiaréw grup pakietéw naptywajacych do wezla sieci:
o P :py=04,p,=0.6,pr =0,k > 2,
e P:ip=03,p,=04,p3=0.3,pr =0,k > 3,

gdzie p; jest prawdopodobienstwem wpltywu do systemu grupy ¢ pakietow. Do we-

zta o pojemnosci K = 8 z N-progowa dyscypling wybudzania serwera naptywaja
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Rozdziat 3. System kolejkowy z N-dyscypling wybudzania serwera

pakiety o rozmiarze 100 B wedlug ztozonego procesu Poissona odpowiednio z roz-
ktadami wielkosci grup pakietéw Py, P, oraz intensywnosciami A; = 250 i Ay = 200.
7 powyzszego wynika, ze do systemu naplywa srednio 400 pakietéw na sekunde
dla obu przypadkoéw ztozonych proceséw Poissona. Rozwazmy dwie intensywnosci
obstugi zgloszen 500 kb/s i 320 kb/s wedlug rozktadu wyktadniczego, co daje ob-
cigzenie systemu odpowiednio na poziomie p = 0.64 lub p = 1. Srednig liczbe
obstuzonych pakietow w zaleznosci od obciazenia systemu, rozktadow wielkosci na-
plywajacych grup pakietow Py, P, oraz wartosci N = 2,4 i 6 zaprezentowano na
rysunku 3.2.3. Analogicznie, na rysunku 3.2.4 zilustrowano zmiane w czasie wspot-
czynnika utraty pakietéw. Podobnie jak w przypadku diugosci kolejki w systemie
ze strumieniem wejsciowym w postaci ztozonego procesu Poissona, rozktad prawdo-
podobienstwa wielkosci grup naptywajacych do systemu ma wpltyw na zachowanie

procesu liczacego obstuzone zgloszenia.

50 e 50
S0 .- T 40 .-
= Phd = P

30 e 30 .-

20 e . .. 20 .- - .

10 s 10 ot

0 oo 0 Tl
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

t[s] ts]

(a) Srednia liczba obstuzonych pakietéw do  (b) Srednia liczba obstuzonych pakietéw do
chwili ¢t dla P, i p = 0.64. chwili ¢ dla Py i p = 0.64.

(()).00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 (()],00 B 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t[s] t[s]

(c) Srednia liczba obstuzonych pakietéw do  (d) Srednia liczba obshuzonych pakietow do
chwilit dla P, i p=1. chwili ¢t dla P, i p=1.

Rys. 3.2.3. Srednia liczba obstuzonych przez stanowisko obstugi pakietow do chwili ¢ dla
p=0.75 (a), (b), p=1 (c), (d) oraz rozktadéw P; (a), (c) i P2 (b), (d).
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0.06 0.08 0.10
t[s]

(a) Wspotczynnik utraty pakietow w chwili ¢
dla P, i p=0.64.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
ts]

(¢) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢
dla Pyip=1.

0.04 0.06 0.08 0.10
t[s]

(b) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢
dla P, i p=0.64.

LR(f)

0.06 0.08 0.10
ts]

(d) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢
dla P,ip=1.

Rys. 3.2.4. Wspolczynnik utraty pakietow w chwili ¢ dla wspoélczynnikéw obciazenia
serwera p = 0.75 (a), (b), p =1 (c¢), (d) oraz rozkladow P; (a), (c) i P2 (b), (d).

89






Rozdzial 4

System kolejkowy z probabilistycznym

mechanizmem wybudzania serwera

Rozdziat dotyczy tranzytywnej analizy jednokanatowych systemow kolejkowych
ze skonczonym buforem, poissonowskim strumieniem wejsSciowym pakietow i z pro-
babilistycznym mechanizmem wybudzania stanowiska obstugi. Przedstawione wyniki
rozwazan odnoszq si¢ do ditugosci kolejki [160, 161], opdzinienia kolejkowania [162]
oraz procesu liczacego obstuzone zgtoszenia [163].

Modele kolejkowe ze skoriczonym buforem wykorzystywane sa z powodzeniem do
modelowania systeméw, w ktorych w sposéb naturalny dochodzi do tworzenia sie po-
czekalni, gdzie akumulowane sa zadania, klienci, czy tez pakiety, czemu towarzyszy
m. in. ich opdznienie obstugi, czy przepehienie poczekalni. W szczegolnosci, z tego
typu modelami mamy do czynienia w przypadku ruchu pakietow w sieciach kompu-
terowych. Jednym z wyzwan komunikacji bezprzewodowej np. Wi-Fi IEEE 802.11,
WSN jest problem oszczednosci energii. W praktyce stosowany jest mechanizm tym-
czasowego wytaczania stanowiska obshugi, np. w sytuacji, gdy bufor systemu jest
pusty lub intensywnosé naptywu pakietéw jest ograniczona. Po okresie przestoju
w pracy, stanowisko obstugi w wezle sieci czesto potrzebuje losowego czasu na uzy-
skania pelnej gotowosci do pracy. Tego typu mechanizm wybudzania mozna zaob-
serwowac¢ np. w systemach produkcyjnych, czy standardzie transmisji GSM. W po-
przednim rozdziale opisano modele kolejkowe z mechanizmem progowego wybudza-
nia stanowiska obstugi, gdzie praca serwera zostaje zainicjowana, gdy w buforze ko-
lejki nagromadzona jest okre$lona z gory liczba pakietéw. Niniejszy rozdzial zawiera
charakterystyki modeli kolejkowych ze skoriczonym buforem i mechanizmem proba-
bilistycznego wybudzania serwera, gdzie serwer po okresie bezczynnosci potrzebuje
losowego czasu, aby uzyskaé¢ pelna gotowos¢ do pracy. W kontekscie rozwazanego
mechanizmu, w [164-166| przedstawiono analize zachowania pakietow w systemach

z probabilistycznym wybudzaniem serwera w stanie ustalonym. Rezultaty dotyczace
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analizy zuzycia energii przez wezly sieci sensorowych za pomoca modeli kolejkowych
z probabilistycznym wybudzaniem serwera mozna znalezé w [119, 167, gdzie druga
pozycja odnosi sie do modelu usypiania/wybudzania serwera zgodnie z protokotem
IEEE 802.15.4. Ponadto, w pozycji [168] mozna znalezé wyniki badan na temat wy-
korzystania rozwazanego modelu w kontekscie sieci komérkowych, natomiast w [120)]
opisano zuzycie energii przez centra danych z serwerami wyposazonymi w mechani-

zmy kontroli ich pracy.

4.1. Kolejkowanie procesé6w Poissona

4.1.1. Opis modelu

Rozwazmy model kolejki M /G /1/K z jedna stacja obstugi zgloszen i skoniczonym
buforem o rozmiarze K — 1, do ktorego pakiety naptywaja wedtug procesu Poissona
z parametrem A, a nastepnie sa obstugiwane wedtug rozktadu prawdopodobieristwa
okreslonego dystrybuanta F' zgodnie z dyscypling FIFO. Zaktadamy, ze w chwili
t = 0 w buforze moze by¢ zakumulowana pewna liczba pakietow. Kazdy okres pracy
serwera jest inicjowany w momencie, gdy do pustego systemu wplynie pierwszy
pakiet. Ponadto, obstuga pierwszego pakietu, w kazdym okresie pracy serwera jest
poprzedzona losowym czasem rozruchu serwera wedtug rozktadu o dystrybuancie G,
co wynika z zalozenia, ze serwer po okresie oczekiwania potrzebuje pewnego czasu
(setup time), aby uzyskaé¢ pelna gotowos¢ operacyjna.

W sytuacji, kiedy w systemie nie znajduje sie zaden pakiet w chwili £ = 0, system
znajduje sie stanie bezczynnodci, a jego praca zostaje zainicjowana wraz z naptywem
pierwszego pakietu do systemu, czemu towarzyszy réwnoczesne rozpoczecie rozruchu
stanowiska obshugi. Zauwazmy, ze moga wystapi¢ w tym kontekscie trzy wzajemnie

wykluczajace sie zdarzenia losowe:

1. pierwszy pakiet wptywa do systemu przed chwilg ¢ oraz okres rozruchu serwera

koriczy sie przed t, co bedziemy oznaczaé¢ w dalszej czesci tekstu przez A (t);

2. pierwszy pakiet wpltywa do systemu przed chwilg ¢, natomiast okres rozruchu

serwera konczy sie po t, co bedziemy oznaczaé przez As(t);
3. pierwszy pakiet wplywa do systemu po chwili £, co bedzie oznaczane przez
As(t).
4.1.2. Dlugosé¢ kolejki

Sekcja przedstawia analize dlugosci kolejki w systemach typu M /G /1] K z probabi-

listycznym mechanizmem wybudzania stanowiska obstugi w stanie nieustalonym [145].
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Zaprezentowana charakterystyka podana jest w postaci transformaty Laplace’a, uzy-
skanej na podstawie metodologii wtozZonych taricuchdw Markowa (sekcja A.2.4), twier-
dzenia o prawdopodobieristwie catkowitym dla cigglych zmiennych losowych (sek-
cja A.1.4), metody potencjatu blgdzenia losowego (sekcja A.9), teorii odnowy oraz al-
gebry lintowej. Rozwazania na temat tranzytywnej analizy modeli kolejkowych z nie-
skonczonym buforem oraz roznymi ograniczeniami w dostepie do stacji obstugi, m.in.
probabilistyczng dyscypling wybudzania serwera mozna znalezé [150, 151]. W pracy
[118] opisano zalezng od czasu charakterystyke diugosci kolejki w kontekscie linii
produkcyjnej, gdzie okresy pracy stanowiska obstugi poprzedzone sqg losowym czasem
niezbednym do uzyskania przez maszyne petnej gotowosci do pracy, natomiast okresy

bezczynnosci poprzedzone sq losowym czasem niezbednym do zatrzymania maszyny.
Oznaczmy rozklad prawdopodobieristwa dlugosci kolejki w chwili ¢ przy wa-
runku, ze X (0) = n w nastepujacy sposdb
Qu(t,m) @ P{X(t)=m|X(0)=n}, t>00<mn<K. (4.1.1)
Celem niniejszego rozdzialu jest wyznaczenie jawnej postaci transformaty Laplace’a
rozkladu @, (t, m), tzn.

In(s,m) = /OO e Q. (t,m)dt, Re(s) > 0. (4.1.2)
0

Korzystajac z podejécia opartego o wlozone tanicuchy Markowa oraz twierdzenia
o prawdopodobienistwie catkowitym dla cigglych zmiennych losowych mozna sfor-

mulowaé uklad réwnan catkowych typu Volterry dla (4.1.1).
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie
Q4 (t,m) & P{(X (1) = m) N Ai(t) | X(0) = 0}, (1.1.3)
gdziet > 0,0 <m < K oraz i = 1,2, 3. Stad, przyktadowo Q(()l)(t, m) reprezentuje
prawdopodobienstwo obecnosci doktadnie m pakietow w systemie w chwili ¢, gdy
pierwszy okres rozruchu systemu zakoniczyl sie przed chwila ¢, przy zalozeniu, ze

system byt pusty w chwili ¢ = 0. Na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie

catkowitym zostaja otrzymane nastepujace réwnosci

Qo(t,m) = P{X(t) =m|X(0) =0} = ZQé“(t,m). (4.1.4)

3 o
Qo(s,z) = Z/ e_Sth)(t,m) dt. (4.1.5)
=170

Biorac pod uwage A;(t), otrzymujemy reprezentacje Q(()l) w postaci

t t—y K-2 )\ i
Q(()l)(t, m) = /yo )\e*Ay dy /uo <Z ei)\u< ;) QiJrl(t -y —u, m)
N | (4.1.6)
+ Qk(t —y —u,m) e‘A“(AZ,—?)) dG(u).
i=K—1 )

93



Rozdziat 4. System kolejkowy z probabilistycznym mechanizmem
wybudzania serwera

W powyzszym rownaniu (4.1.6), pierwszy sktadnik catkowanej sumy odnosi sie do
sytuacji, kiedy w buforze systemu jest co najmniej jedno miejsce wolne w chwili
zakoriczenia okresu rozruchu systemu. Natomiast drugi sktadnik catkowanej sumy
dotyczy przypadku, gdy bufor systemu jest pelny w tym momencie. Podobnie dla
As(t) otrzymujemy

o A(t-1) (A(t - y)>m71

O (t,m) = /0 AeMG(t - y) (1{1 <m<K-1} (m — 1)

+1{m = K} i e—A(t—y)M> dy.

7!
i=K—1

gdzie G(-) = 1 — G(-). W réwnaniu (4.1.7), pierwszy skladnik sumy podcatkowej
dotyczy przypadku, gdzie liczba pakietow w systemie w chwili ¢ jest mniejsza badz
rowna K —1. Natomiast, drugi sktadnik tej sumy odpowiada sytuacji, w ktorej liczba
pakietow w systemie wynosi K, co odpowiada zdarzeniu pojawienia sie w systemie
K —1 pakietow w czasie (t —y). Fizycznie w systemie moze by¢ buforowanych tylko
K —1 pakietow, natomiast kazda nadwyzka zgloszen zostaje utracona. W przypadku

zmiennej losowej Asz(t) otrzymujemy
Wt m) =T{m = 0}e . (4.1.8)

Na podstawie rownan (4.1.6)—(4.1.8) otrzymujemy

t—y K-2 %
e dy/ (Z o Au ()‘I'L)
1.
u =0

3 t

Qultom) = > (tm) = [

i=1 =0 =0

X Qiv1(t—y—um)+Qr(t —y—u,m) :; e‘A“O\:)Z) dG(u)

3 1

41.9
(At —y)" 419

t
MGt —y) [ 11 <m < K — 1Ye t-v)
—l—/o)\e G(t y)({ <m< te (= 1]

+I{m =K} i e_w_y)()\(ti—_!y))l) dy +I{m = 0}e .

i=K—-1

Rozwazmy przypadek, w ktérym system rozpoczyna prace z 1 < n < K pakie-
tami. Okresy obslugi zgloszen sa momentami Markowa [152], stad stosujac twier-
dzenie o prawdopodobienistwie catkowitym dla ciaglych zmiennych losowych (sek-

cja A.1.4.7) przy zalozeniu, Ze serwer rozpoczyna prace po czasie t = 0, otrzymujemy
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nastepujacy uktad rownan

Qn<t,m>=/0<i LG st = ym)
+ Qr-1(t —y,m) ;Z e‘Ay(AZ.—Z{)i) dF(y)

"_F(t)(I{nSmSK—l}e)‘t((:;) )_|_I{ m = K} Z Y At))j

(4.1.10)
gdzie 1 < n < K. Podsumowujac powyzsze rownanie (4.1.10), pierwszy sktadnik

catkowanej sumy odpowiada sytuacji, w ktorej bufor systemu ma wolne miejsca
w chwili zakonczenia pierwszej obstugi zgloszenn 0 < y < ¢, podczas gdy kolejny
sktadnik sumy dotyczy przypadku, gdy bufor zostaje przepetniony przed chwilg ¢.
Sktadnik, ktory jest dodawany do catki odpowiada zakonczeniu transmisji pierw-

szego pakietu po czasie t.
Poprzez analogie do (4.1.6) zauwazmy, ze nastepujace rownanie jest prawdziwe

oo t t—y %
/ e " dt/ e dy/ e_’\“%Qj(t —y—u,m)dG(u)
t y=0 u :

=0 =0

o] o] t—y )\ 7
= e dy/ e ™ dt/ e_’\“@Qj (t —y—u,m)dG(u)
t u

o = =0 v (4.1.11)
- [ Ae” A qy /OO e_()\ﬂ)ue_/\u(A-—?)i dG(u) /OO e s(t—y—u)
y=0 u=0 A ytu
x Q;(t —y —u,m)dt = a;(s)g;(s, m),
gdzie
a;(s) def 5 j‘_ - /OO o)y (>\ZZ‘/) dG(y), Re(s) > 0. (4.1.12)

Podobnie, w analogiczny sposob jak (4.1.7) definiujemy

e i t . )\ t— )
Ei(s) d:f / ) e st dy/ . )\e_)‘yG(t _ y)e—A(t—y)M dy
t= y=

A < (Au)'—
=3 3/0 e A G(u) du,

gdzie Re(s) > 0. Biorac pod uwage (4.1.11)—(4.1.13), rownanie (4.1.9) mozna zapisa¢

(4.1.13)

W postaci
K- e
Zd $)Gi+1(s,m) + qrc(s,m) Z ai(s) + B(s,m), (4.1.14)
=0 i=K—1
gdzie
Bls,m) @ {1 <m < K — 1}am_1(s)

+I{m =K} Z a;(s +I{m—0}—. (4.1.15)

1=K—-1
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Ponadto, zdefiniujmy

i (5) 2 /0 T et A" dF(t) (4.1.16)

oraz
()\t>m—n

i X OO(“S)'Tt(I <m<K-1
suls.m) [T O T (1 < m < -1y 2

o . 4.1.17)
tHm=kK} Y 2 )dt
i=K—n
gdzie Re(s) > 0. Stad, réwnanie (4.1.10) mozna zapisa¢ w postaci
K—n—1 e
(s, m) = i(8)Gnsio1(s,m) + G (s,m) Y Qils) +An(s,m), (4.1.18)
=0 i=K—n

gdzie 1 <n < K.
Nastepnie, w rownaniach (4.1.14), (4.1.18) wykonujemy nastepujace podstawie-

def ~

nie U, (s,m) = qr_n(s,m) dla 0 < n < K, w wyniku czego (4.1.18) zostaje prze-
ksztatcone do postaci

~

D a1 (8)Tn—i(s,m) = Tn(s,m) = Pu(s,m), (4.1.19)

i=—1

gdzie 0 < n < K — 1 oraz ¢;(s,m) jest zdefiniowane nastepujaco

Dn(5,m) Gy (8)To(s,m) — Ty (s,m) .Z Qi(s) — An(s,m).  (4.1.20)

Uk (s,m) = Z a;(s)ug—i—1(s,m) + up(s, m) Z a;(s) + B(s,m). (4.1.21)

Na podstawie metody potencjatu (sekcja A.9) rozwiazanie uktadu (4.1.19) ma postaé

un(s,m) =C(s,m )+ ZR” i(s)pi(s,m), 0<n<K, (4.1.22)

gdzie (R,) jest potencjatem ciggu (dy,). Podstawiajac n = 0 w powyzszym rownaniu
(4.1.22), otrzymujemy

to(s,m) = C(s,m)Ry(s). (4.1.23)
Nastepnie, podstawiajac n = 1 oraz (4.1.20), (4.1.23) w (4.1.22), uzyskujemy
Wy (s,m) = C(s,m)Ra(s) + Ri(s)do(s,m)

= C(s,m)Ry(s) +R1(5)( 1($)R1(s)C(s, m) =T (s, m Zaz — YK (s m))

(4.1.24)
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Stad
W (s,m) = 0(s) <C(s, m) (Ra(s) + 61 (s) R2(s)) — Ry () (s, m)), (4.1.25)
gdzie
< def . > -1 f(A+9)
A(s) (1 +R1(3);ai(s)) = (4.1.26)

natomiast f jest transformata Laplace’a-Stieltjesa dystrybuanty F', tzn.
f6)2 [ et ar D). Re(s) >0 (4.1.27)
0

Na podstawie (4.1.23), (4.1.25), wyrazenie ¢,(s,m), n > 0, zdefiniowane w (4.1.20)
moze by¢ zapisane jako funkcja zalezna od C(s,m). Wyznaczenie postaci C(s, m)
zostanie dokonane w nastepujacy sposob. Podstawiajac (4.1.22), (4.1.23) i (4.1.25)

w (4.1.21) otrzymujemy nastepujaca rownosé

K-2 K—1
D ai(s)i_ia(s,m) =Y ax—i—a(s)ii(s,m), (4.1.28)
=0 =1

+3 Ri_j(s) (dj—i-l(s)aO(Sam) — (s, m) i arr(s) —@K—j(&m)))

r=j+1

(4.1.29)
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gdzie

K—1
Wy (s) o ZdKfz’fl(S ( i1 ( +ZRz —j ( s)a;11(s)
=1

. N (4.1.30)
_é(s)(Rg(s)ml(s)Rf(s))) Z dr(s)> +R1(s)'z i (s)
1s,md§ Ar_i1 sz )Yk (s, m)0(s Ooézrs
v Z Z ) (o () )”21 @ i

— yK_j(s,m)> + 5(8, m).

Podobnie, podstawiajac n = K w (4.1.22) oraz korzystajac z (4.1.23), (4.1.25) otrzy-

mujemy
Uk (s,m) = C(s,m) R (s +ZRK i (%H (5)Ra(s)C(s,m)

_é(s) <C(s,m) <R2(3)+d1(3>3%( )) Rl( )k (s, m) )Z% — YK —i(s, m))

=i+1

— C(s,m (RKH +Z Ryl (am (5)Ri(s) — O(s) (}?2(3) +d1(s)fz§(5>)

X Z @j(5)>) +Z}?K—i(s)@(s)]%l(s)%((&m) Z a;(s) —%(—z'(sam))
j=it1 =0 j=it1
= Uy(s)C(s,m) + xa2(s,m),
(4.1.32)
gdzie
W)™ Ricia(s +ZRK (6) (@)1 (5)000) (ale) 4 () 3 (o))
J (4.1.33)
Yo(s,m) ST Ry i(s) (é(s)le(s)ms,m) 3 ayls) —@K_i(s,m)). (4.1.34)
i=0 j=it1
Rownania (4.1.29), (4.1.32) prowadza do
C(s,m) = X2&m) = xals,m) (4.1.35)




4.1. Kolejkowanie proceséow Poissona

Dtugos$é kolejki w systemach typu M/G/1/K z probabilistyczna dyscypling

wybudzania

Na podstawie (4.1.20), (4.1.22), (4.1.23), (4.1.25) oraz (4.1.35) mozna sformuto-

waé nastepujacego twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.1 Transformata Laplace’a zaleznego od czasu rozktadu prawdo-
podobieristwa dtugosci kolegki w systemie M/G/1/K z probabilistyczng dyscypling

wybudzania stanowiska obstugi ma postaé

qn(s,m) = /000 e *"P{X(t) =m| X (0) =n}dt

Xa(s,m) — xa(s,m) [ - —
\111(8> — \I[2<S)

j=i+1
K—n ) 00
+ > Rini(s) (9(8)31(8)%((877”) Z Yi(s,m) — @K—i(sam))
i=0 j=it1

(4.1.36)

gdzie Re(s) > 0 oraz formuty én(s), (s, m), 0(s), U1(s), x1(s,m), Us(s) i xa(s,m)
zostaty odpowiednio zdefiniowane w (4.1.16), (4.1.17), (4.1.26), (4.1.80), (4.1.51),

A

(4.1.33), (4.1.34), natomiast (R,,) jest potencjatem ciggu (&;).

Przyktad Strumien pakietow o rozmiarze 500 B wplywa do pustego wezla sieci
bezprzewodowej o pojemnosci K = 24, a nastepnie zostaje transmitowany z Sred-
nig predkoscia 1.2 Mb/s wedtug rozktadu Weibulla (sekcja A.1.5.7) z parametrami
k = 0.51 i = 600. Zatem $redni czas pomiedzy obstuga kolejnych pakietow wy-
nosi 3.(3) ms. Rozktad Weibulla nalezy do klasy rozkladow z tak zwanym ciezkim
ogonem, ktore ze wzgledu na swoje charakterystyczne wtasciwosci wykorzystywane
sa w modelowaniu ruchu sieciowego [114, 169]. Ponadto, rozwazmy dwie predkosci
naplywu zgtoszen do systemu 0.9 Mb/si1.15 Mb/s, w wyniku czego czasy pomiedzy
kolejnymi naptywami pakietéow maja rozktad wyktadniczy odpowiednio z parame-
trem A\; = 2251 Ay = 287.5. Biorac pod uwage intensywno$¢ strumienia wej$ciowego
i szybkos¢ transmisji pakietéw otrzymujemy odpowiednio wspotczynniki obciazenia
systemu p = 0.75 1 p = 0.958(3). Rozwazmy przypadki, w ktorych po wptynieciu
pierwszego pakietu do pustego systemu stanowisko obstugi potrzebuje srednio od-
powiednio 0, 4 i 40 ms na osiggniecie pelnej gotowosci operacyjnej. Okres rozruchu
jest modelowany za pomoca rozktadu deterministycznego dla czasu 0 ms oraz roz-
ktadu wyktadniczego w pozostatych przypadkach. Na rysunku 4.1.1 przedstawiono

srednig liczbe pakietow w systemie w chwili ¢. Ponadto, wyniki powyzszych rozwa-
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zan zostaly zaprezentowane na rysunku 4.1.2 przedstawiajacym prawdopodobien-
stwa pobytu w systemie m pakietow przy zatozeniu, ze system rozpoczat prace bez
zgltoszen. Ponadto uzyskane analitycznie rezultaty zostaly potwierdzone symulacja
zdarzen dyskretnych opisana w sekcji 1.8.2. Tabela 4.1.1 zawiera rozktady praw-
dopodobienistwa dtugosci kolejki w stanie ustalonym, na podstawie ktérych mozna
wywnioskowaé, ze zaprezentowane na rysunku 4.1.2 charakterystyki dla p = 0.75
zbiegaja nieco szybciej do stanu ustalonego niz w przypadku p = 0.958(3). Dla
lepszej wizualizacji tranzytywnego zachowania dtugosci kolejki, na rysunku 4.1.3 za-
prezentowano przestrzenng ilustracje rozktadu prawdopodobienistwa dtugosci kolejki

zalezng od czasu.

14

12

=0

E[X(1)|X(0)

0 0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.1 0.2 0.3
t[s] ts]

(a) Srednia liczba pakietow w systemie w chwili  (b) Srednia liczba pakietow w systemie w chwili
t dla p = 0.75. t dla p = 0.958(3).

Rys. 4.1.1. Srednia liczba pakietow w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 i p=0.958(3),

w sytuacji gdy system rozpoczal prace bez zgloszen.

Przyklad Rozwazmy sytuacje analogiczna jak w poprzednim przyktadzie przy za-
tozeniu, ze system rozpoczyna prace z maksymalna dopuszczalng liczba pakietow.
Zachowanie rozktadu prawdopodobienistwa dtugosci kolejki w tym przypadku jest
pokazane na rysunku 4.1.4. Mozna zaobserwowaé, ze po uplywie pewnego czasu
praca systemu stabilizuje sie, po czym uzyskane rozktady prawdopodobienistwa po-
krywaja sie z rozktadami w stanie ustalonym z poprzedniego przyktadu, gdzie system
rozpoczynal prace z bez zgloszen. Na rysunku 4.1.5 zaprezentowano srednia liczbe

pakietéow w systemie w chwili ¢.
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0.05 0.08
- 0.07
0.04
0.06
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I I
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B = 0.04
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<002 T IIIINTE =003 efmem s e e e
> P T P .
& 7
0.01 S
,
’
’
'
ST
0.00 bmtoae
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

02 03 04 05
t[s] t[s]

(a) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow (b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 oraz okresu  w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

rozruchu wynoszacego 0 ms. okresu rozruchu wynoszacego 0 ms.
0.06 0.12
_ m=

0.05 ==som =12 0.10

Y R m =18

T 0.04 m=24 | 0.08

s e

o >

= 0.03 = 0.06

Il Il

i 0.02 i 0.04

= =
0.01 0.02
0.00 0.00

0.0 ] 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.0 ; 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t[s] t[s]

(¢c) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow (d) Prawdopodobienstwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 oraz okresu w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

rozruchu wynoszacego 4 ms. okresu rozruchu wynoszacego 4 ms.

0.14 0.20

0.15 S e

=0}

0.10

m|X(0)

P{X(t)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 0.4 0.5
tls] ts]

(e) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow  (f) Prawdopodobienstwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 oraz okresu w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

rozruchu wynoszacego 40 ms. okresu rozruchu wynoszacego 40 ms.

Rys. 4.1.2. Zachowanie kolejki w systemie typu M/G/1/K z probabilistyczna dyscyplina
wybudzania serwera dla p = 0.75 oraz p = 0.958(3). Zaprezentowane rezultaty dotycza
odpowiednio okresow rozruchu serwera wynoszacych 0, 4 1 40 ms. Dane analityczne (kolor

czarny) zweryfikowano symulacja zdarzen dyskretnych (kolor zielony).
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25010

25010

(a) Tranzytywny rozktad prawdopodobienstwa
dtugosci kolejki dla p = 0.75 oraz okresu rozru-
chu wynoszacego 0 ms.

(b) Tranzytywny rozktad prawdopodobieristwa
dlugosci kolejki dla p = 0.958(3) oraz okresu
rozruchu wynoszacego 0 ms.

o902
I

(0)x|m = (x}d
2583506

2288
(0)xm = (NX}d

o

0.04
o 006 Ry

0.
25 0.10

0.
250.10

(¢) Tranzytywny rozktad prawdopodobienstwa
dtugosci kolejki dla p = 0.75 oraz okresu rozru-

chu wynoszacego 4 ms.

(d) Tranzytywny rozktad prawdopodobienstwa

dlugosci kolejki dla p = 0.958(3) oraz okresu
rozruchu wynoszacego 4 ms.

(e) Tranzytywny rozktad prawdopodobieristwa
dtugosci kolejki dla p = 0.75 oraz okresu rozru-
chu wynoszacego 40 ms.

(f) Tranzytywny rozklad prawdopodobienistwa
dlugosci kolejki dla p = 0.958(3) oraz okresu
rozruchu wynoszacego 40 ms.

Rys. 4.1.3. Zmiana w czasie rozktadu prawdopodobienistwa dtugosci kolejki dla p = 0.75

i p = 958(3) oraz okresow rozruchu stanowiska obslugi wynoszacych odpowiednio
0, 4140 ms.
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P{X(o0) = m| X(0) = 0}

p=0.75 p = 0.958(3)
m |stOms st4dms st40ms | st 0ms st 4 ms st 40 ms
0 | 0.2666 0.1411  0.0307 | 0.1201  0.0569  0.0136
1] 01139 0.1273  0.0406 | 0.0608 0.0590  0.0195
2 |1 0.0822 0.1039  0.0457 | 0.0500 0.0563  0.0235
3 | 0.0609 0.0834  0.0489 | 0.0446 0.0513  0.0274
4 1 0.0554 0.0689  0.0498 | 0.0421 0.0468  0.0295
5 | 0.0481 0.0582  0.0507 | 0.0398 0.0445  0.0318
6 | 0.0419 0.0497  0.0505 | 0.0381 0.0419  0.0336
7 1 0.0364 0.0431  0.0497 | 0.0368 0.0405  0.0358
8 | 0.0328 0.0375  0.0485 | 0.0359 0.0387  0.0367
9 | 0.0290 0.0339  0.0472 | 0.0348 0.0372  0.0379
10 | 0.0265 0.0298  0.0452 | 0.0339 0.0361  0.0387
11 ] 0.0238 0.0267  0.0432 | 0.0332 0.0355  0.0393
12| 0.0213 0.0237  0.0415 | 0.0325 0.0348  0.0401
13 ] 0.0192 0.0215  0.0401 | 0.0319 0.0337  0.0405
14 | 0.0175 0.0191  0.0378 | 0.0311 0.0333  0.0410
15| 0.0157 0.0174  0.0359 | 0.0307 0.0328  0.0413
16 | 0.0142 0.0159  0.0339 | 0.0302 0.0319  0.0418
171 0.0126  0.0146  0.0320 | 0.0294 0.0311  0.0419
18 1 0.0117 0.0129  0.0301 | 0.0290 0.0313  0.0420
19| 0.0106 0.0115  0.0282 | 0.0287 0.0301  0.0419
20 | 0.0098 0.0107  0.0266 | 0.0280 0.0295  0.0411
21| 0.0087 0.0098  0.0249 | 0.0275 0.0291  0.0417
221 0.0079 0.0090 0.0234 | 0.0269 0.0285  0.0418
23 | 0.0073 0.0081  0.0222 | 0.0262 0.0281  0.0418
241 0.0201 0.0220  0.0731 | 0.0789  0.0828  0.1356

Tab. 4.1.1. Rozklad prawdopodobieristwa dtugosci kolejki w systemie M /G /1/K z proba-
bilistycznym wybudzaniem serwera w stanie ustalonym, w sytuacji gdy system rozpoczyna

prace bez zgloszer.
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(a) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 oraz okresu

t[s]

rozruchu wynoszacego 0 ms.
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(¢) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75

oraz okresu

rozruchu wynoszacego 4 ms.

0.14

0.4 0.5

(e) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.75 oraz okresu

0.2 0.3
t[s]

rozruchu wynoszacego 40 ms.

(b) Prawdopodobietistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

okresu rozruchu wynoszacego 0 ms.

0.12

—

0.5

0.00

0.1

0.2
t[s]

0.3 0.4

(d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

okresu rozruchu wynoszacego 4 ms.

0.20

0.15

0.3 0.4 0.5

(f) Prawdopodobienstwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla p = 0.958(3) oraz

okresu rozruchu wynoszacego 40 ms.

Rys. 4.1.4. Zachowanie dtugosci kolejki w systemie z probabilistyczng dyscypling wybu-
dzania serwera, ktory rozpoczat prace z maksymalna liczba pakietéw. Wyniki zaprezento-

wano dla p = 0.75 1 p = 0.958(3) oraz okreséw rozruchu serwera wynoszacych 0, 4 i 40 ms
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=24)
=24)

E[X(£)[X(0)

E[X(1)[X(0)

(()).0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 %,O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

tls] ts]

(a) Srednia liczba pakietow w systemie w chwili  (b) Srednia liczba pakietow w systemie w chwili
t dla p = 0.75. t dla p = 0.958(3).

Rys. 4.1.5. Srednia liczba pakietoéw w systemie z probabilistycznym mechanizmem wy-
budzania w chwili ¢ dla p = 0.75 1 p=0.958(3), w sytuacji gdy system rozpoczal prace

z maksymalng liczbg pakietow.

4.1.3. Opobdznienie kolejkowania

W sekcji opisano tranzytywng analize opoznienia kolejkowania w systemach typu
M/G/1/K z probabilistyczng dyscypling wybudzania stanowiska obstugi [147]. Za-
prezentowana charakterystyka zostata wyznaczona w sposob podobny jak przedsta-
wiona w poprzedniej sekcyi dtugo$é kolejki. Ponadto, wyniki na temat tranzytywnej
analizy opoznienia kolejkowania w systemach typu M/G/1/K z opdznionym wybu-
dzaniem serwera mozna znaleZé w sekcji 3.1.5.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie
Volt,2) Y P{V() > 2| X(0)=n}, tz>0,0<n<K, (4.1.37)

Wynikiem ponizszych rozwazan bedzie jawna posta¢ transformaty

(s, ) < / T et 2)d, Re(s) > 0. (4.1.38)
Niech
VO(t, ) € P{(V(1) > x) N A(t) | X(0) = 0}, (4.1.39)

gdzie t,z > 0,0 < m < K dla i = 1,2,3, natomiast A;(t) zostalo okreslone na
poczatku tego rozdziatu. Stad, korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie
catkowitym, otrzymujemy

Volt,z) = P{V(t) > 2| X(0) = 0} = > _ Vi (t, ). (4.1.40)

Analogicznie jak w przypadku (4.1.4)—(4.1.7) wyrazenia Vo(i) (t,x) dla i = 1,2,3
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zapisujemy w postaci

=0

t t—y )
‘/E)(l)(tv J]) - / 0 e M dy/ ( e_Au< Z‘L) V;-&-l(t —Yy-u :L‘)
y= u ' ’
(4.1.41)

(4.1.42)

oraz
Vi (t, ) = 0. (4.1.43)
Zatem korzystajac z (4.1.41)—(4.1.43) réwnanie (4.1.40) mozna zapisac¢
K—2

' -y v —Au ()\u)z
Vo(t,z) = e Ze 1 Viel(t —y —u,x)
y=0 u :

=0 \ i=0

+ Vit —y —u,z) i e‘*“(A.—u)i> dG(u) dy

7!
i=K—1

t S (At =)’
+ A —Ay / —A(t—y) -
/y:(] ‘ ( u=t—y ; ¢ il

X F(Hl)*(:v —y—u-+t) dG(u)> dy.

(4.1.44)

Wezmy teraz pod uwage przypadek, kiedy system w chwili rozpoczecia pracy ¢ = 0
nie jest pusty. Ponownie stosujac twierdzenie o prawdopodobienistwie catkowitym
dla cigglych zmiennych losowych wzgledem pierwszej chwili zakoriczenia obstugi

zgloszen po t = 0, otrzymujemy nastepujacy uktad rownan catkowych

Va(t, x) :/0 ( _Z_ e~ (/\Z,‘?!J)Zvn+i1(t—y,x)
+ Vig(t —y, o) f: e_>‘y<)\2,—%)i> dF(y) (4.1.45)

G l<n<K— 1}/ Fr " o —y ) dF(y),
t

gdzie 1 <n < K.
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Korzystajac z notacji wprowadzonej w (4.1.38) oraz (4.1.41) otrzymujemy

00 t t—y by 7
/ e dt/ e~ dy/ e”\“( lf) Vit —y —u,z)dG(u)
t=0 y=0 u

-0 !

o) o] t—y /\ i
= e N dy/ e st dt/ e’A“( u) Vit —y —u,z) dG(u)
t u

/=0 —y 0 il (4.1.46)
_ OO )\e—()\Jrs)y dy /OO e*()\Jrs)uef)\u ()\U) dG( ) /OO efs(t—yfu)
y=0 u= il t=y+u

gdzie Re(s) > 0, natomiast a, zdefiniowano w (4.1.12). Podobnie, korzystajac
z (4.1.44) uzyskujemy

o] t K-=2 ; . o
(s )\2+1(t - y)z (it 1)
:/t_oe (+)\)tdt/_ ZTdy/_ F (l‘—y—u+t)dG(u),
B ¥=0 i—o u=t—y

Wprowadzajac notacje

0o K—n—1

o (5, a:)de{1<n<K—1}/ Z o ()1

. (4.1.48)
X (/ F(nJrZ_l)*(x —y+ t)dF(y)) dt, Re(s) >0,

rownanie (4.1.45) mozna zapisa¢ w postaci

K—n—1 0
Z & (8)Unrio1(s, @) + Vg _1(s, ) Z Gi(s) + fn(s,x),  (4.1.49)
i=0 i=K—n

gdzie 1 < n < K, natomiast formuta &, zostala okreslona w (4.1.16). Dokonujac

w rownaniach (4.1.47), (4.1.49) podstawienia z,(s, x) et Uk—n(s,z)dla0<n <K

otrzymujemy,

K-2 0o
Zi(s,m) = ai(s)Zk—ica(s,2) + Zo(s,2) Y auls) + (s, ) (4.1.50)
=0 i=K—1
oraz
Qi1 (8)2n_i(5,2) — Zn(s, @) = Uy (s, ), (4.1.51)
1=—1
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gdzie 0 < n < K — 1, natomiast @Zn(s, x) jest zdefiniowane nastepujaco

Un(s,2) H Gpii(5)20(s,0) — Zi(s5,2) Y @ul(s) — Rxn(s, 7). (4.1.52)

i=n+1

Postepujac analogicznie jak w przypadku (4.1.22)—(4.1.35) rozwiazanie ukladu

(4.1.51) mozna zapisa¢ w postaci
Zu(s,2) = C(5,2) Rsa () + > Rui(s)hi(s,2), n >0, (4.1.53)
=0

skad dla n = 0 otrzymujemy
Zo(s,2) = C(s, z)Ry(s). (4.1.54)
Dla n = 1 réwnanie (4.1.53) sprowadza si¢ do
/2\1(37 ZE) = C(Sv x)RQ(S) + RI(S)J}O(S7 ZE)
. S ~ < (4.1.55)
= Cs,a)fals) + Ra(s) (1) Ra()C(5,2) — (s,2) 3 ().
i=1

co wynika z faktu, ze i (s, 2) = 0. Korzystajac z definicji  wprowadzonej w (4.1.26),
rownanie (4.1.55) mozna zapisa¢ w formie

z1(s,x) = 0(s)C (s, ) (Ra(s) + a1 (s)Ri(s)). (4.1.56)

Podstawiajac (4.1.54) i (4.1.56) w (4.1.50) otrzymujemy
K—1

Zi(s.0) = 3 tremia(5) (Cls, ) Rea () + 3 Rics(s)iy (s, 2))

+ 4 ﬁ,_](s)<a]+1(s)/z\o(s,$) — z1(s, 7) _z: () — ’%K—j(svm)>)

—(s)(Ra(s) + dl(s)Rf(s))) Z dr(s)> + Ry(s) dl(s)>
— Z Ax—i1 Z Ri_i(s)ig_j(s,x) +0(s, ) = By (s)C (s, ) + wi (s, x),

(4.1.57)
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gdzie Wy zdefiniowano w (4.1.30), natomiast

i

Z Z i—j(8)EK—j(s,2) + (s, ). (4.1.58)

j=1
Na podstawie rownania (4.1.53) dla n = K oraz formul (4.1.54), (4.1.56), otrzymu-

jemy

2k (s,x) = C(s,2) Ry 11 (s) + Z Ri_i(s) <(5¢i+1(3)R1(5)C’(5, x)

—0(s)C (s, 2) (Ra(s) + da(s)R3(s)) Y dy(s) — (s, m))

j=i+1

=C(s,x (RK+1 + Z Ric_i( (dHl(s)Rl(s) — 0(s)(Ra(s) + au(s)Ri(s)

X Z aj(s>)) - ZRK_Z-(S)&K_Z.(S,Q;))

= WUy(s)C (s, x) + wa(s, ),
(4.1.59)

gdzie

- Z Ric—i(s)firc-i(s, ). (4.1.60)

oraz Wy jest zadane w postaci (4.1.33). Porownujac prawe strony rownan (4.1.57),

(4.1.59), otrzymujemy

C(s,z) = . (4.1.61)

Opodznienie kolejkowania w systemach typu M/G/1/K z probabilistyczna
dyscypling wybudzania

Na podstawie powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.2 Reprezentacja transformaty Laplace’a zaleznego od czasu roz-
ktadu prawdopodobieristwa opdinienia kolejkowania w systemach typu M/G/1/K
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z probabilistyczng dyscypling wybudzania ma postaé
Buls, ) = / PV () > 2| X(0) = n}dt
0

wo(s, ) —wi(s, )

(RKnH(S) + Ry o i(5)

gdzie Re(s) > 0, natomiast formuly én,(s), kn(s,z), 0(s) Ui(s), wi(s,z), Uy(s)
iws(s, ) zostaty odpowiednio podane w (4.1.16), (4.1.48), (4.1.26), (4.1.80), (4.1.58),

~

(4.1.33), (4.1.60), natomiast (R,) jest potencjatem Korolyuka ciggu (¢&,).

Przyklad Rozwazmy dwie predkosci strumienia wejsciowego 270 kb/s 1 450 kb/s,
ktory okreslony jest za pomoca procesu Poissona odpowiednio z parametrami A\;=225
i Ay = 375. Strumien pakietow o rozmiarze 150 B wplywa do wezta sieci o pojem-
nosci K = 6 z mechanizmem probabilistycznego wybudzania serwera, a nastepnie
zostaje transmitowany z predkoscia 450 kb/s wedlug rozktadu Erlanga z parame-
trami £ = 21 i = 750. Zatem w zaleznosci od predkosci strumienia wej$ciowego
obciazenie systemu wynosi p = 0.6 lub p = 1. Ponadto zaktadamy, ze system rozpo-
czyna prace bez zgloszen oraz za kazdym razem po wplynieciu pierwszego pakietu
do pustego systemu, serwer potrzebuje czasu na osiagniecie pelnej gotowosci ope-
racyjnej, wynoszacego odpowiednio 5, 12.5 1 50 ms. Czas trwania okreséw rozruchu
bedziemy opisywaé¢ za pomoca rozktadu wykladniczego. Na rysunku 4.1.6 przed-
stawiono prawdopodobieristwo opodznienia kolejkowania wiekszego niz 1 1 5 ms dla
poszczegblnych czaséw trwania okresoéw rozruchu serwera oraz wartosci p. Ponadto

wyniki dla stanu ustalonego przedstawiono w tabeli 4.1.2.
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|X(0) =0}

P{V(t) >

0.00 0.02 0.04 0.06 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t[s] t[s]

(a) Opoznienie kolejkowania w chwili ¢ dla  (b) Opodznienie kolejkowania w chwili ¢ dla

p = 0.6 oraz czasu rozruchu wynoszacego 5 ms. p = 1 oraz czasu rozruchu wynoszacego 5 ms.

0.8 0.9

—0}

P{V(1) > x|X(0)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t[s] t[s]

(c) Opodznienie kolejkowania w chwili ¢ dla  (d) Opoéznienie kolejkowania w chwili ¢ dla
p=0.6 oraz czasu rozruchu wynoszacego p = 1 oraz czasu rozruchu wynoszacego 12.5 ms.
12.5 ms.

0.04 0.06 ! ) 0. X 0.04 0.06
t[s] t[s]

(e) Opodznienie kolejkowania w chwili ¢ dla  (f) Opoznienie kolejkowania w chwili ¢ dla

p = 0.6 oraz czasu rozruchu wynoszacego 50 ms.  p = 1 oraz czasu rozruchu wynoszacego 50 ms.

Rys. 4.1.6. Prawdopodobienistwo opéznienia kolejkowania wickszego niz 1 i 5 ms dla

p=0.61p =1 oraz srednich czaséw rozruchu wynoszacych 5, 12.5 i 50 ms.
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P{V(c0) > z}

p=0.6 p=1
x=0.001 2=0.005|2=0.001 z=0.005

Czas rozruchu serwera 0.5 ms
0.36486 0.20828 0.64658 0.49209

Czas rozruchu serwera 5 ms
0.61979 0.44862 0.71343 0.57866

Czas rozruchu serwera 12,5 ms
0.65925 0.53876 0.68155 0.57598

Czas rozruchu serwera 50 ms

0.45475 0.39841 0.49020 0.42599

Tab. 4.1.2. Opdznienie kolejkowania w stanie ustalonym dla p = 0.6 i p = 1 oraz okres6w

rozruchu wynoszacych $rednio 0.5, 5, 12.5 i 50 ms

4.1.4. Proces liczacy obsluzone zgloszenia

Ponizsze rozwazania dotyczq tranzytywnej charakterystyki procesu liczqgcego ob-
stuzone zgtoszenia w systemach kolejkowych z jednym stanowiskiem obstugi zgto-
szen, skonczonym buforem, poissonowskim strumieniem zgltoszen i probabilistyczng
dyscypling wybudzania serwera [163]. W kontekscie tematyki niniejszej sekcji mozna
dodaé, ze w pracy [170] opisano proces liczgcy obstuzone zgtoszenia dla systemdw ze
skoniczonym buforem, gdzie strumien wejSciowy jest typu BMAP. Ponadto, w pracach
[171, 172] scharakteryzowano proces liczqcy obstuzone zgtoszenia dla linii produkcyj-
nych w kontekscie roznego typu przestojow, np. spowodowanych osigganiem petnej
gotowosci do pracy, awariami, naprawams, czy cyklicznymi okresami pracy.

Podobnie jak wczesniej, za pomoca H (t) bedziemy oznaczaé liczbe obstuzonych
pakietow do chwili ¢, natomiast X (¢) bedzie oznaczaé liczbe zgloszen w systemie
w chwili ¢. Ponadto, wprowadZmy oznaczenie rozktadu prawdopodobienstwa obstugi

m zgloszen do czasu t pod warunkiem, ze system rozpoczal prace z n zgloszeniami
H,(t,m) E P{HE) =m|X(0)=n}, ¢t>0,0<mn<K. (4.1.63)

W ramach ponizszych rozwazan zostanie wyznaczona nastepujaca transformata
def *
(s, 2) &S / e H, (¢, m) dt, (4.1.64)
m=0 0

gdzie |z| < 11 Re(s) > 0. W kontekscie wprowadzonych na poczatku tego rozdziatu
oznaczen zdarzen A;(t) opisujacych prace systemu, bedziemy stosowaé nastepujaca
notacje

H (t,m) € P{(H(t) = m) N Ay(t) | X (0) = 0}, (4.1.65)
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gdziet > 0,m > 0orazi = 1,2, 3. Interpretujac powyzsza definicje, przyktadowo po-
przez H(gl)(t, m) bedziemy rozumie¢ prawdopodobieristwo obstugi doktadnie m zgto-
szen do chwili ¢ i zakoriczenia okresu rozruchu serwera przed czasem t w przypadku,
gdy system rozpoczal prace z bez pakietéow. Zatem, korzystajac po raz kolejny z

twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym otrzymujemy

Ho(t,m) =P{H(t) =m|X(0) =0} = ZH“tm (4.1.66)

(s,z2) ZZ / ’StH (t,m)dt. (4.1.67)

i=1 m=0
Analogicznie jak w przypadku dtugosci kolejki i opdznienia kolejkowania, biorac pod

uwage zdarzenie A;(t), otrzymujemy nastepujaca reprezentacje

¢
Hél)(t,m)—/ e M dy
y=0

(g

+ Hi(t—y —u,m) Z e_’\“(Au)>dG( ).

. Z.
i=K—1

Hii(t —y —u,m) (4.1.68)

W powyzszej rownosci (4.1.68) pierwszy sktadnik catkowanej sumy opisuje sytuacje,
w ktorej bufor nie zostaje nasycony podczas okresu rozruchu serwera, natomiast
drugi sktadnik odnosi sie do przypadku nasycenia bufora w czasie, gdy serwer osigga

pelna gotowosé operacyjna. Podobnie, rozwazajac As(t), formutujemy
t
HP (t,m) = {m = 0} / A G(t — ) dy. (4.1.69)
0

W przypadku, gdy okres rozruchu serwera konczy sie po czasie t, obstuga zgtoszen
w chwili ¢ jest zablokowana, stad (4.1.69) jest sformulowane jedynie dla m = 0.
Podobnie

HP(t,m) = Hm = 0}e ™. (4.1.70)

Na podstawie (4.1.68)—(4.1.70) otrzymujmy

t
Ho(t,m):/ e dy
y=0

JROSE

+ Hg(t —y — u,m) i e_MO\,—U)i) dG(u)

7!
1

H—l(t — Y- u7m)
(4.1.71)

i

+ I{m = 0} ( /0 t Ae NG (t — y)dy + e’M>.

113



Rozdziat 4. System kolejkowy z probabilistycznym mechanizmem
wybudzania serwera

Rozwazmy sytuacje, gdy w systemie znajduje sie 1 < n < K pakietow w chwili

rozpoczecia pracy, w wyniku czego otrzymujemy

H,(t,m)=1{m > 1}

t [K—n—1 i
(A
X \/0 ( ZO e yTHWﬁI*’L'*l(t —Yy,m — 1)
= - ' (4.1.72)
L (AY)'
+ Hga(t —y,m—1) i:;_ne yT> dF(y)

+I{m =0} F(t),

gdzie 1 < n < K. W powyzszym réwnaniu (4.1.72) pierwszy sktadnik catkowanej
sumy dotyczy przypadku, gdy w buforze kolejki sa wolne miejsca w chwili zakoricze-
nia pierwszej obstugi zgloszen, drugi sktadnik opisuje przypadek, kiedy bufor jest
nasycony w chwili zakoriczenia obstugi, natomiast ostatni sktadnik (4.1.72) dotyczy

przypadku, gdy pierwszy pakiet opuszcza system po czasie t.

Korzystajac z ponizszych tozsamosci

t t—y by 7
Z / stdt/ e~ Ay dy/ ( 1‘1’) ef)\u
o ! (4.1.73)

X Hj( —y—u,m)dG(u) = &i(s)ﬁj(s, z),

gdzie a,, zdefiniowano w (4.1.12), oraz

o] oo t
Z 2"{m = 0} / e (/ e MG (t —y)da + e"“) dt (4.1.74)
m=0 =0 y=0

A1 —g(9)) + 5 aey
B s(A+s) B

C(s.2) = {(s), Re(s) >0, (4.1.75)

rownanie (4.1.71) sprowadzamy do postaci
Ro(s,2) = 3 ai($)hisi (s, 2) + hic(s,2) Y aals) +((s). (4.1.76)

Podobnie, réwnanie (4.1.72) prowadzi nas do

K—n—1 00
N A ~ ~ X 1— f(s)
R, = § H P hi— § H — (4177
(S,Z) pars Q; <S7Z) + 1(S,Z)+ K 1(87z)iK_nOéz (Z)+ s ; ( )
gdzie 1 <n < K oraz
e & A
al(s,2) ™ » / e~ A" dF(1). (4.1.78)
0 n!
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Dokonujac w réwnaniach (4.1.76), (4.1.77) podstawienia cfn(s,z) «f Tgconl(s, z) dla
0 < n < K otrzymujemy

dK<572> = di(‘g)dK—z—l(saz)
=0 . (4.1.79)
+do(s,2) Y ails) +((s)
i=K—1
oraz .
> Gf (5, 2)dnoi(5,2) — du(s, 2) = &uls, 2), (4.1.80)

gdzie 0 < n < K — 1, natomiast én(s, z) jest definiowane nastepujaco

~ def ~
gn(svz) - ag—l—l(svz) 0(872)

. 0 (s 4181
—dl(S,Z) Z éé{i(&'z)_le()' ( )
i=n+1

Poprzez analogie do (4.1.22)—(4.1.35), rozwiazanie uktadu (4.1.80) ma posta¢
&\n(s, z) = C(s, Z)Rf+1(s, z) + Z RY (s,2)&(s,2), n>0, (4.1.82)

gdzie (RY) jest potencjatem ciagu (4. Na podstawie (4.1.82) dla n = 0 otrzymu-
jemy
c/l:)(s, z) = C(s,2)RI(s, 2), (4.1.83)

natomiast dla n = 1 réwnanie (4.1.82) zostaje sprowadzone do

~

di(s,z) = C(s, z)f%f(s, z) + fl{{(s, z)fo(s, z)
= C(s,2)R (s, 2) + Rl (s, 2) (ézf(s, 2 )R (s,2)C(s, 2)

(4.1.84)
> - 1—f(s)
— H - S\
h(s.2) 365 ) - =)
stad
7 _ ) »H ~H AH\2 _ pH 1—f(s)
d1(87 Z) - 9(‘9) C(Sa Z) (RQ (Sa Z) + a4 (87 Z)(Rl ) (37 Z)) Rl (Sv Z) S ’
(4.1.85)
gdzie 6 okreslono w (4.1.26).
Na podstawie (4.1.79), (4.1.83)—(4.1.85) oraz korzystajac z faktu
K-2 K—1 R
a;(s )dK i—1(8,2) s)d;(s, 2) (4.1.86)
i=0 =1
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otrzymujemy

dic(s,2) = K rc—i1() (Cls, )R (5,2) + ZRH( 2)65(5.2))
+C(s,2)Ri! (s, 2) x '_glaz(s) +((s)
- :1 Gr—i1(s) (C(s, 2)RH (s,2) + 2}%{{ i(5,2)
(5a(s. 90009 =0, 2) 3 a5 L1 )
£l AR Y o)+ {00

K-1 i (4.1.87)

= C(s, 2) (2 i1 (s) (Rfil(s, 2) + ; RY (s, z)
x (Bl (s, 2)00h (5 2) = O(s) (RS (5, 2) + 681 (5, 2) (RET )5, 2)) )

i=1 j=0 5
[e’) A . f s .
<Y afen - ) g
r=7+1
= \I/{{(s,z)C'(s,z) + VI(S7Z)7
gdzie
def K-1 %
Ul (s.2) Y anceia(s) (Rla(s,2) + Y0 R (5,2)
i=1 =0

(4.1.89)
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Podstawiajac n = K w (4.1.82) oraz wykorzystujac (4.1.83)—(4.1.85), otrzymujemy

-~

K
dK<57 Z) = C(S, Z)é%+1 (57 Z) + Z Rgfi(sa ’Z) (di+1 (57 Z)

=0

x R (s,2)C(s,2) — 0(s) (C(s, 2)(RE (s, 2) + Gu(s, 2)(R)*(s, 2))

_]%{I(S,Z)l_—f(‘s)) Z G;(s, 2) — 1_—»70(3))

S = S
Jj=i+1
K

- 0(57 Z) (Rg—i-l(sa Z) + Z R%—i(‘% Z) <&i+1(87 Z)R{{(Sv Z)
1=0

U ) + s, AR, 2) D gl z>))

j=i+1

+3 R (s2) (é@)é{f (5,021 S s, 2)

j=itl

! _f(s)> = Ul(s,2)C0(s, 2) + (s, 2),
gdzie
0] (s,2) S R (s.2) + 30 REi(s.2) (6l (s, 2)
X R(5,2) — 0(s) (R (5, 2) + G2 (s, 2) (RIY2(5, 2))
X Z df(s,z))
j=it
) SR (00 0 1) 2
X Z afl(s,z) — 1_5(S)>

Na podstawie (4.1.87), (4.1.90) otrzymujemy

(s, 2) — (s, 2)
Cls,2) = Uh(s,2) — Wi(s,2)

(4.1.90)

(4.1.91)

(4.1.92)

(4.1.93)

Proces liczacy obstuzone zgloszenia w systemach typu M/G/1/K z pro-

babilistyczna dyscypling wybudzania

Korzystajac z wynikow powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twier-

dzenie:
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Twierdzenie 4.1.3 Reprezentacja funkcji tworzqcej transformaty Laplace’a tran-
zytywnego rozktadu liczby obstuzonych zgtoszen w systemie M/G/1/K z mechani-

zmem probabilistycznego wybudzania serwera ma postac

Bals,2) =Y 2" /OOO e'P{H(t) = m|X(0) = n}dt

f : > (4.1.94)
—0(s) (Rg(S,z) + &1 (s, Z)(R{{)Q(s,z)> Z df(s,z)))
t i Ry, i(s,2) (é(s) Ri (s, )22 Sf (s)
X Z df(s,z) 1 _5(3)>7
j=i+1

gdzie Re(s) > 0, natomiast formuly X (s, z), 0(s), WH(s,2), n(s,z), WH(s, z),
vs(s, z) zostaly odpowiednio podane w (4.1.78), (4.1.26), (4.1.88), (4.1.89), (4.1.91),
(4.1.92). Ponadto (R,{j’) jest potencjatem ciggu (&I).

Przyklad Rozwazmy wezet sieci o pojemnosci K = 50 z mechanizmem probabi-
listycznego wybudzania stanowiska obstugi, w ktéorym zgloszenia sg transmitowane
wedtug rozkladu hiperwykladniczego (sekcja A.1.5.5) z intensywnosciami A\; = 300,
A1 = 500, A; = 700 wedlug rozktadu prawdopodobienistwa P = [0.3,0.5,0.2]. Za-
tem, sredni czas obstugi wynosi 2 ms. Ponadto, rozpatrzmy trzy $rednie predkosci
naptywu zgtoszen do systemu 240, 360 i 480 kb/s, co daje nam odpowiednio $rednie
czasy pomiedzy kolejnymi wptywami 4, 2.(6) i 2 ms. Stad na podstawie powyzszego
obcigzenie systemu moze wynosi¢ p = 0.5, p = 0.75 lub p = 1. Dodatkowo zakta-
damy, ze system rozpoczyna prace bez zgtoszen, natomiast srednie czasy rozruchu
serwera moga wynosi¢ 0, 2.5 i 20 ms oraz sa opisywane za pomoca rozktadu wyktad-
niczego. Rezultaty dotyczace procesu liczacego obstuzone zgtoszenia zilustrowano na

rysunku 4.1.7.
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() L .
0.00 0.01 0.02 0.00 0.01 0.02
t[s] t[s]

(a) Srednia liczba obstuzonych pakietow do  (b) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢
chwili ¢ dla czasu rozruchu wynoszacego 0 ms. dla czasu rozruchu wynoszacego 0 ms.

0 .
0.00 0.01 0.02 0.00 0.01 0.02
ts] ts]

(c) Srednia liczba obstuzonych pakietéw do  (d) Wspolezynnik utraty pakietow w chwili ¢
chwili ¢ dla czasu rozruchu wynoszacego 2.5 ms.  dla czasu rozruchu wynoszacego 12.5 ms.

=0

E[H(t)[X(0)

0.00 0.01 0.02 “0.00 0.01 0.02
t[s] t[s]

(e) Srednia liczba obstuzonych pakietéw do  (f) Wspotczynnik utraty pakietow w chwili ¢ dla
chwili ¢ dla czasu rozruchu wynoszacego 20 ms.  czasu rozruchu wynoszacego 20 ms.

Rys. 4.1.7. Srednia liczba obshuzonych pakietow oraz wspoélczynnik utraty pakietow
do chwili ¢ dla czaséw rozruchu serwera 0, 12.5 i 20 ms.
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4.2. Kolejkowanie zlozonych proceséw Poissona

4.2.1. Opis modelu

Zaprezentowane ponizej wyniki, podobnie jak wczesniej, dotycza modeli kolej-
kowych ze skoriczonym buforem o rozmiarze K — 1, jedna stacja obstugi zgtoszen
oraz probabilistycznym mechanizmmem wybudzania serwera opisanym dystrybuanta
G dowolnego rozktadu prawdopodobienistwa. Niemniej jednak w ramach uzupel-
nienia wczesniejszych rozwazan, zaktada¢ bedziemy, ze zgtoszenia wplywaja do ser-
wera grupami o losowym rozmiarze okreslonym rozktadem prawdopodobienstwa (p;),
> o pi = 1 z intensywnoscia A, co bedziemy modelowac za pomoca ztozonego pro-
cesu Poissona (sekcja A.2.3). Grupy zgloszen beda kolejkowane zgodnie z strategia
czesciowej akceptacji wpltywajacych partii (PABS), tzn. jesli rozmiar wplywajacej do
systemu grupy pakietéw przekracza liczbe wolnych miejsc w buforze kolejki, wow-
czas tylko czesé pakietéw zostaje buforowana, natomiast reszta zostaje utracona.
Ponadto, zaktadamy, ze system moze rozpoczaé prace z niepustym buforem oraz czas
obstugi zgloszen ma dowolny rozktad prawdopodobienstwa okreslony przez dystry-
buante F', a transmisja zgtoszen przebiega wedlug dyscypliny FIFO. Podobnie jak w
przypadku kolejkowania proceséw Poissona, bedziemy wyrézniaé trzy rodzaje zda-

rzenn A;(t), i = 1,2,3, ktore zostaly opisane wczesnie;.

4.2.2. Dlugosé kolejki

W ramach sekcji zostanie opisana tranzytywna analiza rozktadu prawdopodobien-
stwa dtugosci kolejki w systemach typu M /G/1/K z probabilistyczng dyscypling
wybudzania serwera oraz strumieniem zgtoszen w postaci ztozonego procesu Pois-

sona [161]. Opisane wyniki stanowiq dopetnienie rozwazar opisanych w sekcji 4.1.2.

Wprowadzmy oznaczenie rozktadu warunkowego prawdopodobienistwa diugosci

kolejki w chwili ¢ w postaci
Qs(t,m) =P{X(t) =m|X(0)=n}, ¢t>0,0<m,n<K. (4.2.1)

Rezultatem ponizszych rozwazan bedzie jawna postac transformaty Laplace’a Q¢ (t, m),

tzn.

q.(s,m) = /00 e Q% (t,m)dt, Re(s) > 0. (4.2.2)
0
Wprowadzmy nastepujaca notacje
(Q)V(t,m) = P{(X(t) = m) N A;(t)| X(0) = 0}, (4.2.3)

gdziet > 0,0 <m < Kii=1,2, 3. Na podstawie twierdzenia o prawdopodobieni-
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4.2. Kolejkowanie zlozonych proceséw Poissona

stwie catkowitym otrzymujemy
Qs(tm) = PLX (1) = m| X(0) = 0} = S(Q)V(tm).  (4.2.4)

Mozna wyznaczy¢ reprezentacje (Q§)™) (¢, m) w postaci

K-1 K—i—1

<Q8>“>(t,m>—/ytoxew/t y(zpl 3 o o

K—i—1

x Z PEQE, (= y — u,m) + Qe(t —y — u,m)

K-1  K—i-1 . (4.2.5)
v <Zzlp’< ZO e—Au()\;!L) T:;lm*
+ _f: 'eAU(M:)J> + ip)) dG(u) dy

Pierwszy sktadnik catkowanej sumy w (4.2.5) opisuje sytuacje, w ktorej rozmiar
pierwszej wptywajacej do systemu grupy nie przekracza liczby wolnych w systemie
miejsc oraz jednocze$nie podczas okresu rozruchu serwera bufor nie zostaje nasy-
cony. Stad, w chwili zakoniczenia okresu rozruchu y + u stanowisko obstugi rozpo-
czyna prace z 1 < ¢+ r < K — 1 pakietami w systemie, gdzie ¢ oznacza rozmiar
pierwszej partii pakietow oraz r jest catkowita liczba pakietow, ktore pojawity sie
w systemie w okresie rozruchu. Drugi sktadnik catkowanej sumy dotyczy przypadku
nasycenia bufora przed zakoriczeniem okresu rozruchu stacji obstugi, stad stanowisko

po zakoriczeniu tego okresu zaczyna prace z K pakietami w systemie.

Podobnie dla (Q5)®(t,m) otrzymujemy analogiczna formute

Q)@ (t.m) :/0 AT MGt — )(I{l s=m=< K- 1}2&2% i©

RO sy (Tn(Y S i 2=

|
i=0 r=K—i J:

(4.2.6)

W powyzszym (4.2.6), jesli pierwszy okres rozruchu zakonczy sie po czasie t przy
1 <m < K — 1 pakietach w systemie oraz zatozeniu, ze okres rozruchu rozpoczalt
sie w chwili 0 < y < t, wowczas w czasie t — y do systemu wplywa m — i pakietow.
W sytuacji, gdy m = K, bufor zostaje nasycony w czasie (0,t).

Biorac pod uwage As(t) wyznaczamy postaé¢ (Q5)®)(t,m) w nastepujacy sposob

(Q6)(t,m) = {m = 0}e ™. (4.2.7)
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Rozwazmy teraz przypadek, kiedy system rozpoczyna prace z 1 < n < K pakietami.
Zaktadajac, ze pierwsza partia pakietéow wplywa do systemu po ¢ = 0, na podstawie
twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym dla ciagtych zmiennych losowych

otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan catkowych

Qc(t m / < Z Z 7 —)\y y) n+i— 1( _y7m)
+ Q1 ( Z Z A _/\y y)> dF(y)

(At)?
g

+ F(t) (I{n <m<K-1} inpf;_ne_kt

=) 3 Ypre )

i=K—n j=0

gdzie 1 <n < K. W roéwnaniu (4.2.8), pierwszy sktadnik catkowanej sumy dotyczy
sytuacji, gdy w systemie znajduja si¢ wolne miejsca w chwili zakoniczenia obstugi
pierwszego zgloszenia (w chwili 0 < y < t), podczas gdy drugi sktadnik opisuje
przypadek nasycenia bufora przed czasem t¢. Ostatni sktadnik sumy odnosi si¢ do

sytuacji opuszczenia systemu przez pierwszy pakiet po czasie t.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia

ef [~ At
as(s) < /O o A+s>t(j,) dG(t), (4.2.9)
~ de oo st _ At J
7;(s,m) :f/o e tF(t)(I{] <m< K_l}zpm e /\t%
(4.2.10)
Fim=K} Y Z Qo) —%)) dt,
i=K—j j=0
. def ADi ! e
Gir(s) = )\+SZ rag(s), (4.2.11)
K-1 K—i—1 00 00
coydef A ~c 2
5(5)=A+S<Zpi(2aj(s)2m+za ) +9 Zp,). (4.2.12)
i=1 =0 r=K—i j=K—i
Ponadto, niech
ef [ 1
o) [T @ e mdt 4 im0} (123
0

Na podstawie (4.2.5) otrzymujemy

OO —st ! -z e (Ay) 7)\y
e "t dt e P da Qi (t — 2 —y,m)dG(y)
t=0 z=0 y=0 j (4.2.14)
A a¢

/\+s “j

( )ql+T(8 m)
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wowcezas z rownan (4.2.4)-(4.2.7), (4.2.11)—(4.2.13) mamy

i Gir( (s,m)+ S(S)Zﬁ((s,m) + 0(s,m). (4.2.15)

i=1 7r=0
Podobnie, korzystajac z (4.2.8) i (4.2.10), wyprowadzamy

K—n—-1

Z qn—H 1 S m) +QK 1 S, m Z Oé +Tn(8 m) (4216)
=K —

7=0 [ n

gdzie 1 <n < K oraz

d > &
o [ e

Podstawiajac u¢ (s, m) wf G_p(s,m) dla 0 < n < K w réownaniach (4.2.15),

Af)j e dF(t), Re(s)>0. (4.2.17)

(4.2.16) otrzymujemy

K—-1K—i—1
(s,m) 07 (8)uge_;_.(5,m) + 0°(s)uo(s,m) + 0(s, m) (4.2.18)
i=1 r=0
oraz
Z &5 ()5, (s,m) — TS (s, m) = ¢4 (s, m), (4.2.19)
1=—1

gdzie 0 < n < K — 1, natomiast (ﬁf jest zdefiniowany nastepujaco

0t (s.m) < ag (s)ag(s,m) —Wi(s,m) Y @5(s) = Fxon(s,m).  (4.2.20)
i1=n+1

Nastepnie, postepujac analogicznie jak w przypadku (4.1.22)—(4.1.35), wyzna-

czamy rozwiazanie uktadu (4.2.19) w postaci

gdzie (RS) jest potencjatem ciggu (4¢). Rownanie (4.2.21) dlan = 01in = 1 przy-

biera odpowiednio postaé

ug(s,m) = C(s,m)R{(s) (4.2.22)

(4.2.23)
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stad
(s, m) = 0(s) (C(s, m) (RS(s) + ai(s)(RS)*(s)) — RS(s)7a(s, m)), (4.2.24)

gdzie 0 zdefiniowano w (4.1.26).
Na podstawie (4.2.20) i (4.2.21) réwnanie (4.2.18) mozna zapisa¢ w postaci

ilsm) = 2D Gurl)iier, () + 3(5)(5,m) + o5, m)

=33 ) (Clom) iy s Z Ry y()05(s,m))
+ 6(s)RS(8)C(s,m) + d(s,m) = Z G (O(Sum)RK i—r41(5)
Y ()@ m) — 05) (Clsm) ()
SR (9)) — B (s)e(s,m)) D a°a() —%K_xs,m)))

+ () R (5)C(s,m) + o(s,m) = ¥i(s)C(s,m) + xi(s.m),

(4.2.25)
gdzie

+6(s) 5 (s)
s LSS () D0 i)
=tor=o = (4.2.27)
X (é(s)}?l(s)TK(s,m) Z as(s) — Tr—j(s m)) + 0(s,m)

Podobnie, na podstawie rownania (4.2.21) dla n = K oraz (4.2.22) i (4.2.24)
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otrzymujemy

Jj= H—l
C(s,m) (R;Gl( )+ D Fic () (5 (5) Bis)
—0(s)(R5(s) + a5(s)(R)*(s)) Y 55(8))) +> Ry (s)
j=i+1 i=0
X (é(s)R‘{(s)TK(s,m)Z aj(s) — %K_Z(s,m)) WS (s)C(s,m) + x5(s,m)
j (4.2.28)
gdzie
5(s) : <R§<+1( )+ Zéi{ i(s) <a1+1(8)R1<8)
=0 ~ (4.2.29)
— 0(s)(R5(s) + a5(s)(R5)*(s)) Z @C(S))>
(s, m) > }}%_i(s)@(S)ﬁf(s)fK(s,m) > @) —?K_i(s,m)) (4.2.30)

W wyniku poréwnania (4.2.25), (4.2.28) wyznaczamy C'(s, m) w nastepujacy sposob

C(s,m) _ X%(S,m) — X%(‘S?m).

Wi (s) — W5(s)

(4.2.31)

Dtugos$é kolejki w systemach typu M/G/1/K z probabilistyczna dyscypling
wybudzania

Wykorzystujac wyniki powyzszych rozwazan mozna sformutowaé nastepujace

twierdzenie:

Twierdzenie 4.2.1 Reprezentacja transformaty Laplace’a zaleznego od czasu roz-

ktadu prawdopodobieristwa diugosci kolejki w systemie typu M/G/1/K z mechani-
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zmem probabilistycznego wybudzania stanowiska obstugi ma postac

C

anlssm) = [ PO = ] X(0) = myar = 2] Z o

(4.2.32)

gdzie Re(s) > 0, formuty 7,(s,m), a5(s), 0(s), Ws(s), x5(s,m), W5(s), x5(s,m)

zostaty odpowiednio zdefiniowane w (4.2.10), (4.2.17), (4.1.26), (4.2.26), (4.2.27),
(4.2.29), (4.2.30), natomiast (RS) jest potencjatem ciggu (AS).

Przyklad Rozwazmy dwa zlozone procesy Poissona o nastepujacych rozktadach
prawdopodobienistwa rozmiaréw grup pakietéw naptywajacych do wezta sieci bez-

przewodowej:

o Pipr=p2=05p,=0k>2,

e Po:p1=08p=02,p, =0,k > 2,

gdzie p; jest prawdopodobienstwem naplywu grupy o rozmiarze i. Zatézmy, ze do
wezta sieci o pojemnosci K = 6 z probabilistyczna dyscyplinag wybudzania serwera
naptywaja pakiety o rozmiarze 500 B wedtug zlozonego procesu Poissona odpowied-
nio z rozktadami wielkosci grup pakietow P; i P, oraz intensywnosciami \; = 300
i Ay = 370. W kazdym z przypadkéw do systemu wplywa $rednio 450 pakietow
na sekunde. Nastepnie rozpatrzmy dwie intensywnosci obstugi zgloszen 2.4 Mb/s
i 1.8 Mb/s wedtug rozktadu wykladniczego, co daje odpowiednio 600 i 450 pakie-
tow na sekunde, w wyniku czego obciazenie systemu wynosi odpowiednio p = 0.75
i p = 1. Ponadto, niech czasy rozruchu serwera maja rozktad wyktadniczy ze $red-
nimi 0.5, 2 i 20 ms. Tranzytywne rozktady prawdopodobienstwa dtugosci kolejki
dla rozpatrywanych czaséw rozruchu serwera przedstawiaja rysunki 4.2.11 4.2.2, na
ktorych zilustrowano zachowanie systemu dla p = 0.75 1 p = 1. Wartosci prawdopo-

dobienstwa dla stanu ustalonego zostaly podane w tabeli 4.2.1.
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0.20

0.15
i
~010
=

0.05

00955 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 R — 0.02 0.03 0.04 0.05

t[s] t[s]
(a) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow (b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla P», p = 0.75 i czasu

w systemie w chwili ¢ dla P;, p = 0.75 i czasu
rozruchu wynoszacego 0.5 ms.

rozruchu wynoszacego 0.5 ms.

0.30
0.25
0.20
I i
~ 010 ~ 015
< B3
& =
0.10
0.05| /
0.00 ¥+
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t[s] t[s]
(¢) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow (d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla P», p = 0.75 i czasu

w systemie w chwili ¢ dla P, p = 0.75 i czasu
rozruchu wynoszacego 2 ms.

rozruchu wynoszacego 2 ms.

020 030
025
015
0.20
- , s
s 1 s
| ! Il
—o10[ ! ~oasf
> h X N N T,
[ ' [ L N S A
D otof 1 SN el oa---c
. ; o
0.05(] | :
. .
. 0.05) 1
. .
. .
. .
.00k 0.00k." ‘ ‘ ‘ ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 8.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t[s] t[s]

(e) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow (f) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla P;, p = 0.75 i czasu  w systemie w chwili ¢ dla Ps, p = 0.75 i czasu
rozruchu wynoszacego 20 ms. rozruchu wynoszacego 20 ms.

Rys. 4.2.1. Zachowanie kolejki w systemie z probabilistyczng dyscypling wybudzania

serwera dla p = 0.75, rozkladoéw P;, P oraz czaséw rozruchu wynoszacych 0.5, 2 1 20 ms.
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0.04 0.05

)
]
1
1
1
1
1
1
1
1
U

00866 0.01
(a) Prawdopodobienstwo pobytu m pakietow

w systemie w chwili ¢ dla P, p = 1 i czasu

rozruchu wynoszacego 0.5 ms.

m}

P{X(t

0.04 0.05
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1 ‘.‘
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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(b) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla Py, p = 1 i czasu

rozruchu wynoszacego 0.5 ms.

m}

I
=015

P{X(t

0.04 0.05

1 ".'
0.01 0.02 0.03
t[s]

0.00
0.00
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(d) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow

(c¢) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢t dla Py, p = 1 i czasu
rozruchu wynoszacego 2 ms.

w systemie w chwili ¢ dla Py, p = 1 i czasu

rozruchu wynoszacego 2 ms.
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(f) Prawdopodobienistwo pobytu m pakietow
w systemie w chwili ¢ dla Py, p = 1 i czasu

0'0(()).00 0.01

(e) Prawdopodobieristwo pobytu m pakietow
rozruchu wynoszacego 20 ms.

w systemie w chwili ¢ dla P, p = 1 i czasu
rozruchu wynoszacego 20 ms.
Rys. 4.2.2. Zachowanie kolejki w systemie z probabilistyczna dyscypling wybudzania

serwera dla p = 1, rozkladéw P;, P» oraz czaséw rozruchu wynoszacych 0.5, 2 i 20 ms.
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4.2. Kolejkowanie zlozonych proceséw Poissona

P{X(c0) = m|X(0) =0}

p=0.75
Py Py

p=1

P P,

Okres rozruchu serwera 0.5 ms

0.19497 0.12134
0.13097 0.12670
0.08088 0.08547

0.13734 0.12125
0.14412 0.13964
0.14295 0.14155

Okres rozruchu serwera 2 ms

0.18019 0.14772
0.14703 0.14116
0.10153 0.10391

0.12560 0.11275
0.15128 0.14536
0.15726 0.15374

Okres rozruchu serwera 20 ms

0.08667 0.07584
0.11606 0.10931
0.12134 0.11762

0.06759 0.06329
0.11682 0.11260
0.15872  0.15195

Tab. 4.2.1. Rozktady prawdopodobienstwa dlugosci kolejki w stanie ustalonym dla

p=0.751p =1, rozktadow P;, P oraz czaséw rozruchu wynoszacych 0.5, 2 1 20 ms.
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Podsumowanie

W niniejszej rozprawie omoéwiono w sposoéb kompleksowy charakterystyki dtu-
gosci kolejki, opdznienia kolejkowania oraz procesu liczacego obstuzone zgloszenia
dla jednokanatowych modeli kolejkowych z poissonowskim strumieniem zgloszen,
skoniczonym buforem oraz mechanizmami wybudzania stanowiska obstugi. Uzyskane
wyniki dotycza kolejkowania proceséw Poissona, a czes¢ z nich odnosi sie réwniez do
ztozonych proceséw Poissona. W ramach rozpatrywanych dyscyplin znalazty sie N-
progowa i probabilistyczna dyscyplina wybudzania stanowiska obstugi, ktére umoz-
liwiaja modelowanie systemoéw z réznego rodzaju ograniczeniami w dostepie do ser-
wera wynikajacymi m.in. z zastosowanych mechanizmoéw oszczedzania zuzycia ener-
gii, czy fizycznych cech serwera np. zwiazanych z czasem osiggania pelnej gotowosci
operacyjnej. Opisane w pracy charakterystyki mozna wykorzysta¢ m.in. do aprok-
symacji wspotczynnika utraty pakietow, czy tez wyznaczenia prawdopodobieristwa

utraty pakietow.

Zaprezentowane wyniki zostaly otrzymane za pomoca metod analitycznych, ktore
z powodzeniem mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia wielu nowych charakterystyk
dla systemow kolejkowych z r6znymi ograniczeniami narzuconymi na prace serwera.
Zastosowana metodologia umozliwia tranzytywny opis pracy systeméw kolejkowych
w zwartej postaci, co redukuje naktad czasu niezbedny na implementacje poszczegol-
nych charakterystyk. Poza tym, pomimo skomplikowanej struktury statystycznego
opisu ruchu sieciowego modelowanego za pomoca wykorzystanej metodologii, wyniki
numeryczne mozliwe sa do uzyskania na przecietnej klasy komputerze osobistym.
Oczywiscie w przypadku systeméw kolejkowych o duzych buforach kolejek, gdzie
czas obstugi zgloszen ma skomplikowany rozktad prawdopodobienstwa obliczenia

numerycznie wymagaja odpowiednio wiekszych zasobéw obliczeniowych.

Zawarte w pracy rezultaty badan sg interesujace zarowno ze wzgledu na teore-
tyczne jak i praktyczne aspekty zwiazane z teoria kolejek. W pracy pokazano, ze
jest mozliwy matematyczny, zwarty opis zachowania systemoéow kolejkowych z dys-
cyplinami wybudzania w dowolnej chwili czasu, co daje mozliwos¢ efektywnego mo-
delowania tego typu systeméw w stanie nieustalonym oraz ustalonym. Nalezy zwro-
ci¢ uwage na fakt, ze zalozenie skoriczonosci bufora systemu oraz ogélna postaé

zaprezentowanych charakterystyk umozliwiajaca modelowanie obstugi zgloszeri za
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Rozdziat 4. System kolejkowy z probabilistycznym mechanizmem
wybudzania serwera

pomoca rozktadow prawdopodobieristwa z ciezkimi ogonami daje to mozliwos¢ pre-
cyzyjnego opisu statystycznych wlasciwosci ruchu sieciowego w weztach urzadzen
sieciowych. Z praktycznego punktu widzenia, przedstawione w pracy rezultaty ba-
dan, a takze nowe charakterystyki wyznaczone za pomoca uzytej w rozprawie me-
todologii mozna wykorzysta¢ do oceny wydajnosci oraz zapewnienia jakosci réznego
rodzaju ustug telekomunikacyjnych.

Rezultaty rozwazan teoretycznych zostaly uzupetnione o liczne przyktady nume-
ryczne ilustrujace zachowanie poszczegdlnych charakterystyk systemow kolejkowych

w kontekscie ruchu sieciowego.

Ponadto, w pracy zostaly szczegélowo omowione narzedzia matematyczne (np.
metoda potencjalu btadzenia losowego) wykorzystane do wyznaczenia charaktery-
styk oraz metody obliczeniowe (np. numeryczne algorytmy odwracania transformaty
Laplace’a i funkeji tworzacych) umozliwiajace praktyczne korzystanie z przedstawio-

nych rezultatéow teoretycznych.
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Dodatek A

Narzedzia matematyczne

Czesé A niniejszego dodatku dotyczy podstawowych zagadnien z zakresu teo-
rii prawdopodobieristwa [173, 174|, procesoéw stochastycznych [175, 176], catki Rie-
manna-Stieltjesa, transformaty Laplace’a, transformaty Laplace’a-Stieltjesa [94], nu-
merycznego algorytmu odwracania transformaty Laplace’a [177], funkcji tworzacych
rozkladu prawdopodobienstwa [94], numerycznego algorytmu odwracania funkcji
tworzacych [177]| oraz teorii potencjalu bladzenia losowego [149, 178]. Omoéwione
ponizej zagadnienia sa Scisle zwigzanie z tematyka rozprawy.

Niektore uzyte ponizej oznaczenia wystepuja réwniez w czesci wtasciwej pracy,
niemniej jednak ich znaczenie jest inne, np. ponizej przez X oznaczana jest zmienna
losowa, natomiast w kontekscie rozpatrywanych modeli kolejkowych X (¢) oznacza

liczbe zgtoszen bedacych w systemie w chwili ¢.

A.1. Teoria prawdopodobienstwa

Korzenie rachunku prawdopodobienstwa siegaja XVI, kiedy to formalizm mate-
matyczny zaczal byé wykorzystywany m.in. przez Geronimo Cardano do opisu gier
losowych. Znaczacy wptyw na rozwoj rachunku prawdopodobienstwa mieli Pierre de
Fermat, Blaise Pascal oraz Jakub Bernoulli. Poczatkowo teoria prawdopodobieristwa
dotyczyta niemal wyltacznie zjawisk dyskretnych i oparta byta gléwnie na metodach
kombinatorycznych. W XIX nastapit jej szybki rozw6j za sprawa m.in. Carla Friedri-
cha Gaussa, Pierre’a Simona de Laplace’a, Siméona Denisa Poissona, czy Pafnutija
Lwowicza Czybyszewa. W 1900 roku, na Miedzynarodowym Kongresie Matematy-
kow w Paryzu, David Hilbert przedstawil 23 zagadnienia dotyczace podstawowych
w tamtym czasie probleméw w matematyce. Problem szosty dotyczyt aksjomatyza-
cji catosci fizyki, gdzie teoria prawdopodobienstwa byta uznawana przez Hilberta za
jej wazny dzial. Po préobach aksjomatyzacji teorii prawdopodobienistwa przez Bohl-
manna (1908 r.), Bernsteina (1917 r.), von Misesa (1919 r.), Lomnickiego (1923 r.),
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w roku 1933 A. Kolmogorow sformutowal w oparciu o 5 aksjomatow teorie prawdo-
podobienistwa jako szczegélny przypadek teorii miary. Aksjomatyczna teoria praw-
dopodobienstwa Kolmogorowa uzyskala szerokie uznanie, co spowodowalto jej dalszy
rozwoj, dzieki czemu obecnie jest powszechnie rozwijang i wykorzystywana teoria

w wielu dziedzinach nauki m. in. w teorii kolejek.

A.1.1. Przestrzen probabilistyczna

Podstawa aksjomatycznej teorii prawdopodobieristwa Kolmogorowa jest koncep-

cja przestrzeni probabilistycznej zdefiniowanej w postaci trojki
(Q,.7,P), (A.1.1)

gdzie () jest niepustym zbiorem nazywanym przestrzenig zdarzen elementarnych,
Z jest o-cialem podzbiorow zbioru 2 nazywanym przestrzenia zdarzen losowych,

tzn. klasg podzbioréw speiajacych warunki
o e F
o jezeli A€ F, to A=0\Aec .7,
o jezeli Ay, Ay, € F tolU,— Ay € F,

natomiast P : % — [0, 1] jest odwzorowaniem nazywanym miara probabilistyczna

o wlasnosciach
e P(A) >0, dla kazdego zdarzenia A € Z#,
o P() =1,

o dla Ay, Ay, ... € F, ktore sa parami rozlaczne tzn. A; N A; = (0 dla i # j
zachodzi P (U, 2, A,) = > 2, P(A,).

Pare (Q,.7) nazywa sie przestrzenia mierzalna.

A.1.2. Prawdopodobienistwo taczne i warunkowe

Koniunkcja dwoch zdarzen A, B € .% nazywane jest zdarzenie ANB (krocej AB),
ktore sktada sie ze zdarzen elementarnych nalezacych zarowno do A jak i do B. Zda-
rzenia A i B sa niezalezne jesli zachodzi rownos¢ P(AN B) = P(A)P(B). Zdarzenia
Ay, ..., Ay € .F sa wzajemnie niezalezne gdy P(A;,N...NA4; ) = P(4;,)...P(4,;,) dla
kazdego uktadu indekséw i1, ..., 4, oraz m < n. Ponadto, Ay, ..., A, sa parami nie-
zalezne jesli P(A; N A;j) = P(A;)P(A;) dla i # j. Prawdopodobienstwo warunkowe
zdarzenia B pod warunkiem, ze zaszlo zdarzenie A dane jest wzorem
P(ANB)

P(BIA) =~

(A.1.2)
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przy zalozeniu, ze P(A) > 0. Zatem, jesli zdarzenia A i B sa niezalezne, wowczas
P(B|A) = P(B).

A.1.3. Twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym

Niech I C N bedzie zbiorem indeksow oraz B; € % . Jezeli rodzina {B;}icr jest

rozbiciem zbioru €2, tzn. spetnia nastepujace warunki
e BNBj=0dlai,jel,i#j,
d Uie[ B; = Q,
e P(B;) >0, dla kazdego i € I,

wowcezas dla dowolnego A € .F zachodzi réwnanie

P(A) =) _P(A|B;)P(By). (A.1.3)

icl

A.1.4. Zmienna losowa

A.1.4.1. Zmienna losowa

Zmienng losowa na przestrzeni probabilistycznej (€2, %, P) nazywana jest funkcja
X : Q) — R taka, ze

{weQ: X(w)eBeF (A.1.4)
gdzie B C R jest dowolnym zbiorem borelowskim. W celu uproszczenia powyzszego
zapisu stosuje si¢ oznaczenie {w € Q : X(w) € B} = {X € B}. Zbiér B moze
by¢ m.in. dowolnym zbiorem borelowskim na prostej np. B = {x¢}, B =< a,b >,
B =< x¢,00), B = N lub plaszczy’nie np. B = R%. Prawdopodobienstwo przyjecia

przez zmienna X wartosci ze zbioru B oznacza sie przez
P{X € B} Z P{w € Q: X(w) € B}). (A.1.5)
Przyktadowo, jesli przyjmiemy, ze B = [a, b), wowczas

Pla< X <b} Z PlweQ:a< X(w)<b}). (A.1.6)

Jesli X jest zmienng losowa, wowczas Y = ¢g(X) jest rowniez zmienng losowa,
gdzie g jest dowolna funkcja g : R — R. Ponadto, gdy X7, X, ..., X, sa zmiennymi

losowymi, wowczas Y = > X, jest rowniez zmienna losows.
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A.1.4.2. Rozklad prawdopodobienstwa

Rozktadem prawdopodobienstwa nazywana jest dowolna miara probabilistyczna

i okreslona na o-ciele podzbioréw R.

Rozktadem prawdopodobienistwa zmiennej losowej X nazywany jest rozktad praw-

dopodobienistwa py okreslony na na o-ciele podzbioréw R, taki ze
ux(B) =P{X € B}, (A.1.7)

gdzie B C R jest zbiorem borelowskim.

A.1.4.3. Dystrybuanta zmiennej losowej

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje F'x okreslong na R w po-

staci

Fx(z) =P{X < z}. (A.1.8)
Ponadto, dystrybuanta dowolnej zmiennej losowej ma nastepujace wlasnosci
o 0 < Fx(x) <1 dlakazdego = € R,

o lim, , o Fx(z)=0 oraz lim, ,, Fx(z) =1,

Fx jest niemalejaca,

Fx jest lewostronnie ciagtla, tzn.

lim Fx(z) = Fx(zo)

I—)CEO

dla kazdego x € R,

P{a < X < b} = Fx(b) — Fx(a),

P{X = o} =lim,_, + Fx () — Fx(zo)

A.1.4.4. Dyskretna zmienna losowa

Zmienna losowa X nazywana jest dyskretng lub typu skokowego, wtedy i tyko
wtedy gdy zbior jej wartosci jest skonczony lub przeliczalny. Jesli x, zo, ... sa war-

tosciami zmiennej X oraz p(z;) = P{X = z;} wowczas
ZP(%) =1 (A.1.9)

Prawdopodobienistwo przyjecia przez zmienng X wartosci ze zbioru B jest okreslone

W postaci

P{X e B} =) p(x). (A.1.10)

T, €EA
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Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej wyraza sie wzorem

Fx(z) =P{X <a} =) p(x). (A.1.11)

T;<x

A.1.4.5. Gesto$é¢ rozkladu prawdopodobienstwa

Niech i bedzie rozktadem prawdopodobieristwa okreslonym na o-ciele podzbio-

row R. Jedli istnieje funkcja f catkowalna w sensie Lebesgue’a w postaci

u(B):/Bf(as)da:, (A.1.12)

gdzie B jest zbiorem borelowskim, woéwczas f jest nazywana gestoscia rozktadu

prawdopodobienistwa .

A.1.4.6. Ciagla zmienna losowa

Jesli istnieje gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa f zmiennej losowej X, wow-

czas dystrybuanta X moze by¢ przedstawiona w postaci
Fx(x) = / f(z)dz, (A.1.13)

natomiast X jest nazywana ciagla zmienng losowa.

Zmienne losowe typu ciaglego posiadaja nastepujace wtasnosci:

P{X = ¢} = 0 dla kazdego ¢ € R,

P{a<X <b}=Pla<X<b}=Pla<X <b}=P{a< X <b}=F(b)—Fl(a),

Pla< X <b} = [ f(z)de.

A.1.4.7. Twierdzenie o prawdopodobienistwie catkowitym dla cigglych zmien-

nych losowych

Niech F'x, Fy beda dystrybuantami zmiennych losowych X i Y. Woéwczas zacho-

dzi wzor

Fy(z)=P{X <z} = /_00 P{X < z|Y =y} dFx(y). (A.1.14)

153



Dodatek A. Narzedzia matematyczne

A.1.4.8. Rozklad prawdopodobienstwa z ciezkim ogonem

Rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej X z dystrybuanta F' ma ciezki
ogon jesli
lim eMP{X >z} =00, A>0. (A.1.15)

T—>00
Podklasa rozktadow prawdopodobienstwa z ciezkim ogonem sg rozktady prawdopo-

dobienstwa z dtugim ogonem, ktoére sa charakteryzowane nastepujaco

lim P{X>z+tX>z}=1 (A.1.16)

T—00

dla kazdego t > 0.

A.1.5. Wybrane rozklady prawdopodobienstwa

A.1.5.1. Rozklad Poissona

Zalezny od parametru a rozktad Poissona jest jedynym dyskretnym rozktadem

zaprezentowanym w tej sekcji. Jego charakterystyka jest nastepujaca.

Funkcja masy prawdopodobienistwa:

fi) =" i=1,2.3,... (A.1.17)
7!
Dystrybuanta:
4] 3
: e
F(i)=e ZO? i=1,2,3,.... (A.1.18)
Srednia:
a. (A.1.19)
Wariancja:
Q. (A.1.20)

A.1.5.2. Rozklad wyktadniczy

Rozktad wyktadniczy zalezy od parametru skali «, a jego postaé jest nastepujaca.

Funkcja gestosci:

ae” ™ x>0
f(z) = { 0 z<0 (A.1.21)
Dystrybuanta:
Flz) :{ Lo >0 (A.1.22)
0 <0
Srednia: .
o (A.1.23)
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Wariancja:
1

a?’

(A.1.24)

Rozktad wyktadniczy charakteryzuje sie wtasnoscia braku pamieci, tzn. dla zmienne;j

losowej X z wyktadniczym rozktadem prawdopodobienstwa zachodzi
P{X>t+s|X>t}=P{X>s}, s>0,t>0. (A.1.25)

Wtasnosé braku pamieci oznacza, ze kolejne realizacje zmiennej losowej X nie zaleza

od dotychczasowych wartosci zmiennej.

A.1.5.3. Rozklad Erlanga

Rozklad Erlanga jest sparametryzowany poprzez «, k, ktore okreslaja odpo-
wiednio jego skale i ksztalt. Rozktad Erlanga z parametrami « i k jest okreslony
w nastepujacy sposob.

Funkcja gestosci:

akxk—le—aw
flz) = = x> 0. (A.1.26)
Dystrybuanta:
k—1 (az)"
Flz)y=1->) e S > 0. (A.1.27)
n=0 ’
Srednia: L
—. A.1.28
. (A.1.25)
Wariancja:
k
poL (A.1.29)

Dla k = 1 otrzymujemy rozktad wyktadniczy.

A.1.5.4. Rozklad gamma

Uogolnieniem rozktadu Erlanga jest zalezny od parametrow skali av i ksztattu &
rozktad gamma, ktory jest okreslony nastepujaco.

Funkcja gestosci:
Oékl‘ki 1 ez

f(z) = O x> 0. (A.1.30)
Dystrybuanta:
v(k, ax)
F(r) = ——— : A.1.31
Srednia: "
—. A.1.32
. (A.1.32)
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Wariancja:
k

a?’

Ponadto I'(t) = [~ 2" e dx oraz y(t,y) = [ " e " du.

(A.1.33)

A.1.5.5. Rozklad hiperwyktadniczy

Gestosé rozktad hiperwyktadniczego jest kombinacja wypuktla gestosci rozktadow
wyktadniczych, tzn.

fe) =) pifilx), (A.1.34)
i=1
gdzie f; sa gestosciami rozktadow wykladniczych, natomiast Y, p; = 1. Zatem,
rozktad hiperwyktadniczy jest parametryzowany poprzez ciag pi,...,p, oraz ciag
parametrow skali aq, ..., a,.

Funkcja gestosci:

fle) =) pie ™", >0 (A.1.35)
i=1
Dystrybuanta:
F(z)=1-) pe ™ x>0 (A.1.36)
i=1
Srednia: .
Pi
Z - (A.1.37)
=1
Wariancja:

(i Z‘) + iimj(a% - 0%)2 (A.1.38)

i=1 =1

A.1.5.6. Rozklad Pareto

Rozktad Pareto jest zalezny od parametru skali o i parametru ksztaltu £ oraz

jest okreslony nastepujaco.

Funkcja gestosci:

kak
n N e
T) = z ) A.1.39
f() { e (A.1.39)
Dystrybuanta:
1— (2% 2>
F(x) :{ GF zza (A.1.40)
0 r <
Srednia:
<1
> ksl (A.1.41)
g k>1




A.2. Procesy stochastyczne

Wariancja:

{ o ke (A.1.42)
(

ka?
gy k> 2

Rozktad Pareto nalezy do klasy rozktadéw prawdopodobienistwa z ciezkim ogonem
(sekcja A.1.4.8).

A.1.5.7. Rozklad Weibulla

Rozktad Weibulla jest zalezny od parametru skali v i parametru ksztattu k oraz

jest scharakteryzowany nastepujaco.

Funkcja gestosci:

ﬁ(z)k_le_(g)k x>0
r)=+< > - . A.1.43
(@) { S (AL
Dystrybuanta:
1—e @ 2>
F(z) = © z20 (A.1.44)
0 <0
Srednia:
1
aP(l + E) (A.1.45)
Wariancja:

o F<1+g>— F<1+1) 2 (A.1.46)
Podobnie jak w przypadku rozktadu Pareto, rozktad Weibulla nalezy do klasy roz-

ktadow prawdopodobienistwa z ciezkim ogonem A.1.4.8.

A.2. Procesy stochastyczne

Niech Z;, t > 0 beda zmiennymi losowymi okre$lonymi na przestrzeni proba-
bilistycznej (€2,.%, P). Procesem stochastycznym nazywamy rodzine zmiennych lo-
sowych {Z;}1er indeksowanych zbiorem T'. Zatem dla kazdego t € T, Z; jest od-
wzorowaniem Z; : 2 — R. Warto$ci zmiennych losowych Z; nazywane sa stanami,
natomiast ich dziedziny zmiennych nazywane sa przestrzeniami stanéw. Dla kazdego

ustalonego w € () odwzorowanie

nazywane jest realizacja lub trajektorig procesu. Ponadto, na kazdy proces sto-
chastyczny mozna patrze¢ jak na funkcje dwoch zmiennych ¢, w, gdzie mamy do

czynienia z odwzorowaniem w postaci t,w — Z;(w).
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Zbior indekséow T' moze by¢ interpretowany jako czas. Jesli 7' C N lub 7' C Z
wowczas mowimy o procesie stochastycznym z czasem dyskretnym, natomiast dla

T C R, U{0} méwimy o procesie stochastycznym z czasem ciaglym.

Dyskretne procesy stochastyczne zazwyczaj oznaczane sa przez {Z,,n € N},
gdzie N jest zbiorem przeliczalnym, natomiast ciggle procesy stochastyczne ozna-
czane sg przez {Z;,t > 0}, gdzie t € R, U {0}. Procesy stochastyczne mozna po-
dzieli¢ na dyskretne z przeliczalng oraz nieprzeliczalng przestrzenia stanéow, a takze

na ciagle z dyskretng i nieprzeliczalng przestrzenia stanow.

Proces stochastyczny w chwili ¢ jest w stanie ustalonym jesli
P{Ztl < Ty, ;Ztn < xn} = P{Zt1+7— < T, 7Ztn+7 < an} (A22>

dla dowolnego 7.

A.2.1. Proces liczacy

Procesem liczacym nazywamy proces stochastyczny {N;, ¢t > 0}, dla ktorego

spelnione sa nastepujace warunki
l) ND = 0,
i) Ny eN,

iii) dla kazdego s < t zachodzi Ny < Ny, gdzie N; — Ny jest liczbg zdarzen, ktore

zaszty w okresie (s, t].

A.2.2. Proces Poissona

Procesem Poissona z parametrem A nazywamy proces liczacy A.2.1 okreslony na

przestrzeni probabilistycznej (2, %, P) spelniajacy nastepujace warunki
1) NO — 0,

ii) dla dowolnegon > 1oraz 0 <t; <--- <t, przyrosty Ny, — Ny, ..., Ny, — Ny,

sg niezaleznymi zmiennymi losowymi,

iii) dla dowolnego 0 < s < t zmienne N; — N, maja rozktad Poissona A.1.5.1

z parametrem «(t — s), tzn.

e =9 ((a(t — ) ¥

P{N,— N, =k} = o

L k=0,1,2, .., (A.2.3)

gdzie a jest parametrem rozktadu Poissona.
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Procesy Poissona sg szczegélnym przypadkiem proceséow liczacych. W kontekscie
teorii kolejek, za pomocg proceséw Poissona modelowane sa strumienie zgtoszen,
gdzie zdarzenia nazywane s zgloszeniami/pakietami/zadaniami, natomiast é okre-
sla éredni czas pomiedzy nastepujacymi po sobie wptywami zgtoszen do systemu.
Przez N; oznaczana jest liczba zdarzen, ktore zaszty do chwili ¢ z prawdopodobien-

stwem
e—/\t ()\t) k
k! '

Procesy Poissona charakteryzuja sie wlasnoscig braku pamieci. Ponadto, jesli przez

P{N;, =k} = (A.2.4)
Y, oznaczymy zmienng losowa opisujaca moment zajscia n-tego zdarzenia, wowczas

mozna zauwazy¢ nastepujaca rownowaznosé
{N; > n} ={Y, <t} (A.2.5)

Ponadto, Y, maja rozktad Erlanga z parametrami k¥ = n i a = A, stad gestosé¢

rozktadu prawdopodobienstwa czasu zaj$cia n-tego zdarzenia ma postac

fr.(t) =

ef)\t)\ntnfl

A.2.3. Zlozony proces Poissona

Niech {N;,t > 0} bedzie procesem Poissona oraz niech {ay,k = 1,2,3,...}
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych rozkladach prawdopodo-

bienstwach opisanych przez
=P{ap, =i}, k=1,2,3,.... (A.2.7)
Rozktad prawdopodobieristwa N; wyraza sie wzorem
e —)\t )\t i o e—)xt M 7 .
N {Zaj - k} Y a2y
j=1 i=0 ’
gdzie p¥* jest i-krotnym splotem ciagu p, A.5.8. Podobnie jak w przypadku zwy-

ktych proceséw Poissona, przez Y,, mozna okresli¢ moment zajscia n-tego zdarzenia.

Funkcja gestosci czasu zajscia n-tego zdarzenia jest wyrazona w postaci

> e—/\t)\iti—l
AOEDY e 20, (A.2.9)
=1 ’
gdzie
i—1 k—1
cm:P{ZaJ k<Za]} = (% =) (A.2.10)
Jj=1 m=0

Podobnie jak procesy Poissona, ztozone procesy Poissona charakteryzuja sie réwniez

wlasnoscig braku pamieci.
W teorii kolejek, ztozone procesy Poissona wykorzystywane sa do modelowania
rozmiaréw wplywajacych do systemu partii pakietow, tzn. «,, jest zmienng losowa

opisujaca rozmiar grupy pakietéw wpltywajacych do systemu.
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A.2.4. Proces Markowa

Procesem Markowa nazywamy proces stochastyczny {X;, ¢ > 0} speliajacy wta-

snos¢ Markowa, tzn.
Vh >0 P{Xt+h S x|{VS S tXS = flfs}} = P{Xt-i-h S $|Xt = :Bt}' (A211)

Wtasnosé Markowa okres$lana jest rowniez wtasnoscig braku pamieci. W przypadku,
gdy prawdopodobienistwa (A.2.11) nie zaleza od t, wowczas proces Markowa nazy-

wany jest jednorodnym, natomiast warunek (A.2.11) mozna zapisa¢ w postaci
Vi,h >0 P{Xy, <z|X; =y} =P{X, <z|Xy, =y} (A.2.12)

Procesy Markowa z czasem dyskretnym nazywane sa tancuchami Makrowa. Innymi
stowy, tancuchem Markowa nazywamy dyskretny proces stochastyczny {X,,,n € N},
gdzie N C N, taki ze

P{Xn—i-l S JI|X0 = Xy, X1 = T, ,Xn = SL’n} = P{Xn+1 S .T‘Xn = In} <A213>

Podobnie jak w przypadku procesow z czasem ciagtym, jesli prawdopodobieristwa
(A.2.13) nie zaleza od n wowczas proces nazywany jest jednorodnym, natomiast

warunek (A.2.13) mozna sprowadzi¢ do postaci
P{X, 1 <z|X, =y} =P{X; <2|Xo, =1y} (A.2.14)

Wartosci zmiennych losowych X; nazywane sa stanami i tworza przestrzen stanow
S tanicucha Markowa. Jedng z reprezentacji jednorodnych tancuchéw Markowa jest
para (m, P), gdzie 7 jest wektorem poczatkowym bedacym rozkladem zmiennej loso-
wej Xo, natomiast P jest macierza stochastyczna nazywana rowniez macierzg przejsé
o wartosciach p; ; = P{X; = z;|X; = x;}. W przypadku jednorodnych lanicuchow

Markowa, jesli spelniony jest warunek
P =m, (A.2.15)

wowczas mowimy, ze m jest rozkladem stacjonarnym. Na postawie rownania Chap-
mana-Kotmogorowa, prawdopodobienstwo przejscia ze stanu ¢ do stanu j w n kro-

kach ma postac
2 : n—Fk)
pl,] pz'r pig ) <A216)

rel
gdzie I = {i:z; € S}.
Rozwazmy proces Markowa {X;,t > 0}. Niech 7,, bedzie oznaczaé czas, w kto-
rym nastapita n-ta zmiana stanu procesu X;. Wowczas, {X,(f), n=1,2,..}, gdzie
XZ»(S) = X, jest lancuchem Markowa z czasem dyskretnym nazywanym wlozonym

taricuchem Markowa.
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A.3. Calka Riemanna-Stieltjesa

Niech P :a < 29 < 21 < ---x, = b bedzie podzialem domknietego przedziatu
[a, b] na n roztacznych przedziatow [z;_1, x;]. Dla punktéow posrednich z;_; < & < x;

oraz funkcji f, g zdefiniujmy sume aproksymacyjng w postaci
S = Z F(&) (g(z:) — g(aic)) - (A.3.1)

Jesli dla kazdego podziatu Py : a = af < 2% < --- 2% = b spehiajacego warunek

lim max |zF —2F || =0 (A.3.2)

n—oo 1<i<n

ciag sum
Sk = Z FEN (9(xf) — g(ziy)), (A.3.3)

jest zbiezny do I, przy zalozeniu, ze zf | < &F < 2¥, woéwczas granica I oznaczana

jest przez ,
I:/ f(x)dg(z) (A.3.4)

oraz nazywana jest catka Riemanna-Stieltjesa funkcji f wzgledem funkcji g na prze-
dziale [a, b]
Catka Riemanna-Stieltjesa spelnia nastepujace wlasnosci, przy zatozeniu, ze ist-

nieje dla funkcji f7 fl?f?agaglaQQ-

o [Mdg(z) = g(b) - g(a).

Jezeli g(x) = C, wowczas ff f(z)dg(z) = 0.

Dla kazdego a < ¢ < b zachodzi nastepujaca rownosé

/f ) dg(s /f ) dg(a /f ) dg(s

Dla dowolnych statych C, Cy zachodzi rownosé

/f d(Crg1(z) + Caga(x /f Ydgi(x +Cg/f ) dga ().

oraz

/ab<01f1<>+02f2< / fu(@) dg(x) + G / fo() dg(z

Jesli g jest funkcja rozniczkowalna na [a, b], wowczas

[ oo« s
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A.4. Transformata Laplace’a

Transformata Laplace’a funkcji F' : R — R nazywana jest funkcja f:Cc—>cC

okreslona w postaci

f(s) = ZLIF1)(s) = /000 e "' F(t) dt, (A4.1)

dla Re(s) > 0. W ogdlnym przypadku catka wystepujaca z prawej strony powyzszego
rownia nie musi by¢ zbiezna. Warunek konieczny istnienia transformaty Laplace’a

wynika z nastepujacego twierdzenia.
Twierdzenie A.4.1 Jesli funkcja F spetnia warunki:
(1) F(t) =0 dlat <0y
(2) funkcja F jest ograniczona na kazdym domknietym przedziale [0,T], T > 0;
(8) istnieje M > 0 oraz a € R takie, ze dla kazdego t > 0 zachodzi
|F(t)] < Me™; (A.4.2)

wowczas transformata Laplace’a f zdefiniowana w A.4.1 istnieje dla kazdego

s, takiego ze Re(s) > a.

Transformata Laplace’a jest operacja liniows, tzn. jesli istnieje f(s) = Z[F(t)] oraz
g(s) = Z[G(t)], wowczas dla dowolnych statych Cy, Cy zachodzi

ZLC1F(t) + CoG(t)](s) = CLf(s) + Cag(s). (A.4.3)
Niech splot funkcji F'i G jest zdefiniowany w postaci
P0G = [ Fe-pewd= [ oG-y (A1)

gdzie t > 0. Jesli funkcje F' i G sa calkowalne na przedziale (—oo,00), wowczas

transformata Laplace’a splotu F(t) « G(t) jest wyrazana jako
ZLIF(t) * G(t)](s) = f(5)d(s). (A.4.5)
W ogdlnosci zachodzi réwnanie
LIF(t) 5 -5 Fy(1)](s) = fi(s) .- fuls), (A.4.6)
gdzie f;(s) = Z[Fy(t)] dla 0 <i < n.

Ponadto, nalezy zwréci¢ uwage na wilasnosci graniczne transformaty Laplace’a

W postaci

F(0) = lim sf(s) (A.4.7)
oraz

F(o0) = li_r)% sf(s). (A.4.8)
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A.5. Transformata Laplace’a-Stieltjesa

Uogolnieniem transformaty Laplace’a jest transformata Laplace’a-Stieltjesa, ktora

jest zdefiniowana w postaci
f(s) = LIF)](s) = / et dF (1), (A5.1)
0

gdzie F': R — R oraz Re(s) > 0. Jesli dla funkcji F' spelnione sa zalozenia z twier-
dzenia (sekcja A.4.1), wowczas istnieje transformata f(s) funkcji F oraz spelniona
jest réwnosé
f(s) = sf(s) — F(0), (A.5.2)
gdzie f(s) = Z[F(t)](s).
Transformata Laplace’a-Stieltjesa ma wiele zastosowan w teorii prawdopodobien-

stwa, m.in.:

e Jedli F jest dystrybuanta rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej losowej X,

wowczas

LIF)](s) = Z[f(1)], (A.5.3)
gdzie f(t) jest gestoscia zmiennej X, co wynika z faktu, ze

/0 T et ap(r) = /0 T e B dt. (A.5.4)

e Momenty rozkladu okreslonego dystrybuanta F' mozna wyznaczy¢ bezposred-

nio w nastepujacy sposob
/ (D) = (_1)n<a %g[b;(ws))
0 S

e Niech X1, Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o dystrybuantach
Fy Fs, ..., F,. Wowczas dystrybuanta F' zmiennej losowej X = X7+ Xo+4 -+ -+

(A.5.5)

s=0

X,, ma postaé
F(t) = Fy(t) * Fa(t) % - - x F,(t), (A.5.6)

gdzie * jest splotem Laplace’a-Stieltjesa [179, 180], ktory dla dowolnych funkcji
F' i G ma postaé

o0

F(t)«G(t) = / G(t —x)dF(z). (A.5.7)

e Ponadto, n-krotnym splotem Laplace’a-Stieltjesa funkcji F' nazywamy funkcje
Fr(t) = F(t) - % F(t), tzn.

-
n

F(t), n=1

i = / h FO=V*(t — ) dF(z), n>1, (A58)

—00
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gdzie t € R. Jesli nosnikiem F' jest [0,00), wowczas catke w (A.5.8) mozna

zapisa¢ w postaci
t
/ FO=D(t — 2)dF (). (A.5.9)
0

Niech X1, X5, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych
rozktadach prawdopodobieristwa F', wowczas F™* jest funkcja rozktadu praw-

dopodobienstwa sumy X7, Xo, ..., X,,, tzn.
F™(t) =P{X1 + Xo+--- X,, <t}, teR. (A.5.10)

Uwaga Podobna wtasnos¢ wystepuje w przypadku dyskretnych zmiennych
losowych Y7, Y5, ..., Y, oidentycznych rozktadach prawdopodobieristwa w po-
staci p; = P{Y} = i}. Analogicznie

P =P{Y1+ Yo+ -+ Y, =i}, (A.5.11)

gdzie pI'* jest m-krotnym splotem dyskretnym rozktadu p; w postaci
pr =1, plr =) pV U, =1 (A.5.12)
r=0

e Jedli Xy, X5 beda zmiennymi losowymi odpowiednio z rozkladami opisanymi
dystrybuantami Fi, F; oraz F' bedzie splotem Laplace’a-Stieltjesa I}, Fy, wow-

E[e_sxl] = LS [Fi(t)](s), E[e_SXQ] = LS [Fy(t)](s). (A.5.13)
Ponadto
E[e_S(X1+X2)] = LS [F(t)])(s) L L Fa(t)](s) = LL[F(t)](s). (A.5.14)

A.6. Numeryczne odwracanie transformaty Laplace’a

Z rownosci A.5.3 wynika, ze istnieje relacja pomiedzy transformatami Laplace’a
i Laplace’a-Stieltjesa funkcji F'. Stad ponizszy algorytm moze byé¢ wykorzystywany
zaréwno do odwracania transformaty Laplace’a, jak rowniez transformaty Laplace’a-

Stieltjesa.

Przedstawiony ponizej numeryczny algorytm odwracania transformaty Laplace’a
oparty jest na wzorze catkowym Bromwicha przedstawionym w ponizszym twierdze-

niu.

Twierdzenie A.6.1 ([177]) Niech f bedzie transformatq Laplace’a funkeji F, wéw-

czas F' moze byé wyrazona w postact

1 b-+ico 5
F(t) = 2_7”/17 e® f(s)ds, t >0, (A.6.1)

—ioco

gdzie b > Re(s*) dla wszystkich punktow osobliwych s* € C funkeji f.
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A.7. Funkcja tworzaca

Catke A.6.1 mozna aproksymowaé za pomoca metody trapezéw w postaci

F(t) = F(t) = h—btRe(f 2hebt iRe (b +ikh)) cos(kht). (A.6.2)

Ustalajac h = /It oraz b = A/2lt, formula A.6.2 mozna by¢ zapisana w nastepujacy

sposob

Fr(t) = Fy(t) =
Wt) = Fai(t) TR o T

A2l 9aA/2t O ~<A 1k7r) ik /L (A.6.3)

Za pomocyg operacji algebraicznych f4; mozna doprowadzi¢ do postaci

Faalt) = 3 (= Dfa(t), (A6.4)

gdzie

bi(t), k>0, (A.6.5)
~ (A l ~ (A T ijn
bo(t) = f (Q—H) +2;Re<f (2” + ‘Zt )e ”) (A.6.6)

igm kTN i
)=2) R — )i k> 1. A6.7
Z e( (21t o t>e ) = (A.6.7)

Korzystajac z wzoru sumacyjnego Eulera, mozna aproksymowaé formule A.6.4 za

pomoca skoriczonego szeregu, w wyniku czego otrzymujemy

Fity=Y" (TZ) 27 (1) ay(t), (A.6.8)

k=0 Jj=0
gdzie m,n, A, [ sa liczbami naturalnymi. Ponadto, przyjmuje sie, ze typowe wartosci
tych parametréw sa nastepujace m =11, n =38, A=19il=1.

Czynnik e?/?! /21t w definicji sktadnika ay(t) zbiega do nieskonczonosci, gdy
t zbiega do 0. Stad algorytm nie powinien by¢ stosowany w przypadku matych war-

tosci t. Niemniej jednak wartos¢ F'(t) dla t — 0 mozna aproksymowaé korzystajac

z wlasnosci granicznych transformaty Laplace’a A.4.7.

A.7. Funkcja tworzaca

Funkcja tworzaca dla ciagu liczb rzeczywistych a = (a,,) jest zdefiniowana w po-

staci szeregu funkcyjnego o zmiennej rzeczywistej lub zespolonej, wyrazonego naste-

pujaco
= Z a;z". (A.7.1)
i=0
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Powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < r, gdzie r jest promieniem
D , : _1
zbieznosci okreslonym wzorem r = limsup,,_, . |an| 7.

Niech X bedzie dyskretna zmienna losowa z rozkladem prawdopodobienistwa
pi = P{X =i}, i > 0,, wowczas funkcja tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej X

nazywamy szereg
Gx(z) =) pi'. (A.7.2)
=0

Szereg GG jest bezwzglednie zbiezny dla co najmniej wszystkich z € C takich, ze
|z| <1, co wynika z faktu, ze Gx (1) = 1.

Funkcja tworzaca rozktadu prawdopodobieristwa ma nastepujace wtasnosci:
e Dla zmiennej losowej X spelniona jest réwnosé

Gx(2) = E[2¥]. (A.7.3)

e Prawdopodobieristwa p; zmiennej losowej X moga by¢ uzyskiwane na podsta-

wie G'x poprzez wyznaczanie jej pochodnej, tzn.

(A.7.4)

Kazdy dyskretny rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej jest jedno-

znacznie wyznaczony przez jego funkcje tworzaca.

e Istnieje relacja pomiedzy funkcja tworzaca rozktadu prawdopodobienistwa oraz
funkcja tworzaca momenty w postaci
?E[X?  BE[X?
+ +

Gx(e) = E[e] = 1 + BE[X] + o 31

(A.7.5)

e Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X mozna przedstawi¢ w postaci

_ an(Z)

E[X] 9

(A.7.6)

z=1

A.8. Numeryczne odwracanie funkcji tworzacych

Wyznaczanie rozktadéw prawdopodobienistwa na podstawie funkcji tworzacych
prawdopodobienistwa moze sie odbywaé¢ poprzez wielokrotne wyznaczanie pochod-
nych tych funkcji oraz obliczanie ich wartosci w punkcie z = 0 wedlug formuty
(A.7.4). Niemniej jednak, czasami moga sie pojawi¢ trudnosci zwiazane z nume-
rycznym, czy tez symbolicznym rézniczkowaniem. W [177] zaproponowano metode
odwracania funkcji tworzacej oparta na wzorze catkowym Cauchy’ego oraz catkowa-

niu opartym o metode trapezow.
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A.8. Numeryczne odwracanie funkcji tworzacych

Podobnie, jak w przypadku transformaty Laplace’a, numeryczne odwracanie
funkcji tworzgcych moze byé zrealizowane poprzez wyznaczanie wartosci pewnej
catki, z ta roznica, ze w tym przypadku zamiast catki Bromwicha rozpatrywana jest

catka Cauchy’ego.

Twierdzenie A.8.1 ([177]) Niech (g;) bedzie ciggiem liczb zespolonych spetnia-
jacych warunek |qp] < Kb dla wszystkich k > 1 oraz dodatnich statych K i b.

Wowcezas

1 G(z)
Ik = 2_ n+1
m Jr 2

1 2 ) "
_27rr’f/0 G(re™)e ™ du,

gdzie G(z) = Y2, ¢z, natomiast T jest domknigtq krzywq catkowania w postaci

. . .. . . .. . 1
okrggu O Promieniu r mniejszym Od promienta zbleznoscz b

(A8.1)

Twierdzenie A.8.2 ([177]) Zgodnie z zatozeniami twierdzenia A.8.1, dla0<r <j

i k> 1 elementy q, wyrazone w postaci
k= qp — €q (A.8.2)

mozna aproksymowac za pomocq metody trapezow w nastepujgcy sposob

qr = 2]{;[7“"3 Yai(k,1,7) (A.8.3)
gdzie
-1
aj(k,1,r) = e TIG(rem TN 1y < G < Ok, (A.8.4)
j1=0

natomiast e, jest btedem aproksymacyi zadanym wzorem
[e.e]
€q = Z qk(1+2jl)7“2jkl. (A85)
j=1

Wyrazenie (A.8.3) moze zosta¢ sprowadzone do postaci

qp = 1)’Re (a] (k, 1, r))

2klrk

:2;7& (ao(k‘,l,r) (—=D)*ay(k,1,7) +QZ JRe(aj k;,l,r))) .

Jesli warunek |g,| < C' jest spelniony dla dowolnego n > (14 20)k, wowczas

(A.8.6)

2kl

lea| < Z et < 7 (A8.7)

1 — p2kl’

2kl

co moze byé aproksymowane przez Cr?*! kiedy r**' jest dostatecznie mate. Dla

C = 1 oraz ustalonego r = 10~/ uzyskujemy blad aproksymacji rzedu 107,

Zazwyczaj przyjmuje sie, ze = 8 oraz | = 1, stad otrzymujemy r = 10~4/*.
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A.9. Teoria potencjalu btadzenia losowego

Idea potencjalu ciaglego btadzenia losowego zostala przedstawiona w pracy [149|,
a nastepnie rozwinieta w [178|. Na jej podstawie mozliwe jest wyznaczenie rozwiazan
uktadow rownan opisujacych systemy kolejkowe. Przedstawione ponizej rozwazania
wielokrotnie sa wykorzystywane w glownej czesci rozprawy.

Rozwazmy dyskretne btadzenie losowe Y,, w nastepujacej postaci
Yo=0 Y, =) X, n=12,.., (A.9.1)

gdzie X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o identycznych rozktadach prawdopo-
dobienstwa r, = P{X,, = k} dla k = —1,0, 1, ... oraz r_; > 0. Proces Y,, zachowuje
sie podobnie jak proces stochastyczny okreslajacy liczbe pakietéw w systemie kolej-

kowym.

Ciag (Ry) speliajacy warunek
Z 0" Ry, = ) 10 < 1, (A.9.2)

gdzie

0) =Y 60y (A.9.3)

k=—1
jest funkcja tworzaca prawdopodobieristwa (r1), nazywamy potencjatem btadzenia
losowego Y,, lub potencjatem ciagu (r,). Zatem potencjat (Ry) ciagu (ry) jest cia-
giem, ktorego funkcja tworzaca moze by¢ zapisana za pomocsg funkcji tworzacej ciagu

(Tk).

Twierdzenie A.9.1 Rozwazmy ciggi liczb (o), k > 0, gdzie a9 # 0 oraz (y),

k > 1. Kazde rozwigzanie uktadu réwnan lintowych

Z Qg1 Ty — Ty = Yy, n>0 (A.9.4)
k=—1

mozna zapisaé w postact

Ty =CRy+ Y Roythy, 120, (A.9.5)
gdzie C jest statq m’ezalez’n@ od n, natomiast (Ry,) jest potencjatem ciggu (o), tzn.
ZGkRk ) o Ral0) = > o, |0l <1 (A.9.6)

k=—1

Ponadto, wyrazy ciggu (Ry) mogq byé wyznaczone rekurencyjnie w nastepujacy spo-

s0b

k
Ro = 0, Rl = Oé_l, Rk+1 = Oé_l <Rk — Zai_,_le_,’) 5 k Z 1. (A97)
=0
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Dodatek B

Narzedzia symulacyjne

B.1. Symulator zdarzen dyskretnych dla systemoéow
typu M/G/1/K z N-progowa i probabilistyczna
dyscypling wybudzania

Ponizej zostal podany kod Zrédlowy programu napisanego w jezyku Python 3.4
z wykorzystaniem pakietu SimPy 3.0.7. Za pomoca niniejszego programu mozliwa
jest symulacja zachowania systemoéw kolejkowych G/G/1/K zaréwno z N-progowa,
jak i probabilistyczng dyscypling wybudzania. Ponadto, mozliwe jest przeprowadze-

nie symulacji w przypadku, gdy obie dyscypliny sa stosowane w jednym modelu.

import simpy #biblioteka pakietu SimPy

class Packet(object):

Klasa reprezentujaca wptywajacy do systemu pakiet

def __init__(self, time, size, id):

Opis parametroéw
time — czas wpiywu pakietu do systemu
size — rozmiar pakietu
id — identyfikator pakietu

self.time = time

self.size = size

self.id = id
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def __repr__(self):
return "id: {}, time: {}, size: {}".\
format (self.id, self.time, self.size)

class QueuelModel:

Klasa odpowiedzialna za symulacje kolejkowania
def __init__(self,env,arrival_time, service_time,\
setup_time, packet_size, K=8, N=1,\
init_pkgs=0, initial_delay=0, debug=True):
Opis parametroéw
env — obiekt z SimPy odpowiedzialny
za przeprowadzenie symulacji
arrival_time — funkcja prébkujaca czas pomie—
dzy wpiywami kolejnych pakietoéw
wg okreslonego rozktadu
prawdopodobienstwa
service_time — funkcja prébkujaca czas pomie—
dzy obsituga kolejnych pakietéw
wg okreslonego rozktadu
prawdopodobienstwa
setup_time — funkcja prébkujaca czas opézi—
nienie kolejkowania wg proba—
bilistycznej dyscypliny prze—
stoju wg okres$lonego rozktadu
prawdopodobienstwa
packet_size — funkcja zwracajaca rozmiar
pakietu, moze by¢ losowy
init_pkgs — 1loé¢ pakietdéw w systemie
w chwili t=0
K — 1lo$¢ miejsc w systemie
N — proég dyscypliny przestoju
initial_delay — opdézZnienie kolejkowania bez—
posrednio po rozpoczeciu
pracy systemu
debug — umozliwia $ledzenie wpilywoéw
pakietéw i ich obsiuge w czasie
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probabilistyczna dyscypling wybudzania

self.env = env

arrival_time

self.arrival_time
self.service_time = service_time

self.setup_time = setup_time

self.packet_size = packet_size
self . K = K
self.N = N

self.init_pkgs = init_pkgs
self.initial_delay = initial_delay
self.debug = debug

# liczba wszystkich pakietow,
# ktore przybytlty do systemu
self.arrived_pkgs = 0

# liczba wutraconych pakietow
self.lost_pkgs = 0

# liczba obstuzonych pakietow
self.serviced_pkgs = 0

# lista obstuzonych pakietow w zalezinosci
# od czasu

self.departured_packets = []

# lista czasow
# dla departured packets
self.departured_packets_time = []

# lista z opdinieniem
# kolejkowania
self.queuing_delay = []

# lista czasow
# dla queuing delay
self.queuing_delay_time = []

# lista z liczbg pakietow
# w systemie w zalezinosSci od czasu

self.pkgs_in_sys = []
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# lista czasow dla pkgs_in_sys
self.pkgs_in_sys_time = []

# bufor systemu
self.queue = simpy.Store(self.env)

# zdarzenie wykorzystywane
# przy N-progowym wybudzaniu serwera

self.waiting_for_packets = env.event()

if self.init_pkgs > O:
for i in range(self.init_pkgs):
p = Packet(self.env.now,\
self.packet_size(),i+1)
self.queue.put(p)

self.pkgs_in_sys.append(self.init_pkgs)
self.pkgs_in_sys_time.append(0)

self.ser = self.env.process(self.service())
self.arr

self.env.process(self.arrival ())

def gl (self):
Metoda zwracajaca aktualna liczbe
pakietéow w systemie
return (self.pkgs_in_sys[—1])

def arrival(self):

Metoda realizujaca wpilyw pakietédw do systemu

# poczagtkowe opoZinienie kolejkowania
yield self.env.timeout(self.initial_delay)
while True:

arr_time = self.arrival_time()

# oczekiwanie na wptyniecie pakietu do systemu
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yield self.env.timeout(arr_time)

self.arrived_pkgs += 1

p = Packet(self.env.now,
self.packet_size(),\
self.arrived_pkgs+self.init_pkgs)

if self.ql() < self.K:
# jesli w systemie sq wolne miejsca
# wowczas pakiet zostaje dodany
# do bufora systemu
yield self.queue.put(p)

self.pkgs_in_sys.append(
self.pkgs_in_sys[—1]+1)
self.pkgs_in_sys_time.append(self.env.now)

if self.debug:
print ("Packet arrival id: ",p.id,\

, self.env.now, " ",\
self.ql )

if self.ql() >= self.N and\

self.waiting_for_packets.processed\
== False:

# inicjacja rozpoczecia okresu
# obstugi zgtoszen
self.waiting_for_packets.succeed()
self.waiting_for_packets =\
self.env.event ()
else:
# pakiet zostaje wutracony jesli
# w systemie nie ma wolnych miejsc
self.queuing_delay.append(0)
self.queuing_delay_time.append(p.time)

if self.debug:
print ("Packet lost id: ",p.id, " ",\
self.env.now, " ", self.ql())
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self.lost_pkgs += 1

def service(self):

Metoda realizujaca obsituge pakietéw
while True:

# oczekiwanie na odpowiednie

# nasycenie bufora systemu

yield self.waiting_for_packets

# probabilistyczna dyscyplina przestoju
yield self.env.timeout(self.setup_time())

while self.ql() > 0:
# pakiet zostaje zdjety z bufora
# 1 przekazany do serwera
itm = yield self.queue.get()

if self.debug:
print ("Packet sent to service ",\

itm.1id, " self.env.now,\

, len(self.queue.items),\

self.env.now — itm.time)

self.queuing_delay.append(
self.env.now — itm.time)
self.queuing_delay_time.append(itm.time)

ser_time = self.service_time()

# obstuga pakietu
yield self.env.timeout(ser_time)

self.pkgs_in_sys.append(
self.pkgs_in_sys[—1]—1)

self.pkgs_in_sys_time.append(
self.env.now)

self.serviced_pkgs += 1
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self.departured_packets.append(
self.serviced_pkgs)

self.departured_packets_time.append(
self.env.now)

if self.debug:
print ("Packet serviced id: ",

itm.id, , self.env.now,\
") self.ql))

if __name__ == "__main__":
import random

env = simpy.Environment ()
lam = 150

mu = 250

gam = 300

arrival_dist lambda: random.expovariate(lam)

service_dist = lambda: random.expovariate (mu)
setup_time = lambda: random.expovariate(gam)
packet_size = lambda : 1

Il
(=]

init_pkg_sys
init_delay = 0
K =26
N =2

model = QueueModel (env, arrival_dist,
service_dist, setup_time,
packet_size, K, N,
init_pkg_sys, init_delay,
debug=True)
env.run(until=1.0)
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Abstract

The subject of the dissertation refers to studies over concepts derived from qu-
euing theory. In particular, presented research results are related with analysis of
queuing models, which can be applied in computer networks and telecommunication.
Nowadays, queuing theory is utilized for ensuring the relevant quality of service in
various areas of telecommunication. Precise modelling of network traffic has impor-
tant impact in designing of a network devices in terms of their performance or costs
of production. As an example, we can consider a spatially distributed autonomous
sensors, which work together and form a network (wireless sensor network). Applica-
tions of wireless sensor networks in monitoring of different real-life phenomena, like
air and water pollution, fire risk, road traffic, military operations and many others
are common nowadays. Sensors (nodes), typically equipped with a non-rechargable
battery, are often located in hardly accessible places in which their eventual replace-
ment with new ones can be difficult. In the context of queuing theory, the problem

of power saving in wireless sensor networks is intensively explored.

This doctoral thesis contains stochastic analysis of queuing models with wake up
mechanisms of the server such as threshold policy and setup times. Presented rese-
arch results concern of effective and precise modelling of network traffic in network
devices with limited access to server arising from applied power saving mechanism
or physical features of servers. In particular, detailed transient characterizations of
queue size, virtual waiting time and departure process in a single-server finite-buffer
models with N-policy and generally distributed server setup times was described.

Presented results concern of simple and compound Poisson arrival process.

In the considered queueing models, utilizing analytical approach based on the
technique of embedded Markov chains, potential of random walks, continuous total
probability law, renewal theory and linear algebra, compact-forms of representation
for the Laplace transform and generating function of Laplace transform of transient
distributions was found. Applied research methodology allows to determining a tran-
sient behaviour and a steady state of considered systems. Numerical tractability of

the formulas is visualized in network-motivated numerical examples.
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Streszczenie

Tematyka rozprawy wpisuje sie w nurt badan nad zagadnieniami pochodzacymi
z teorii kolejek, z akcentem na analize modeli kolejkowych znajdujacych zastosowa-
nie w sieciach komputerowych oraz telekomunikacji. Teoria kolejek obecnie jest wy-
korzystywana m.in. do zapewnienia odpowiednich wymogéw jakosciowych réznego
rodzaju ushug telekomunikacyjnych, co stanowi motywacje do prowadzenia badan na
tej plaszczyznie. Precyzyjne modelowanie kolejkowania ruchu sieciowego ma istotny
wplyw na projektowanie urzadzen sieciowych pod wzgledem ich wydajnosci, kosz-
tow produkeji i uzytkowania. Przyktadem moga byé¢ bezprzewodowe sieci sensorowe
zbudowane z przestrzennie rozproszonych czujnikéw, ktére wykorzystywane sa do
monitorowania fizycznych i $srodowiskowych warunkéw takich jak cisnienie, tempe-
ratura, wilgotnos¢, czy tez hatas. Ze wzgledu na szeroki wachlarz zastosowan sieci
sensorowych m.in. w monitorowaniu zanieczyszczenia powietrza, monitorowaniu na-
tezenia ruchu drogowego, projektowaniu systemoéw detekeji pozaréow itp., wezty sieci
sa czesto rozmieszczone w trudno dostepnych miejscach. Stad wymiana ich Zrodet
zasilania jest problematyczna. Oszczedno$é energii w kontekscie teorii kolejek jest

w ostatnim czasie zagadnieniem intensywnie eksplorowanym.

W pracy doktorskiej zaprezentowano stochastyczng analize modeli kolejkowych
z mechanizmami wybudzania stanowiska obstugi. Przedstawione rezultaty badan
dotycza precyzyjnego i efektywnego modelowania ruchu pakietéw w urzadzeniach
sieciowych z ograniczeniami w dostepie do stanowiska obstugi, ktére moga wyni-
ka¢ m.in. z wlasnodci zastosowanych mechanizméw oszczedzania zuzycia energii,
czy fizycznych cech stanowiska obshugi, np. zwiazanych z czasem osiggania przez
stanowisko pelnej gotowosci operacyjnej. W pracy szczegdtowo zostaly omoéwione
tranzytywne charakterystyki dtugosci kolejki, opdznienia kolejkowania oraz procesu
liczacego obstuzone zgloszenia dla jednokanatowych modeli kolejkowych z poisso-
nowskim strumieniem zgloszen, skonczonym buforem oraz N-progowa i probabili-
styczng dyscypling wybudzania serwera. Przedstawione rezultaty rozwazan dotycza

kolejkowania proceséw Poissona oraz zlozonych proceséow Poissona.

Do uzyskania wynikéw analitycznych wykorzystano metodologie oparta o wto-
zone tancuchy Makrowa, metode potencjatu btadzenia losowego, twierdzenie o praw-

dopodobienstwie catkowitym dla cigglych zmiennych losowych oraz zagadnienia po-
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chodzace z teorii prawdopodobienistwa, teorii odnowy oraz algebry liniowej. Wy-
niki badan majg postaé¢ zaleznych od parametréow systemu transformat Laplace’a
lub funkcji tworzacych transformat Laplace’a odpowiednich rozktadéw prawdopo-
dobienstwa. Zastosowana w analizie systemow kolejkowych metodologia badawcza

umozliwia charakterystyke ich pracy zar6wno w stanie ustalonym jak i nieustalonym.

Postaé¢ uzyskanych formut umozliwia ich wykorzystanie do efektywnych obliczen
numerycznych, co zostato pokazane za pomoca licznych przyktadéw. Charaktery-
styki przyktadowych systemoéw zostaly poddane analizie wrazliwosci na zmiany pa-

rametrow rozpatrywanych systemow.
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