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MATEMATYKA A FIZYCZNE TREŚCI MECHANIKI

Streszczenie. W wielu fizycznych teoriach współczesnej mechaniki 
możemy zaobserwować pewnę nieadekwatność stosowanych pojęć i metod 
matematycznych do fizycznych treści teorii. Źródła tej nlsadekwat- 
ności i możliwości jej usunięcia dyskutujemy w rozprawie.

1. WSTąP

Słowo “mechanika" ma wiele znaczeń; zależę one od osoby, która je wy
powiada. Pomińmy od razu znaczenia pokrewne napisowi “Zakłady Mechanicz
ne' i przyjmijmy, że mechanika to nauka dedukcyjna, w której narzędziem 
dedukcji jest matematyka. Ola inżyniera przedmiotem rozważań mechaniki sę 
elementy obiektów inżynierskich.Dla matematyka to nauka inspirowana wpraw
dzie naukami przyrodniczymi,lecz sprowadzajęca się do różnych działów geo
metrii lub analizy (mechanika racjonalna, [l] ); przedmiotem rozważań sę 
tu nie rzeczywiste ciała, lecz obiekty matematyczne (np. rozmaitości róż
niczkowe) nazywane tylko ciałami. Nasz punkt widzenia będzie bliższy po
dejściu inżynierskiemu; mechanikę będziemy traktować Jako naukę, które 
metodami wyłęcznie matematycznymi opisuje i bada pewne rzeczywiste, lecz 
makroskopowe obiekty i zjawiska. Gdy ruchy tych obiektów opisujemy rucha
mi punktów materialnych, to mechanika staje się klasycznym działem fizyki. 
W bardziej złożonych sytuacjach mieć będziemy do czynienia z takimi fi
zycznymi teoriami mechaniki, jak: liniowa teoria sprężystości,teoria pla
stycznego płynięcia, teoria termoplastyczności itp. Mówięc ogólnie, fi
zyczna teoria mechaniki to odpowienia teoria (struktura) matematyczna (ja
ko dział mechaniki racjonalnej) uzupełniona fizycznę interpretację jej 
abstrakcyjnych obiektów (por. także [2] ).

Celem rozprawy Jest dyskusja na temat zwlęzku między fizycznę treścię 
a matematycznę strukturę mechaniki: pokażemy także, jakę rolę mogę tu ode
grać pewne kierunki rozwoju współczesnej matematyki, takie Jak alterna
tywna tsorla mnogości [3] lub analiza niestandardowa [4, 5].
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2. 0 ROLACH MATEMATYKI W MECHANICE

Akcentujęc znaczenie matematyki w fizycznych teoriach mechaniki (rów
nież w pewnych teoriach "inżynierskich" jak np. teorie płyt i powłok, 
teorie stanów granicznych etc.), mówimy niekiedy. Ze matematyka Jest Języ
kiem mechaniki. Wydaje się. Ze matematyka odgrywa w mechanice co najmniej 
potrójnę rolę.

Po pierwsze, aparat matematyczny słuZy do rozwiązywania tych zadań me
chaniki, która JuZ uprzednio zostały sformułowane w języku matematyki. 
Możemy mieć tu do czynienia z rozwiązaniem zadania będż o znaczeniu apli
kacyjnym (co interesuje inżyniera), będZ o znaczeniu poznawczym (intere-

fi '■* ‘
aujęcyra bardziej fizyka).

Po drugie, sformułowane w języku matematyki teoria fizyczna może być 
badana metodami matematycznymi niezależnie od jej fizycznej treści. Bada
nia takie prowadzę np. do twierdzeń o istnieniu formalnych rozwięzań za
gadnień brzegowych [6] . Postępujemy więc tak jak w mechanice racjonalnej 
(tj. bedajęcej obiekty matematyczne), gdzie stopień abstrakcji jest wyZ- 
szy niz stopień abstrakcji fizycznych teorii mechaniki (tj.badajęcych rze
czywiste obiekty makroskopowe).

Trzecia rola matematyki w mechanice to udział w tworzeniu samych teo
rii fizycznych (por. takZe [i] , s. 106). Polega on na wyrażaniu pewnych 
treści (hipotez) fizycznych w matematycznej formie. Na taj drodze moZemy 
np. formułować jednę teorię flzycznę, bioręc jako punkt wyjścia lnnę,bar
dziej sprswdzonę lub dokładniejszę, lecz mało dogodnę do badania poszcze
gólnych problemów. Mamy tu więc do czynienia z procesem abstrakcji, który 
nazywamy często "modelowaniem matematycznym" określonej klasy rzeczywi
stych obiektów będź zjawisk fizycznych. Jest to możliwa, gdyż obiekty i 
zjawiska fizyczne maję "ograniczonę indywidualność", tj. tworzę gatunki 
dejęce się klasyfikować, a tym samym 1 opisywać w ramach teorii (por. [7], 
8. 95).

3. CZY MATEMATYKA 3EST ADEKWATNA DO FIZYCZNYCH TREŚCI MECHANIKI?

Zgodnie z uwagami przedstawionymi we wstępie, każda fizyczna teoria me
chaniki to pewna matematyczna strpktura oraz reguły interpretacji, nadaję- 
ce elementom tej struktury określony sens fizyczny. Tym samym róZne teo
rie fizyczne mogę mieć tę sarnę strukturę matematycznę, róZnięc się jedy- 
nis regułami interpretacji fizycznej» fakt ten jest Źródłem analogii ma
tematycznych (np. znanych enalogii w teorii skręcania sprężystych prętów 
pryzmatycznych). Fizyczne interpretacja matematycznych obiektów . teorii 
daje możliwość doświadczalnej weryfikacji teorii (ocenę zakreau jej fi
zycznej stosowalności będi przydatności) na drodze porównania rozwięzań 
teoretycznych z wynikami obserwacji lub eksperymentu. Sytuacja taka me
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zwłaszcza olejące, gdy struktura matematyczna teorii jest prosta, np. gdy 
mamy do czynienia z mechanika punktu materialnego,sztywnej bryły, ze sta
tykę bądź dynamikę budowli lub stereomechanikę technicznę. Jednakże apa
rat matematyczny wlalu fizycznych teorii mechaniki (w tym takZe teorii 
'inżynierskich“, Jak róZne teorie płyt i powłok) jest tak złoZony 1 ab
strakcyjny, Ze uzyskanie dobrej (tj. zgodnej z doświadczeniem będż intui
cję fizycznę) interpretacji wielu wyników teorii Jest często bardzo trud
ne, JeZeli wręcz nie niemożliwe. Na przykład, w klasycznej teorii sprę
żystości dowodzi się. Ze pole przemieszczeń u(.), będęce rozwięzaniem sta
tycznego zagadnienia brzegowego, istnieje w przestrzeni H1(B)3 j gdy po
nadto wprowadzamy pewne ograniczenia dla pola naprężeń (zachodzi to np. 
dla materiałów wiotkich, tj. nie “przenoszących* ściskania),to pole prze
mieszczeń istnieje w przestrzeni BD(B)3 (por. [8] ).Pole przemieszczeń na
leżące do tak abstrakcyjnych przestrzeni funkcyjnych mogę nie miec Jasne
go sensu fizycznego (daję się jedynie dobrze aproksymować pewnymi polani 
mającymi taki sens). RównleZ, pozostając w ramach klasycznej teorii sprę
żystości, materialne układy periodyczne (komórkowe) badamy na drodze ho
mogenizacji, przechodząc formalnie z wymiarami komórek do zerai sens fi
zyczny takiego przejścia jest co najmniej niejasny z uwagi na konieczność 
przyjęcia zbieZnoścl (zarówno silnej, jak 1 słabej) w przestrzeniach 
W o ^ B ) 3.

Wymienione przykłady (a takZe wiale innych, tu nie przytoczonych) pro
wadzę do wniosku. Ze konsekwentne stoeowanie aparatu matematycznego nawet 
stosunkowo prostych teorii fizycznych mechaniki (jak klasyczna teoria sprę
żystości) często odsuwa nas dosyć daleko od intuicji fizycznych i doświad
czenia. Widoczna staje się pewna nieadekwatność matematycznych struktur do 
fizycznych treści mechaniki. Wynika to z faktu, Ze aparat matematyczny 
stanowiący “język* mechaniki uniezależnia strukturę matematyczną teorii 
od jej fizycznych treści, wyprowadzając nasi poza fizyczną teorię mechani
ki (por. takZe [tJ , es. 100-103). Nieadekwatność, o której mówimy, niema 
oczywiście większego znaczenia dla matematyka zajmującego się mechaniką 
racjonalną, tj. mechanikę będącą działem matematyki. Nie zauwaza jej tak
Ze zwykle inżynier zajmujący się mechaniką techniczną, któremu aparat ma
tematyczny jest przydatny tylko wtedy, gdy prowadzi do efektywnych rezul
tatów (ilościowych lub jakościowych) o znaczeniu aplikacyjnym. Tym samym 
dla większości osób pracujących w dziedzinie mechaniki analizowanie związ
ku między jej matematyczną a fizycznę strukturę nie wydaje się celowa. 
Problem ten Jest jednak istotny, gdy zajmujemy się fizycznymi i matema
tycznymi podstawami mechaniki. Jest to bowiem problem zbliZenia matematy
ki i fizyki lub, mówiąc dokładniej, problem lepszego “dopasowania“ mate
matycznych struktur do fizycznych zagadnień, które mamy badać w ramach 
mechaniki.

Pytania, na któro zamierzamy dać (mola niezbyt pełną) odpowiedz,brzmi i 
jak interpretować oraz jak uauwać istniejąca nlaadakwatnośoi struktur aa-
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tematycznych do sensu fizycznego różnych fizycznych teorii mechaniki? Wy
daje się. że można tego dokonać dwoma sposobami:

1° przez sprowadzenie danej teorii fizycznej mechaniki do teorii bar
dziej podstawowej, której aparat matematyczny ma jssnę interpretację fi
zyczna ,

2° przez wprowadzenie do rozważań aparatu matematycznego bardziej adek
watnego do fizycznej treści teorii.

Dek dalej zob: tymy, realizacja obu powyżej sformułowanych zadań (któ
re zresztę się nawzajem uzupełniaję) wymaga zastosowania bardzo subtel
nych i nawet trochę niezwykłych podejść matematycznych. Podejścia te. w 
sposób bardzo poględowy i dostępny dla niespecjalistów w zakresie podstaw 
matematyki, przedstawimy w pozostałej części rozprawy.

Kończęc ten rozdział, wypada powrócić do tytułowego pytania. Odpowiedź 
na nie nie jest ani jednoznacznie pozytywna, ani jednoznacznie negatywna; 
powiemy "tak", myślęc o aplikacyjnej roli matematyki (rozwięzywanie za
dań), powiemy "nie", gdy myślimy o podstawach mechaniki. W dalszym cięgu 
interesować nas będzie jednak tylko ten drugi punkt widzenia.

4. ALTERNATYWNA TEORIA MNOGOŚCI A FIZYCZNE PODSTAWY MECHANIKI

Nieadekwatność współczesnej matematyki do fizycznych podstaw mechaniki 
jest konsekwencję nieadekwatności matematyki do świata, w którym żyjemy 
(zakładajęc obiektywizm Jego poznania). Oednym z jej źródeł Jest aksjomat 
nieskończoności ("istnieje co najmniej jeden zbiór dajęcy się wzajemnie 
jednoznacznie odwzorować na swój właściwy podzbiór"), gdyż nie potrafimy 
wskazać na jakikolwiek zbiór nieskończony w otaczajęcej nas materialnej 
rzeczywistości. Można także zauważyć, że nieadwkwatność matematyki do fi
zycznych treści mechaniki pojawić się może dopiero wtedy, gdy do opisu 
zjawisk i obiektów przyrody używamy zbiorów nieskończonych.

Próbę uniknięcia kontrowersji wynikajęcych z aksjomatu istnienia zbio
ru nieskończonego, a zarazem próbę budowy matematyki'na fenomenologicznych 
podstawach, jest alternatywna teoria mnogości [3] . Mamy w niej do czynie
nia wyłęcznie ze zbiorami skończonymi, tworzęcymi tzw. uniwersum zbiorów. 
Wprowadzamy następnie obiekty (klasy) o postaci {x: f(x)},gdzie f(x) Jest 
własnościę zbiorów x wziętych z uniwersum zbiorów. Nie każda klasa jest 
zbiorem (np. V « {x: x » x} zbiorem nie jest). Wprowadzamy wreszcie obiek
ty zwane semizbiorami, będęce klasami zawartymi w pewnym zbiorze (z uni
wersum zbiorów): Z Jeet eemizbiorem, gdy istnieje zbiór z taki, że ZCz. 
Podstawowyi postulat alternatywnej teorii mnogości to postulat Istnienia 
semizbioru nie będęcego zbiorem (właściwego semizbioru).

Użyjemy alternatywnej teorii mnogości jako Języka mechaniki. Niech "z* 
reprezentuje w mechanice (skończony) zbiór atomów tworzęcych określone 
środowisko, w którym żyjemy; zbiór taki zawsze istnieje, nawet gdy nie
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potrafimy go dokładnie wskazać (nie jest to potrzebne). Wyodrębnijmy ze 
środowiska rzeczywiste makroskopowe ciało B będące przedmiotem rozważań 
mechaniki. Niech f(x) będzie własnościę "być atomsm ciała B “ (f(x) nie 
musi być formułę teoriomnogościowę , por. [3] ).Utwórzmy klasę Z»|x: f(x)}. 
Mamy wtedy Z c  z, przy czym Z nie Jest zbiorem, gdyż bez względu na dok
ładność pomiarów i obserwacji nie moZemy np. podać liczby atomów ciała B 
jako obiektu makroskopowego. Tym samym kaZde ciało makroskopowe jest re
prezentowane w mechanice (gdy jej językiem Jest alternatywna teoria mno
gości) nie zbiorem, lecz (właściwym) semizbiorem.

Powyższy przykład sugeruje. Ze alternatywna teoria mnogości może być 
bardziej adekwstna do fizycznych treści mechaniki niż aparat klasycznej 
matematyki. W ten sposób możemy dężyć do realizacji drugiego z zadań wy
mienionych na końcu poprzedniego rozdziału. Oak realizować pierwsze za
danie - powiemy poniżej.

6. ANALIZA NIESTANDARDOWA 3AK0 NARZĘDZIE MECHANIKI

Przedstawmy najpierw pewne idee analizy niestandardowej [4, 5] . Niech M 
będzie strukturę matematycznę, którę utożsamimy z klasycznę analizę ma
tematyczną, L będzie językiem formalnym użytym do opisu M oraz Kq zbio
rem zdań języka L, prawdziwych w M. Mówimy wtedy, że M Jest modelem 
dla K - Dowodzi się (4j , że oprócz M istnieję tzw. niestandardowe mo- 
dale dla Kq i model taki oznaczmy przez M. Każdemu obiektowi x e M  od
powiada dokładnie Jeden obiekt * x e * M ,  przy czym gdy x jest zbiorem nie
skończonym (1 tylko wtedy), to *x zawiera elementy niestandardowe (tj. 
nie majęce ewoich “odpowiedników** w M). Tym samym zbiorowi liczb rzeczy
wistych R w M odpowiada w *M zbiór *R, który prócz standardowych 
liczb rzeczywistych zawiera także liczby infinitezymalne (nieskończenie 
bliskie zeru) oraz liczby nieskończone. Podobnie zbiór liczb naturalnych 
*N w *M prócz standardowych liczb naturalnych zawiera także liczby na
turalne nieskończone {4, 5j,

Przejdźmy teraz do mechaniki, ograniczając się do rozpatrywania tylko 
newtonowskich skończonych układów punktów materialnych. Podstawą rozważań 
jest możliwość formalizacji mechaniki newtonowskiej, tj. przedstawienie 
jej w postaci zbioru zdań S języka L, przy czym S E K 0. Każde zdanie 
z S jest prawdziwe tak w M, jak i w  *Mj prócz modelu standardowego 
(w M) istnieje więc także niestandardowy model mechaniki Newtona (w *M). 
W ramach tego modelu mamy do czynienia także z n-punktowymi układami, w 
których n jest liczbą naturalną nieskończoną (tj. większą od każdej stan
dardowej liczby naturalnej). Zauważmy, że dla każdej takiej liczby n ma
my N C  {o,1,2,.,.,n}. Zgodnie z terminologią alternatywnej teorii mno
gości wszystkie standardowe liczby naturalne tworzą nie zbiór, lecz wła
ściwy semizbiór N (w analizie niestandardowej N jest tzw. zbiorem ze
wnętrznym, tj. nie będącym obiektem struktury *M (4j ).



226 Cz. Woźniak

Niech  x ] będzie pewnym położeniem rozpatrywanego niestan-
l l ż n j  it 3

dardowego układu n punktów materialnych w przestrzeni R , żjt *R , 
i ■ l,2,...,n. Załóżmy, że punkty standardowa przestrzeni R3 (tj. punk
ty należęce jednocześnie do R3 ), które znajduję się nieskończenie blisko 
Jakiegoś z punktów x1,x2 ,...,xn (sformułowanie takie ma sens w R3 z uwa
gi na istnienie w *R liczb infinitezymalnych), tworzę w R3 domknięcie 
pewnego obszaru B (por. |4] . 3. 101). Mówięc poględowo, dzięki analizie 
niestandardowej możemy położenie |x1>x2>...,xn| układu n punktów mate
rialnych (n - liczba naturalna niestandardowa) "obserwować“ jako położe
nie w R3 ośrodka cięgłego "wypełniajęcego“ obszar B.przechodzęc w pro
sty sposób od mechaniki newtonowskiej skończonych układów punktów mate
rialnych (majęcej jasny sens fizyczny)i do pewnych teorii kontynualnych me
chaniki, takich jak np. teoria sprężystości (por. [9] ). Tę drogę możemy 
więc dężyć do realizacji pierwszego z zadań wymienionych na końcu roz
działu 3.

Na zakończenie zauważmy, że powyższe rozważania dotyczę tylko podstaw 
mechaniki. Nie maję one, jak na razie, widocznego wpływu na praktycznę 
działalność inżyniera, fizyka lub matematyka. Wydaje się Jednak, że nieco 
szersze spojrzenie na mechanikę, wykraczajęce poza t$ działalność, jest 
także warte uwagi.
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UATEtiAIHKA H 4>H3H'IECK0E COflEESAHHE UEXAHHKH 

P e 3 i « e

Bo uaoraz $h3aaecKHX Teopaax cOBpeaeHHO» uexaaaaa moxbo saMetatb aezo- 
Topoe HecooTBeicTBHef cpHueHBeuux uaTexaTHaecKHX noaaTait a kstosob Qasaaec- 
Kouy coAepxaaajo Teopaft. B saHHofl poOoTe odcyxsaDtca hctohhhkk «oro aecooi- 
BeicTBaa a lazxe bo3uoxhoc;b ero ycipaHeaOa.

MATHEMATICS VERSUS PHYSICAL MEANING OF MECHANICS 

S u m m a r y

In many physical theories of mechahlcs an unadequacy between the mathe
matical structure and the physical sense of the theory can be observed. 
The source of such unadequacy and the possibilities of its removal are 
discussed.


