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MATEMATYKA A FIZYCZNE TRESCI MECHANIKI

Streszczenie. W wielu fizycznych teoriach wspétczesnej mechaniki
mozemy zaobserwowa¢ pewne nieadekwatnos¢ stosowanych pojec¢ i metod
matematycznych do fizycznych tresci teorii. Zrédta tej nlsadekwat-
nosci i mozliwosci jej usuniecia dyskutujemy w rozprawie.

1. WSTapP

Stowo “mechanika”™ ma wiele znaczen; zaleze one od osoby, ktéra je wy-
powiada. Pominmy od razu znaczenia pokrewne napisowi “Zaktady Mechanicz-
ne" i1 przyjmijmy, ze mechanika to nauka dedukcyjna, w ktorej narzedziem
dedukcji jest matematyka. Ola inzyniera przedmiotem rozwazan mechaniki se
elementy obiektéw inzynierskich.Dla matematyka to nauka inspirowana wpraw-
dzie naukami przyrodniczymi,lecz sprowadzajeca sie do réznych dziatéw geo-
metrii lub analizy (mechanika racjonalna, [I] ); przedmiotem rozwazan se
tu nie rzeczywiste ciata, lecz obiekty matematyczne (np. rozmaitosci roéz-
niczkowe) nazywane tylko ciatami. Nasz punkt widzenia bedzie blizszy po-
dejsciu inzynierskiemu; mechanike bedziemy traktowa¢ Jako nauke, ktére
metodami wydecznie matematycznymi opisuje i bada pewne rzeczywiste, lecz
makroskopowe obiekty i zjawiska. Gdy ruchy tych obiektéw opisujemy rucha-
mi punktéw materialnych, to mechanika staje sie klasycznym dziatem fizyki.
W bardziej ztozonych sytuacjach mie¢ bedziemy do czynienia z takimi fi-
zycznymi teoriami mechaniki, jak: liniowa teoria sprezystosci,teoria pla-
stycznego ptyniecia, teoria termoplastycznosci itp. Mowiec og6lnie, fi-
zyczna teoria mechaniki to odpowienia teoria (struktura) matematyczna (Ja-
ko dziat mechaniki racjonalnej) uzupeiniona fizyczne interpretacje jej
abstrakcyjnych obiektéw (por. takze [Z] ).

Celem rozprawy Jest dyskusja na temat zwlezku miedzy fizyczne trescie
a matematyczne strukture mechaniki: pokazemy takze, jake role moge tu ode-
gra¢ pewne kierunki rozwoju wspékczesnej matematyki, takie Jak alterna-
tywna tsorla mnogosci [B] lub analiza niestandardowa [4, 5].
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2. 0 ROLACH MATEMATYKI W MECHANICE

Akcentujec znaczenie matematyki w fizycznych teoriach mechaniki (réw-
niez w pewnych teoriach "inzynierskich” jak np. teorie p#yt 1 powlok,
teorie standw granicznych etc.), moéwimy niekiedy. Ze matematyka Jest Jezy-
kiem mechaniki. Wydaje sie. Ze matematyka odgrywa w mechanice co najmniej
potréjne role.

Po pierwsze, aparat matematyczny stuZy do rozwigzywania tych zadan me-
chaniki, ktéra JuZ uprzednio zostaty sformutowane w jJezyku matematyki.
Mozemy mie¢ tu do czynienia z rozwigzaniem zadania bedz o znaczeniu apli-
kacyjnym (co interesuje inzyniera), bedZ o znaczeniu poznawqﬁ¥m . (intere-
aujecyra bardziej fizyka).

Po drugie, sformutowane w jezyku matematyki teoria fizyczna moze byc¢
badana metodami matematycznymi niezaleznie od jej fizycznej tresci. Bada-
nia takie prowadze np. do twierdzen o istnieniu formalnych rozwiezan za-
gadnien brzegowych [6] . Postepujemy wiec tak jak w mechanice racjonalnej
(tj- bedajecej obiekty matematyczne), gdzie stopien abstrakcji jest wyZ-
szy niz stopien abstrakcji fizycznych teorii mechaniki (tj.badajecych rze-
czywiste obiekty makroskopowe).

Trzecia rola matematyki w mechanice to udziat w tworzeniu samych teo-
rii fizycznych (por. takZe [i], s. 106). Polega on na wyrazaniu pewnych
tresci (hipotez) fizycznych w matematycznej formie. Na taj drodze moZemy
np. formutowaé jedne teorie flzyczne, biorec jako punkt wyjscia Inne,bar-
dziej sprswdzone lub doktadniejsze, lecz mato dogodne do badania poszcze-
g6élnych probleméw. Mamy tu wiec do czynienia z procesem abstrakcji, ktory
nazywamy czesto "modelowaniem matematycznym' okreslonej klasy rzeczywi-
stych obiektéw bedz zjawisk fizycznych. Jest to mozliwa, gdyz obiekty i
zjawiska fizyczne maje "ograniczone indywidualnos¢”, tj. tworze gatunki
dejece sie klasyfikowa¢, a tym samym 1 opisywa¢ w ramach teorii (por. [7],
8. 95).

3. CZY MATEMATYKA 3EST ADEKWATNA DO FIZYCZNYCH TRESCI MECHANIKI?

Zgodnie z uwagami przedstawionymi we wstepie, kazda fizyczna teoria me-
chaniki to pewna matematyczna strpktura oraz reguty interpretacji, nadaje-
ce elementom tej struktury okreslony sens fizyczny. Tym samym réZne teo-
rie fizyczne moge mie¢ te same strukture matematyczne, réZniec sie jedy-
nis regudami interpretacji fizycznej» fakt ten jest Zréd¥em analogii ma-
tematycznych (np. znanych enalogii w teorii skrecania sprezystych pretéw
pryzmatycznych). Fizyczne interpretacja matematycznych obiektéw . teorii
daje mozliwos¢ doswiadczalnej weryfikacji teorii (ocene zakreau jej Fi-
zycznej stosowalnosci bedi przydatnosci) na drodze pordéwnania rozwiezan
teoretycznych z wynikami obserwacji lub eksperymentu. Sytuacja taka me
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zwtaszcza olejace, gdy struktura matematyczna teorii jest prosta, np. gdy
mamy do czynienia z mechanika punktu materialnego,sztywnej bryty, ze sta-
tyke badz dynamike budowli lub stereomechanike techniczne. Jednakze apa-
rat matematyczny wlalu Ffizycznych teorii mechaniki (w tym takZe teorii
"inzynierskich*, Jak rodZne teorie ptyt i powklok) jest tak zdoZony 1 ab-
strakcyjny, Ze uzyskanie dobrej (tj- zgodnej z doswiadczeniem bedz intui-
cje fizyczne) interpretacji wielu wynikéw teorii Jest czesto bardzo trud-
ne, JeZeli wrecz nie niemozliwe. Na przyktad, w klasycznej teorii spre-
zystosci dowodzi sie. Ze pole przemieszczen u(.), bedece rozwiezaniem sta-
tycznego zagadnienia brzegowego, istnieje w przestrzeni H1(B)3j gdy po-
nadto wprowadzamy pewne ograniczenia dla pola naprezehn (zachodzi to np.
dla materiatéw wiotkich, tj. nie “przenoszacych* $ciskania),to pole prze-
mieszczen istnieje w przestrzeni BD(B)3 (por. [8] )-Pole przemieszczeh na-
lezace do tak abstrakcyjnych przestrzeni funkcyjnych moge nie miec Jasne-
go sensu fizycznego (daje sie jedynie dobrze aproksymowa¢ pewnymi polani
majacymi taki sens). RownleZ, pozostajac w ramach klasycznej teorii spre-
zystosci, materialne uktady periodyczne (komérkowe) badamy na drodze ho-
mogenizacji, przechodzac formalnie z wymiarami komérek do zerai sens fi-
zyczny takiego przejscia jest co najmniej niejasny z uwagi na koniecznosc¢
przyjecia zbieZnoscl (zardéwno silnej, jak 1 skabej) w przestrzeniach
Wo~B)3.

Wymienione przyktady (a takZe wiale innych, tu nie przytoczonych) pro-
wadze do wniosku. Ze konsekwentne stoeowanie aparatu matematycznego nawet
stosunkowo prostych teorii fizycznych mechaniki (jak klasyczna teoria spre-
zystosci) czesto odsuwa nas dosy¢ daleko od intuicji fizycznych i doswiad-
czenia. Widoczna staje sie pewna nieadekwatno$¢ matematycznych struktur do
fizycznych tresci mechaniki. Wynika to z faktu, Ze aparat matematyczny
stanowiacy “jezyk* mechaniki uniezaleznia strukture matematyczng teorii
od jej fizycznych tresci, wyprowadzajac nasi poza fizyczng teorie mechani-
ki (por. takZe [tJ, es. 100-103). Nieadekwatno$¢, o ktérej moéwimy, niema
oczywiscie wiekszego znaczenia dla matematyka zajmujacego sie mechanika
racjonalng, tj. mechanike bedaca dziatem matematyki. Nie zauwaza jej tak-
Ze zwykle inzynier zajmujacy sie mechanika techniczng, ktéremu aparat ma-
tematyczny jest przydatny tylko wtedy, gdy prowadzi do efektywnych rezul-
tatéw (ilosciowych lub jakosciowych) o znaczeniu aplikacyjnym. Tym samym
dla wiekszosci 0s6b pracujacych w dziedzinie mechaniki analizowanie zwiagz-
ku miedzy jej matematycznag a fizyczne strukture nie wydaje sie celowa.
Problem ten Jest jednak istotny, gdy zajmujemy sie fizycznymi 1 matema-
tycznymi podstawami mechaniki. Jest to bowiem problem zbliZenia matematy-
ki i fizyki lub, méwigc doktadniej, problem lepszego “dopasowania“ mate-
matycznych struktur do fizycznych zagadnien, ktére mamy bada¢ w ramach
mechaniki .

Pytania, na ktdéro zamierzamy da¢ (mola niezbyt pedng) odpowiedz,brzmi i
jak interpretowa¢ oraz jak uauwac¢ istniejgca nlaadakwatno$oi struktur aa-
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tematycznych do sensu fizycznego réznych fizycznych teorii mechaniki? Wy-
daje sie. ze mozna tego dokona¢ dwoma sposobami :

1° przez sprowadzenie danej teorii fizycznej mechaniki do teorii bar-
dziej podstawowej, ktérej aparat matematyczny ma jssne interpretacje fi-
zyczna ,

2° przez wprowadzenie do rozwazan aparatu matematycznego bardziej adek-
watnego do fizycznej tresci teorii.

Dek dalej zob: tymy, realizacja obu powyzej sformutowanych zadan (kté-
re zreszte sie nawzajem uzupedniaje) wymaga zastosowania bardzo subtel-
nych i nawet troche niezwykdych podejs¢ matematycznych. Podejscia te. w
spos6b bardzo pogledowy i dostepny dla niespecjalistéw w zakresie podstaw
matematyki, przedstawimy w pozostatej czeSci rozprawy.

Kohczec ten rozdziak, wypada powréci¢ do tytutowego pytania. Odpowiedz
na nie nie jest ani jednoznacznie pozytywna, ani jednoznacznie negatywna;
powiemy "tak", myslec o aplikacyjnej roli matematyki (rozwiezywanie za-
dan), powiemy "nie"™, gdy myslimy o podstawach mechaniki. W dalszym ciegu
interesowa¢ nas bedzie jednak tylko ten drugi punkt widzenia.

4. ALTERNATYWNA TEORIA MNOGOSCI A FIZYCZNE PODSTAWY MECHANIKI

Nieadekwatnos¢ wspoédczesnej matematyki do fizycznych podstaw mechaniki
jest konsekwencje nieadekwatnosci matematyki do $wiata, w ktérym zyjemy
(zaktadajec obiektywizm Jego poznania). Oednym z jej Zrdédet Jest aksjomat
nieskonczonosci (“istnieje co najmniej jeden zbidr dajecy sie wzajemnie
jednoznacznie odwzorowa¢ na swoj whasciwy podzbiér'™), gdyz nie potrafimy
wskaza¢ na jakikolwiek zbidér nieskonczony w otaczajecej nas materialnej
rzeczywistosci. Mozna takze zauwazy¢, ze nieadwkwatno$¢ matematyki do Fi-
zycznych tresci mechaniki pojawi¢ sie moze dopiero wtedy, gdy do opisu
zjawisk i obiektéw przyrody uzywamy zbioréw nieskonczonych.

Prébe unikniecia kontrowersji wynikajecych z aksjomatu istnienia zbio-
ru nieskonczonego, a zarazem probe budowy matematyki®na fenomenologicznych
podstawach, jest alternatywna teoria mnogosci [3] - Mamy w niej do czynie-
nia wykecznie ze zbiorami skonczonymi, tworzecymi tzw. uniwersum zbioréw.
Wprowadzamy nastepnie obiekty (klasy) o postaci {x: f(x)},gdzie f(x) Jest
whkasnoscie zbioréw x wzietych z uniwersum zbiordéw. Nie kazda klasa jest
zbiorem (np. V « {Xx: x » x} zbiorem nie jest). Wprowadzamy wreszcie obiek-
ty zwane semizbiorami, bedece klasami zawartymi w pewnym zbiorze (z uni-
wersum zbioréw): Z Jeet eemizbiorem, gdy istnieje zbiér z taki, ze ZCz.
Podstawowyi postulat alternatywnej teorii mnogosci to postulat Istnienia
semizbioru nie bedecego zbiorem (wkasciwego semizbioru).

Uzyjemy alternatywnej teorii mnogosci jako Jezyka mechaniki. Niech
reprezentuje w mechanice (skonczony) zbiér atoméw  tworzecych okreslone
Srodowisko, w ktéorym zyjemy; zbidr taki zawsze istnieje, nawet gdy nie

Z*
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potrafimy go dokkadnie wskazaé¢ (nie jest to potrzebne). Wyodrebnijmy ze
Srodowiska rzeczywiste makroskopowe ciato B bedgce przedmiotem rozwazan
mechaniki. Niech f(x) bedzie wkasnoscie "by¢ atomsm ciakta B“ (f(x) nie
musi by¢ formute teoriomnogos$ciowe , por. [3] ).Utwérzmy klase Z»|x: Ff(xX)}-
Mamy wtedy Zc z, przy czym Z nie Jest zbiorem, gdyz bez wzgledu na dok-
+adnos¢ pomiardw i obserwacji nie moZemy np. poda¢ liczby atoméw ciata B
jako obiektu makroskopowego. Tym samym kaZde ciato makroskopowe jest re-
prezentowane w mechanice (gdy jej jezykiem Jest alternatywna teoria mno-
gosci) nie zbiorem, lecz (wkasciwym) semizbiorem.

Powyzszy przykd#ad sugeruje. Ze alternatywna teoria mnogosci moze hyc
bardziej adekwstna do fizycznych tresci mechaniki niz aparat klasycznej
matematyki. W ten spos6b mozemy dezy¢ do realizacji drugiego z zadan wy-
mienionych na koncu poprzedniego rozdziatu. Oak realizowaé¢ pierwsze za-
danie - powiemy ponizej.

6. ANALIZA NIESTANDARDOWA 3AKO NARZEDZIE MECHANIKI

Przedstawmy najpierw pewne idee analizy niestandardowej [4, 5] . Niech M
bedzie strukture matematyczne, ktére utozsamimy z klasyczne analize ma-
tematyczng, L bedzie jezykiem formalnym uzytym do opisu M oraz Kq zbio-
rem zdan jezyka L, prawdziwych w M. Méwimy wtedy, ze M Jest modelem
dla K - Dowodzi sie (4, ze opréocz M istnieje tzw. niestandardowe mo-
dale dla Kqgi model taki oznaczmy przez M. Kazdemu obiektowi xeM od-
powiada doktadnie Jeden obiekt *xe*M, przy czym gdy X jest zbiorem nie-
skonczonym (1 tylko wtedy), to *x zawiera elementy niestandardowe (tj.
nie majece ewoich “odpowiednikéw** w M). Tym samym zbiorowi liczb rzeczy-
wistych R w M odpowiada w *M zbidr *R, ktoéry proécz standardowych
liczb rzeczywistych zawiera takze liczby infinitezymalne (nieskonczenie
bliskie zeru) oraz liczby nieskonczone. Podobnie zbiér liczb naturalnych
*N w *M précz standardowych liczb naturalnych zawiera takze liczby na-
turalne nieskonczone {4, 5j,

Przejdzmy teraz do mechaniki, ograniczajac sie do rozpatrywania tylko
newtonowskich skonczonych uk#adéw punktéw materialnych. Podstawg rozwazan
jest mozliwos¢ formalizacji mechaniki newtonowskiej, tj. przedstawienie
jej w postaci zbioru zdan S jezyka L, przy czym SEKO. Kazde zdanie
z S jest prawdziwe tak w M, jak iw *Mj proécz modelu standardowego
(w M) istnieje wiec takze niestandardowy model mechaniki Newtona (W *M).
W ramach tego modelu mamy do czynienia takze z n-punktowymi ukdadami, w
ktérych n jest liczbg naturalng nieskonczong (tj. wieksza od kazdej stan-
dardowej liczby naturalnej). Zauwazmy, ze dla kazdej takiej liczby n ma-
my NC {o,1,2,.,., n}. Zgodnie z terminologia alternatywnej teorii mno-
gosci wszystkie standardowe liczby naturalne tworza nie zbiér, lecz wka-
Sciwy semizbiér N (w analizie niestandardowej N jest tzw. zbiorem ze-
wnetrznym, tj. nie bedacym obiektem struktury *M (4j).
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Niech P ] bedzie pewnym potozeniem rozpatrywanego niesﬁag—
dardowego uktadu n punktéw materialnych w przestrzeni R, zjt *R ,
iml,2,...,n. Zakézmy, ze punkty standardowa przestrzeni R3 (tj. punk-
ty nalezece jednoczesnie do R3), ktére znajduje sie nieskonczenie blisko
Jakiego$ z punktow x1,x2,...,xn (sformutowanie takie ma sens w R3 z uwa-
gi na istnienie w *R liczb infinitezymalnych), tworze w R3 domkniecie
pewnego obszaru B (por. |4 . 3. 101). Méwiec pogledowo, dzieki analizie
niestandardowej mozemy potozenie [x1>x2>...,xn] ukdadu n punktéw mate-
rialnych (n - liczba naturalna niestandardowa) "obserwowac¢“ jako potoze-
nie w R3 osrodka ciegtego "wypedniajecego“ obszar B.przechodzec w pro-
sty spos6b od mechaniki newtonowskiej skonczonych ukdaddéw punktéw mate-
rialnych (majecej jasny sens fizyczny)i do pewnych teorii kontynualnych me-
chaniki, takich jak np. teoria sprezystosci (por. P] ). Te droge mozemy
wiec dezyé¢ do realizacji pierwszego z zadan wymienionych na konhAcu roz-
dziatu 3.

Na zakonczenie zauwazmy, ze powyzsze rozwazania dotycze tylko podstaw
mechaniki. Nie maje one, jak na razie, widocznego wpdywu na praktyczne
dziatalnos¢ inzyniera, fizyka lub matematyka. Wydaje sie Jednak, ze nieco
szersze spojrzenie na mechanike, wykraczajece poza t$ dziatalnosé, jest
takze warte uwagi.
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UATEtAIHKA H 4>H3H'IECKOE COflIEESAHHE UEXAHHKH

Pe3i«e

Bo uaoraz $h3aaeckHX Teopaax cOBpeaeHHO» uexaaaaa moxbo saMetatb aezo-
Topoe HecooTBeicTBHef cpHueHBeuux uaTexaTHaeckKHX noaaTait a kstosob Qasaaec-
Kouy coAepxaaajo Teopaft. B saHHofl poOoTe odcyxsaDtca hctohhhkk «oro aecooi-
BeicTBaa a lazxe bo3uoxhoc;b ero ycipaHeaOa.

MATHEMATICS VERSUS PHYSICAL MEANING OF MECHANICS

Summary

In many physical theories of mechahlcs an unadequacy between the mathe-
matical structure and the physical sense of the theory can be observed.
The source of such unadequacy and the possibilities of its removal are
discussed.



