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METODY POSZUKIWANIA NAJKROTSZYCH SCIEZEK W SIECIACH

Streszczenie. W niniejszym artykule przedstawia sie wykorzysta-
nie-teorTi-graTow i sieci w rozwigzywaniu wybranego problemu inzy-
nierii ruchu - zagadnienia najkrétszych $ciezek.

1. WSTEP

Teoria grafow i przeptywow sieciowych jest znaczece gatezig matematyki
i znalazta takze zastosowanie w szeregu zagadnied inzynierii ruchu. Ko-
rzystne jest przedstawianie potgczen transportowych (drogowych, kolejo-
wych, wodnych itp.) w postaci sieci i badanie ich metodami matematycznymi
dla modeli sieciowych. Teoria graféw, zajmujac sie wzajemnymi stosunkami
zachodzacymi miedzy liniami i punktami na ptaszczyznie, powigzana jest z
algebrg i teorig macierzy.

Niektére metody badan mogg by¢ stosowane dla duzych sieci 1w wielu
przypadkach mozemy wykorzysta¢ ETO, ktoéra przyspiesza obliczenia 1 daje
doktadniejsze wyniki. Szczeg6lne znaczenie teorii graféw dla praktyki po-
lega na tym, ze pozwala ona na graficzne przedstawienie modelu i zbudowa-
nie Jego cyfrowego odpowiednika. Poszczeg6lne wierzchotki sieci mogag wy-
raza¢ tresci, a potaczenie miedzy nimi rézne funkcje.

Niektdérzy autorzy prac nie wprowadzaja rozroznienia miedzy grafami g
sieciami [2]. Jednak w zagadnieniach Inzynierii ruchu drogowego rozréznie-
nie to wprowadzamy. Przez pojecie "grafu"™ rozumiemy czesto strukturalne
powigzania pomiedzy wezdami, a "sie¢" posiada dodatkowo pewne charaktery-
styki ilosciowe potgczen i/lub weztow.

2. DLUGOSC JAKO CHARAKTERYSTYKA I1LOSCIOWA POLACZENIA

Jedng z najczesciej uzywanych charakterystyk ilosciowych potaczenie
jest Jego diugos¢é. Dla potagczenia wezdoéw "i" oraz "j" bedzie ona wynosicé
d~ . Dla dowolnej $ciezki w grafie dtugos¢ jej bedzie sumg dtugosci wszy-
stkich jej potaczen. DH#ugos¢ Sciezki mozne wyrazi¢ zaréwno w jednostkach
fizycznych, jak i za pomoca kosztéw ponoszonych przez podréznych, czasu po
drozy itp.
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3. PROBLEM NAJKROTSZEJ SCIEZKI

Jednym z zagadnien najczesSciej epotykanych w inzynierii ruchu drogowe-
go Jest znalezienie najkrotszej $Sciezki z wezda “i” do wezda "JSciezka
taka posiada nejmniejsze wartos¢ okreslajece jej d#ugosé sposrdod wszyst-
kich mozliwych $ciezek. Jedne z whkasnos$ci najkrotszej Sciezki jest to, ze
kazdy lezecy na niej odcinek Jest optymalny. Oprécz tego przebieg najkrot-
szych $ciezek informuje, z ktoéorych poteczen korzystac, gdzie wykonywac
inwestycj e.

Jednak znajdowanie najkrotszej S$ciezki jest bardzo czasochdonne i cze-
sto kosztowne z uwagi na czas pracy maszyny liczecej. Pozostaje to w S$ci-
stym zwiezku z poprawnym postawieniem zadania i doborem stosownego algo-
rytmu.

W zwiezku z tym istnieje kilka sposob6éw sformutowania zadania znalezie-
nia najkrotszej $ciezki:

Znalez¢ najkrotsze Sciezke z wezda "i" do wezka "J";

2. Znalez¢ najkrotsze Sciezke z wezdta "i"do wszystkich pozostatych wez-
+ow;
3. Znalez¢ najkrotsze $ciezki miedzy wszystkimi wezdami.

Obok tych zadan istnieje i inne powiezane z zagadnieniem znajdowania
najkrotszej $ciezki, np.:

Znalez¢ k-te najlepsze $ciezke lub k najlepszych $ciezek;

Znalez¢ najkrotsze $Sciezke sktadajeca sie z nie wiecej niz n poteczen;

Problem komiwojazera.

Opro6cz tego istnieje tez rozszerzenia pewnych probleméw 2z zakresu in-
zynierii ruchu drogowego dotyczece wheczania zakazow skretu, czaséw ocze-
kiwania 1 przesiadek w przypadku transportu publicznego.

4. ALGORYTMY NAJKROTSZYCH SCIEZEK

Z wielkiej liczby mozliwych S$ciezek miedzy dwoma weztami optaca sie
wykorzystanie tylko nielicznych - tych najkrétszych.

Zaktadamy, ze dtugosci poteczen se niesymetryczne, tzn. d~ f arnd
zawsze dodatnie.

Algorytmy najkrotszej S$ciezki powstaty i rozwinety sie na bazie sieci
zaproponowanej przez Minty“"ego (1957 r.). Sktadata sie ona z kawatkow
sznurka o dtugosci proporcjonalnej do rzeczywistej d#ugosci poteczen.Przy-
trzymujac dwa punkty, np. nadania i odbioru, nalezy naciegne¢ sznurki i
jako Sciezke najkréotsze wybraé¢ te, ktore reprezentuje najbardziej nacie-
gniete sznurki.

Dalsze lata przyniosty znaczny rozwéj w tej dziedzinie, szczegblnie
zwracajec uwage na wydajnos¢ algorytméw, przede wszystkim tych, ktére se
obliczane za pomoce EMC.
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Rozr6zniany dwa podstawowe typy algorytméw poszukiwania najkrotszych
Sciezek pomiedzy wieloma wezdami:

1) algorytmy budowy drzewa (dendrytowe)j
2) algorytmy macierzowe.

4.1. Algorytmy budowy drzewa

Okreslajg one $ciezki z jednego wezta poczatkowego do wszystkich pozo-
statych, muszg wiec by¢ tyle razy stosowane, ile jest poczatkowych weztow

W wielu badaniach postugujemy sie znanym algorytmem Moore®s, Forda,
Bellmana [I]. Pewng modyfikacja tego algorytmu jest metoda analizy etapo-
wej. Wydajniejsza jeszcze metodg jest system indeksowania zaproponowany
przez d"Esopo. Metoda oznaczania Minty“ego polega na konstruowaniu den-
drytu najkrétszej Sciezki po jednym podgczeniu na raz, rozpoczynajac od
wezta poczatkowego [3J. Pewne modyfikacje algorytmu Moore’s zaproponowali
Knodell i Jacobs. Metoda Jacobsa dostarcza odpowiedniej liczby $ciezek i
etanowi obecnie najszybsza procedure dendrytowg. Jednakze naktady na utwo-
rzenie k-Sciezek sg zawsze wyzsze niz przy wykorzystaniu k-razy algorytmu

Moore "a.
0o grupy algorytméw budowy drzewa, zwanych algorytmami "Jednego przej-

Scia"™, naleza procedury zaproponowane miedzy innymi przez Oijkstra, Whi-
tinga i Hilliera. Wydajno$¢ tych metod zalezy w duzym stopniu od sposobu
okreslania kolejnych wezd6w. Procedure taka opracowat Oial. Proécz tego
niektérzy autorzy proponuja prowadzenie poszukiwan najkrétszej Sciezki
miedzy okre®lonymi dwoma wezdami réwnoczesnie z obu wezddw.

4.2. Algorytmy macierzowe

Dostarczajg one drég ze wzystkich wezddéw sieci do wszystkich wezkéw
sieci i wymagajg kazdorazowo tylko jednorazowego stosowania. Dwa najbar-
dziej wydajne algorytmy macierzowe opracowali Floyd i Dantzig [i],Do gru-
py tej zaliczamy réwniez metode opracowang przez Shimbela, Pollocks w

Wiebensona [3]. Niezaleznie od nich podobng metode opracowat Bellman.

4.3. Poroéwnanie algorytméw budowy drzewa 1 algorytméw macierzowych

Zaletg algorytméw macierzowych jest mozliwo$¢ Hdatwiejszego zaprogramo-
wania. Opro6cz tego mozna w przyblizeniu okresli¢ czas obliczen. Z drugiej
jednak strony metoda ta przy korzystaniu z maszyn cyfrowych wymaga duzej
pojemnosci pamieci, co stanowi Jedng z przyczyn rzadszego Jej stosowania.
Jest zdecydowanie wydajniejsza, gdy szukamy najkrotszej Sciezki miedzy
wszystkimi wezdami, w przypadku gdy istniejg bezposrednie potgczenia mie-
dzy wszystkimi weztami. Ustepuje jednak metodzie budowy drzewa, gdy mamy
do czynienia z siecig, ktérej wezty bezposrednio potaczone sg tylko z
niektorymi weztami, jak réwniez wtedy, gdy szukamy najkrotszej Sciezki
miedzy dwoma wybranymi wezdami. Metoda dendrytowg korzystniejsza Jest przy
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obliczeniach prowadzonych za pomocg EMC, gdy! mniejsza jest niezbedna

pojemnos¢é pamieci.

4.4. Metody przyblizone

Wyzej wymienione algorytmy mimo wielu swoich zalet se jednak czaso-
chtonne. Zwré6cono wobec tego uwage na mozliwo$¢ tworzenia bardzo szybko
Sciezek prawie optymalnych - z optymalnosci mozna zrezygnowa¢ na rzecz
szybkosci obliczen. Dedng z takich metod zaproponowat Lin, inne procedure
opracowat Mills [I]. Oansen i Tanner szukali oszczedno$ci w uproszczonym
przedstawieniu sieci i w konsekwencji skréceniu liczby obliczen.

4.5. Metoda podziatu i ograniczen

Metoda ta pozwala na znalezienie wszystkich mozliwych $ciezek prowa-
dzacych tylko jeden raz przez kazdy z wezdéw. Ze wszystkich mozliwych roz-
wigzan bada sie jedynie maty ich zbidér, odrzucajgc inne mozliwosSci na pod-
stawie pewnych zasad ograniczania. Metode taka zaproponowali Little, Min-
ty, Sweeney i Karet [3]. Procedure podziatu w odniesieniu do algorytmu
Floyda zaproponowat Hu [I]-

Wydajnos¢ metody podziatu zalezy od uzytej techniki podziatu. Ma ona
wpdyw na czas obliczen i liczbe miejsc pamieci EMC.

5. ANALIZA SIECI MIASTA SREDNIE3 WIELKOSCI

Rys. 1 przedstawia schemat sieci drogowej miasta Sredniej wielkosci.
Wyrézniamy w niej dwa rodzaje wez#6w: wezty generujgco-absorbujace (nr 1,
2, 3, 9, 12, 21, 23, 27) i wezty posSrednie (pozostate). Potgczenia miedzy
weztami sg symetryczne, tzn. d” “ dji 1 opisane przez podanie dtugosci
i czasu przejazdu.

71,2/ CZAS [min]

Rys. 1. Schemat sieci miasta $redniej wielkosci
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Obliczenia najkrétezych $ciezek wykonano ze wzgledu na minimalny czae
niezbedny do przebycia drogi z wezta poczetkowego do koricowego (metode
oznaczania Minty*ego i metode macierzowg) oraz z uwagi na dtugos¢ potaczen
metodg oznaczania [4].

5.1. Poazuklwanle nalkrétazel S$ciezki metoda oznaczania

Nalezato znalez¢ 28 najkrotezych $ciezek miedzy wszyetkimi wezdami ge-
neruj eco-absorbuj gcymi. Obliczenia najkrétezych Sciezek, ktére ujmowatyby
wszystkie mozliwe kombinacje potaczen wezké6w poczagtkowych z koncowymi, wy-
magaty "recznego" wykonania 527 operacji obliczeniowych.Umozliwity S$ci-
ste okreslenie kolejnosci wez#déw na kazdej znalezionej $ciezce. Poszcze-
g6lne operacje tej metody pozwolity znalezé ddugos¢ Sciezki najkrétszej 1
Sciezek "gorszych"™, tzn. ddtuzszych.

5.2. Poszukiwanie najkrétsze! $ciezki metodg macierzowg

Dla przedstawionego na schemacie modelu sieci miasta S$redniej wielko-
§ci znaleziono najkrétsza $ciezki metodg macierzowg. W celu wykonania ob-
liczen wykorzystano algorytm tej metody. By} on podstawg do napisania pro-
gramu TRAS, w autokodzie FORTRAN 1900, ktdéry pozwala obliczaé macierz rze-
du 100 x 100.

Korzystanie z programu wymaga posiadania nastepujacych danych:

- rzad macierzy (liczba catkowita);

- liczba znanych elementéw macierzy (liczba catkowita);

- elementéw macierzy réznych od zera i nieskonczonosci; podaje sie Je za
pomoca trzech liczb:
1) numer wezta, ktéry odpowiada wezdowi bedgcemu poczatkiem potgczenia,
2) numer kolumny, ktéry odpowiada wezdowi bedgcemu koncem potgczenia,
3) wartosci elementu (np. ddugos¢ potaczenia, czas przejazdu).

Obliczenia wykonane zostaty na EMC Odra 1305. przeprowadzone byty w
dwéch wariantach.

W pierwszym przypadku elementami macierzy 01 bydy wartosci odpowiada-
jace czasom przejazdu odpowiednich potaczen. Wynikiem wykonanych obliczen
jest macierz D . Z uwagi na symetrie potaczen Jest ona symetryczna wzgle-
dem gtdéwnej przekatnej.

W drugim przypadku obliczenia przeprowadzono biorgc pod uwage ddugosé
poszczeg6lnych potgczen. Analogicznie - macierz koncowa obrazuje najkrot-
sze odlegtosci miedzy poszczeg6lnymi wezdami generujeco-absorbujecyml.

6, PODSUMOWANIE

Celem niniejszej pracy byto przedstawienie metod i sposobéw znajdowa-
nia najkrétszych $ciezek.
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Istnieje ich stosunkowo duzo. Moga by¢ one adaptowane do wykorzystywa-
nia obliczen technika cyfrowa, co pokazano na przyktadzie metody macierzo-
wej. Wybdér sposobu zalezy od wielkosci sieci, stopnia jej skomplikowania,
ilosci danych opisujacych sieé¢, posiadanych mozliwosci obliczeniowych w
zakresie EMC.

Wykonywanie tych obliczen "recznie” jest bardzo pracochtonne, uwidocz-
nito sie to na przyktadzie wykorzystanej metody oznaczania. Korzystanie z
techniki cyfrowej wydatnie przyspiesza proces liczenia.wymaga Jednak ist-
nienia gotowych programéw.

Podkresli¢ nalezy, ze metody poszukiwania najkrétszych $Sciezek nie we
wszystkich przypadkach posiadajg swdj ostateczny ksztatt i nie sag catko-
wicie dopracowane. Zagadnienia zwigzane z poszukiwaniem najkrotszych $cie-
zek stanowig podstawe do dalszej analizy modeli sieciowych, szczegélnie w
odniesieniu do sieci transportowych.

LITERATURA

[1i Steenbrink P.A. : Optymalizacja sieci transportowych. WKL, Warszawa
1978.

[2] Ford L.R., Fulkerson D.R. : Przeptywy w sieciach. PWN, Warszawa 1969.

[3] Mitchell G.H.: Badania operacyjne metody i przyktady. WNT, Warszawa
1977.

[4] Zak A.: Analiza algorytméw rozk¥adu ruchu na sieé z zastosowaniem me-
tod teorii graféw. Praca magisterska (niepublikowana), Gliwice 1980.

METOaH nOHCKA KPA3MAHI1MX AOPOr B CETFIX

Pe30me

B HacioHneA OTaTte npeAOTaBjiaeica Hcnozfc30BaHHe TeopHH rpa$oB h ceieil b
pa3pemeHHH oaho0 npo6xeMH HHxeHepHH ABHxeima - Bonpoca caMux kopotkhx ao-
por.

THE METHODS OF CRITICAL PATHS SEARCHING IN THE NETWORKS

Summary

In the paper the application of the graphs and networks theory for
the solution of a selected problem in the scope of the traffic engineering
eg. a question of critical paths is presented.



