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ANALIZA ROZKŁADU POLA MAGNETYCZNEGO W TURBOGENERATORZE 
PRZY HARMONICZNYM WYMUSZENIU PRĄDU - 
ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH

Streszczenie. Rozkład składowej promieniowej indukcji magnetycz
nej na przyszczelinowej wewnętrznej powierzchni stojana przy wymu
szeniu harmonicznym przepływu uzwojenia twornika bądź uzwojenia 
wzbudzenia zależy od częstotliwości prędu. Z rodziny takich rozkła
dów można wyprowadzić charakterystyki częstotliwości transnitancji 
opisujących podstawowe własności elektromagnetyczne maszyny. Do wy
znaczenia rozkładu pola elektromagnetycznego w trubogeneratorze 
z uwzględnieniem struktury wirnika zbliżonej do rzeczywistej zasto
sowano metodę elementów skończonych. Analizę numeryczną dwuwyniaro- 
wego rozkładu pola elektromagnetycznego przeprowadzono w walcowym 
układzie współrzędnych przy podziale badanego przekroju poprzeczne
go maszyny na elementy segmentowe. Obliczenia numeryczne wykonano 
dla turbogeneratora o mocy 200 MiV przy wymuszeniu harmonicznym prę
du w zastępczym uzwojeniu twornika nieruchomym względem wirnika 
będź w uzwojeniu wzbudzenia. Dla szczególnego przypadku modelu ma
szyny o wirniku gładkim dokonano porównania wyników obliczeń nume
rycznych przy zastosowaniu metody elementów skończonych z wynikami 
uzyskanymi analitycznie otrzymując dobrą zgodność.

1. Wprowadzenie

Podstawę analizy stanów nieustalonych w maszynie synchronicznaj jest 
znajomość jej parametrów elektromagnetycznych. Wzrastające wymagania w za
kresie dokładności obliczania parametrów maszyn elektrycznych zmuszaję do 
poszukiwania coraz efektywnieszych metod analizy obwodów elektromagne
tycznych. Dokładne wyznaczenia parametrów elektromagnetycznych turbogene
ratora dużej mocy jest możliwe na podstawie wyników analizy pola elektro
magnetycznego metodami numerycznymi [l, 4,. 6, 7]. Metody te sę szczegól
nie przydatne do analizy pól elektromagnetycznych o obszarach niejedno
rodnych i anizotropowych o skomplikowanych kształtach.

.V niniejszej pracy przedstawiono zastosowanie metody elementów skoń
czonych do wyznaczania rozkładu pola elektromagnetycznego turbogeneratora 
(z uwzględnieniem klinów duraluminiowych i żłobków wirnika)w układzie 

współrzędnych walcowych.
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2. Model obliczeniowy

VV modelu maszyny przedstawionym na rys. 1 rdzeń stojana Jest gładkim 
cylindrem wykonanym z materiału o nieskończenie dużej przenikalności

Rys. 1. Model turbogeneratora, y-Fe = 100 ju.o> f Fg = 4,65 . 106 S/m 
Fig. 1. Model of the turbo-generator, y.f.g = 100 ¿j.q , "f = 4,65 . 10& S/m

magnetycznej i konduktywności równej zeru. Trójfazowe uzwojenie twornika 
ma postać nieskończenie cienkiej warstwy prędowej o sinusoidalnym rozło
żeniu zwojowym. Uzwojenie to zastępuje się uzwojeniem dwufazowym nieru
chomym względem magneśnicy o prostopadłych osiach d i q. Uzwojenie 
wzbudzenia o rozłożeniu prętowym umieszczone jest w żłobkach wirnika, 
przy czym pominięto wypieranie prędu w prętach uzwojenia. Pomija się 
efekty brzegowe zwięzane ze skończonę długościę wirnika. Przenikalność 
magnetyczna i konduktywność materiału wirnika sę stała. Zmienność w cza
sie wszystkich wielkości elektromagnetycznych jest sinuosidalna.

3. Równania pola elektromagnetycznego

Pole elektromagnetyczne w poszczególnych obszarach modelu maszyny przy 
pominięciu prędu przesunięcia wyznacza się z równań Maxwells [7]
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Wielkości wektorowe B, E poszukuje się za pośrednictwem potencjału 
wektorowego A zdefiniowanego równaniami

W  = rot A div A = 0. (2)

Z równań (1) i (2) wynika zależność

rot(Ł rot A) = - f  = 3. (3)

Potencjał wektorowy A oraz gęstość prędu 3 sę wektorami skierowany

mi w osi z

Az (r,^>, t) = A(r,<j?.t) oraz 3z (r,tp,t) = 3(r,<p,t).

Zakładając, że potencjał wektorowy A oraz gęstość prędu 3 w równa
niu (3) maję czasowę zmienność harmoniczną

Afr.^.t) = Re | A^r.cpJeKpCjcot )| ,
( 4 )

Oćr.tp.t) = Re jjJra(r ,<p)exp( jwt ,

równanie (3) po przekształceniach algebraicznych w walcowym układzie 

współrzędnych przyjmie postać [5]

1 JL [ ł r fr®.] 1 Í_ T i Arc“  • Sr [¡L br J ^  ' w  [JX a<P. = “3-* Í5Jm

Gęstość prędu 3^ w równaniu (5) przyjmuje następujące wartości:

a) w obszarze z wymuszonym prądem wzbudzenia 3^ = 3fm >

b) w obszarze o konduktywności "f = 0 3m = 0,

c) w obszarze o konduktywności "¡f — m =

Zaletę równania (5) jest to, że nie występuje w nim czas t, a wektory 
zespolone charakteryzujące harmoniczne pole elektromagnetyczne sę tylko 
funkcjami współrzędnych punktu pola.

W celu uproszczenia zapisu pominięto w dalszej części pracy indeks m, 
pamiętając, że przekształcenia dotyczyć będę amplitud wielkości wektoro

wych.

4. Warunki brzegowe

Analizę pola elektromagnetycznego przeprowadzono przy wymuszeniu harmo
nicznym prędu w uzwojeniach twornika i wzbudzenia.
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Zastępcze dwufazowe uzwojenie twornika wytwarza okład prądowy w osi d

0^(ip,t) - Re | 0®mcos(pb(f>)exp(je)t )|

oraz w osi q (6)

= Re j-j 0^msin(pb(p)exp( ju»t )|.

Amplitudy okładów prądowych w równaniach (6) stosowanie do ortogonal
nej transformacji dwuosiowej maję postać [3]:

-V?2*lll

(7)
-.s -\[J'2zl%l _
qm “ V 2 % R .  Aq '

gdzie:

z . - liczba zwojów jednej fazy trójfazowego uzwojenia twornika i
współczynnik uzwojenia twornika,

- promień wewnętrzny stojana,

Ib ,Iq - składowa wzdłużna i poprzeczna prędu twornika, przy czym

Jd * Xq * Y F  *km'

gdzie:

I|,m - wartość maksymalna prędu fazowego twornika.

W celu rozpatrzenia zjawisk zachodzących w osi d zakłada się, że po
le elektromagnetyczne jest wytwarzane jednostronnie przez uzwojenie za
stępcze twornika w osi d nieruchome względem wirnika będź przez uzwoje
nie wzbudzenia o gęstości prądowej

3 f(t) = Re |ofmexp( jwt . (9)

Przy analizie zjawisk elektromagnetycznych w osi q zakłada się, że 
pole jest wytwarzane przez zastępcze dwufazowe uzwojenie twornika umie
szczone w osi q, nieruchome względem magneśnicy.

Do analizy przyjmuje się obszar modelu maszyny synchronicznej ograni
czony krzywą zamkniętą ABCDA (rys. 2).
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Rys. 2. Obszar przekroju 
w badanym modelu maszyny
1 - wirnik, 2 - szczelina 
powietrzna, 3 - stojan
Fig. 2. Investigated cross 
section area of the machine 

model
rotor, 

3 ■
2 - air gap, 
stator

Modelowi maszyny w osi 
warunki brzegowe:

d odpowiadają

a) przy wzbudzeniu pola od strony twornika
¿A
6H= 0- na brzegu AB

- na brzegu BC —  . = q(^p) (10;

- na brzegu CD i DA 0,

b) przy wzbudzeniu pola od strony wzbu
dzenia

- na brzegu AB i BD

- na brzegu CD i DA

ÔA
dn 0

0.
(1 1 )

Natomiast modelowi maszyny w osi 
odpowiadają warunki brzegowe:

- na brzegu AB i DA A = 0

- na brzegu BC

- na brzegu CD

k
Ba 
5K

( 1 2 )

o.

Funkcję q (cp) w równaniach (10) i (12) otrzymuje się z warunku, że 
składowa styczna natężenia pola magnetycznego na powierzchni wewnętrznej 
stojana jest równa okładowi prądowemu (przy założeniu nieskończenie dużej 
przenikalności magnetycznej rdzenia stojana).

5. Rozwiązanie zagadnienia metodą elementów skończonych

Zadanie rozwiązania równania (5) wewnątrz rozpatrywanego obszaru przy 
uwzględnieniu warunków brzegowych jest równoważne minimalizacji funkcjo

nału o postaci [5]]

^  + f ’ 2<>Adr' (i3
q 1 r

gdzie :

<¡2 - oznacza obszar płaski ograniczony krzywą zamkniętą, 

f  - brzeg, na którym obowiązuje warunek brzegowy Neumana.

Minimalizację funkcjonału przeprowadza się metodą elementów skończo
nych [7 , a], W tym celu badany obszar dzieli się na elementy segmentowe 
(rys. 3) o węzłach 1, j, k, 1.
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Rys. 3. Element segmentowy 
o węzłach i, j, k, 1

Fig. 3. Segmental element 
with nodes i, j, k, 1

Rozkład badanej funkcji A wewnętrz elementu e jest określony po
przez wartości funkcji A  w węzłach elementu

A - Aj + A^ + Nl—1'

gdzie funkcje kształtu N maję postać

- t e «

(14)

(r-a)fy-
\  “ -rb-^rcfm -

~ ^r~a
-l - TF-aJTp

(15)

gdzie: b, a , cC , jb pokazano na rys. 3.

Minimalizujęc funkcjonał (13) względem wartości potencjału wektorowego 
w węzłach zdyskretyzowanego obszaru 8  , zagadnienie wariancyjne sprowadza 
się do układu równań algebraicznych liniowych:

ar
m

[h ] [ą ] * [&] - o.
(16)

gdzie:

ć n 1 aw

a<e ’ a<p + K n J  ,r d ^ r  > (17)

Si m  O ^ r d ^ j r  ♦ ^ 3 Nid r j , (18)
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przy cz ym:

m - liczba elementów zdyskrstyzowanego obszaru,

Sle - pole powierzchni e-tego elementu,

p e - brzeg elementu e, na którym obowiązuje warunek brzegowy
Neumana,

Ni* Nj “ funl<cJe kształtu elementów.

Macierze £hJ , i R̂.] sę zespolone, wobec czego można napisać:

[[«] ♦ d [h ] ] [[a ] + j[a ]] = -[[r ] + j [r ]]• (19)

Otrzymuje się wtedy układ dwóch równań macierzowych rzeczywistych równo
cześnie spełnionych zapisanych w postaci macierzowej :

["] -[»] '[«Í

-[B] -[»] W
a —

.-w.
(2 0 )

Układ równań pozostaje nadal symetryczny, jednak nie jest dodatnio 
określony [2], co może mieć znaczenie przy obliczeniach na EMC.

6. Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne wykonano dla turbogeneratora typu TWW-200-2 o
danych : .Pn 

50 Hz.
200 MW, Un 15,75 kV, In = 8625 A, n 3000 obr/min,

Rys. 4. Dyskretyzacja ob
szaru modelu

Fig. 4. Diaoretization of 
the model area

Zadanie wyznaczenia potencjału wektoro-
[ A ^ A g , ... ,An ,An+1, ,A_ 1T .wego £a ]

przy czym n oznacza liczbę węzłów podzia 
łu sprowadza się do rozwięzania układu rów 
nań algebraicznych liniowych o niewiado
mych w węzłach poszczególnych elementów 
segmentowych. Badany obszar (rys. 4) po
dzielono na 378 elementów o 420 węzłach. 
Otrzymany układ równań o 840 niewiadomych 
rozwięzano na EMC 0DRA-1305 metodę elimi
nacji Gaussa [2], wykorzystujęc pasmowy 
rozkład macierzy współczynników.

Na podstawie wyznaczonego w ten sposób 
rozkładu potencjału wektorowego obliczono 
rozkłady indukcji magnetycznej.
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ivykorzystu j?c zależności (14) oraz (15), składów? promieniow? indukcji

1 3A 
‘ r * d ?

(21)

określa równanie

Sr (b-a' j(r-b )(Ą±-Ą.j ) - (r-aif^-Ąj^)! ( 22 )

Rozkład składowej promieniowej indukcji B p w danym elemencie segmen

towym (rys. 3) jest określony z dokładności? do promienia r. Stanowi to 
zaletę stosowania tego typu elementów w porównaniu z elementami trójkętny- 
mi, gdzie indukcja magnetyczna w danym elemencie ma wartość stał?.

Rzeczywisty rozkład indukcji magnetycznej wyznacza się z zależności:

B r (r.q»,t) = Re|Brexp( J»t )| = Re |(Br+JBr )exp( jo>t )j . (23)

3 Cf
f -

60 90 120 150° 180

Rozkład pola elektromagnetycznego wytworzony przez trójfazowe uzwoje
nie twornika, przy założeniu liniowości obwodu magnetycznego, oblicza się 
metod? superpozycji jako wynik działania zastępczego dwufazowego uzwoje

nia twornika w osi d i w  osi q.
Na rys. 5 przedstawiono 

rozkład składowej promienio
wej indukcji na powierzchni 
gładkiego wirnika turbogene
ratora wyznaczony przy za
stosowaniu metody elementów 
skończonych i obliczony me
tod? analityczn? [3] przy 
wymuszeniu prędu o często
tliwości f = 0,5 Hz w uzwo
jeniu twornika. Rozbieżność 
między wynikami uzyskanymi 
obu tymi metodami przy tych 
samych założeniach upra- 
szczajęcych jest znikoma.

Na rys. 6 i 7 przedsta
wiono rozkład składowej pro
mieniowej indukcji na po
wierzchni zewnętrznej wir
nika dla modelu maszyny o 
wirniku z klinami duralumi- 

niowymi umieszczonymi w 
żłobkach wirnika. Obllcze-

Rys. 5. Rozkład składowej pronieniowej in- 
dunkcji na przyszczelinowej powierzchni 
wirnika dla modelu maszyny o wirniku gład
kim przy wymuszeniu harmonicznym prędu 

w uzwojeniu twornika
Fig. 5. Radial component distribution of 
the .lux density on the air gap sided 
rotor surface in the machine model with a 
smooth rotor - at harmonic constraint of 

armature current
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nia wykonano przy wymuszeniu prędu o częstotliwości f = 0 w uzwojeniu 
twornika, przy wzdłużnym (rys. 6 a ) i poprzecznym (rys. 6b) ustawieniu osi 
magneśnicy względem przepływu twornika oraz przy wymuszeniu prędu o czę
stotliwości f = O i f = 0,05 Hz w uzwojeniu wzbudzenia (rys. 7).

a)

b)
U

W
30* 60' 90'

?-
12Cf 150‘ 180'

Rys. 6. Rozkład składowej promieniowej indukcji na przyszczelinowej po
wierzchni wirnika dla modelu maszyny o wirniku z klinami żłobkowymi przy 

wymuszeniu harmonicznym prędu w uzwojeniu twornika
a) przy wzdłużnym ustawieniu osi magneśnicy względem przepływu twornika,

b) przy ustawieniu poprzecznym
Fig. 6. Radial component distribution of the flux density on the air gap 
sided rotor surface in the machine model with slotted rotor - at harmonic 

impressing of armature current
a) with armature total current acting correspondingly in the direct axis 

of the rotor, b) in the quadrature axis
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Rys. 7. Rozkład składowej promieniowej indukcji na przyszczelinowej po
wierzchni wirnika dla modelu maszyny o wirniku z klinami żłobkowymi przy 

wymuszeniu harmonicznym prędu w uzwojeniu wzbudzenia
Fig. 7. Radial component distribution of the flux density on the air gap 
sided rotor surface in the machine model with slotted rotor - at harmonic 

impressing of excitation winding current

7. i/nioski

Metoda elementów skończonych przedstawiona w pracy pozwala wyznaczyć 
rozkład pola elektromagnetycznego w trubogeneratorze dużej mocy z uwzględ
nieniem struktury wirnika bardzo zbliżonej do rzeczywistości.

Wyznaczony rozkład potencjału wektorowego oraz indukcji magnetycznej 
w obszarze zajętym przez uzwojenie twornika i wzbudzenia stanowi podstawę 
do obliczeń strumieni sprzężonych z tymi uzwojeniami, a w konsekwencji 
do wyznaczenia podstawowych parametrów elektromagnetycznych turbogenera
tora.

Otrzymano dużę zbieżność wyników uzyskanych metodę analitycznę i przy 
zastosowaniu metody elementów skończonych,
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AHAJIH3 PACnPEflEJIEHHH SJIEKTPOMArHHTHOrO nOJIH B TyPBOrEHEPATOPE 
HPH rAPBSOHHMECKOM BHHyiOEHHOM TEHEHHH TOKA -  
IIPHMEHEHHE METOftA KOHEHHÜX 3JIEMEHT0B

P e 3 » M e

PacnpeaezeHHe paAHazBHoS cocTaBzaonefl MaraaTaoB aHxysmz a a  BHyxpeHHofi 
noBepxHocTH cTaiopa b 6 z b 3 h  B03xymHoro sasopa apa rapMOHaqecicoii BnayxAeaHOM 
leqeaaa nojiHoro ioaa o S u o t k b  axopa z h O o  o S m o t k h  B03fiy*AeHHa s s b h c h t  o t  
qacToTH Toza. Hs ceuefiCTBa siax pacnpeAezeHaft noza u o z b o  BtœecTa q a c t o T H H e  
xapaKTepacTZKH o c h o b h h x  TpaHcuaxaHCOB uarnuBu onacHBDnax eë szeaTpouaraai- 
H hie  CBoSciBa. Uza onpezeaeHaa pacnpezezenaa 3zeKipouarHaTHoro noza b  Typóo- 
reBepaiope c yqërou peazŁHoa cTpyaTypH poiopa npaueHea u b t o a  k o h eqaux 3ze- 
ueHTOB. ^HCzeHHHtt aH3JiH3 AByxuepaoro szeKTpouaraazaoro noza npoBeflea 

b  qazBHApaqecKoB cacíexe KoopAaaaT apa pa3Aezeh b b  a a  cerveaiHue azeaeb t h  
HcnuTuBaeuoti oózacia nonepeqaoro ceqeaaa iioxeza uam zau, P a c q ë i a  a p o s e x e a n  
Aza lyp&oreaepaTopa HomHocTb» b  200 ÍÍBT apa rapaoaaqecicou BUHyzzeHHon 
Teqeaaa Toxa b  3axenaexoft ofiaoixe axopa aenoABHxaoâ oTBOcaiezbao poxopa 

HZ« B oÓMOTKe b03Ó y x A B Haz• Jlza ocoóeHHoro czyqaa M o x e z a  uamaHU c  rz a A K H M  
poTopoii cpaBHeHH pacapeAszeBBa noza nozyqeHHtie ueTOAou xoaeqaux szeaeaTOB 

c aHazHTaqecKHM pemeHHex a aozyqeao xopomoe coBnaAeaae.
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ANALYSIS OF MAGNETIC FIELD DISTRIBUTION IN A 
TURBO-GENERATOR AT HARMONIC CURRENT IMPRESSING 
- APPLICATION OF THE FINITE ELEMENT METHOD

S u m m a r y

The distribution of the radial component of the magnetic flux density 
on the air gap sided internal stator surface at harmonic impressing of 
the current either in armature or in excitation winding depends on 
the current frequency. From the distribution series the frequency cha
racteristics of the transmittances describing the basic electromagnetic 
properties of the machine can be derived. For computation of the electro
magnetic field distribution with regard to the rotor structure close to 
the real one the finite element method has been applied.

Numerical analysis of the field two - dimensional distribution has 
been carried out in cylindrical coordinates by dividing the investigated 
machine cross section into segmental elements. The field calculations has 
been carried out for a 200 MW turbogenerator at harmonic impressing of 
the current either in the equivalent armature winding stationary in rela
tion to the rotor or in the excitation winding. For the special case of 
a smooth rotor machine the comparison of results calculated numerically 
by the finite element method with the results obtained analytically has 
been made having achieved a good conformity.


