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Streszozenle. W artykule prezentowany jest problem wyznaczania 
parametrów ruohu na podstawie sekwencji obrazów. Analizowane są 
równania ruohu otrzymane przy założeniu małyoh kątów obrotu. Sfor
mułowano i udowodniono warunek wystarozająoy istnienia jednoznaoz- 
nogo rozwiązania tych równali.

1. Wprowadzenie

Problem wyznaczania parametrów ruohu na podstawie informaoji wizyjnej 
jest szeroko rozważany w literaturze - [7] . Prezentowano są różnorod
ne sposoby formułowania problemu 1 metody rozwiązania. Analizuje się dwa 
kolejne obrazy z kamery [jJ - [V] lub ich dłuższe sekwenoje [V] , Qj] . 
Tworzone są różne modele matematyczne opisująoe ruoh, np. [jJ , £5] i [j£>] •

W przedstawionym artykule rozważa się problem jednoznaozności wyznaoze- 
nia parametrów ruohu z przybliżonych nieliniowych równali ruohu, otrzyma
nych w praoy [jj , przy założeniu małych kątów obrotu. Analizowane są od
powiadające sobie punkty sceny uzyskane na dwóoh kolejnych obrazach z 
poruszającej się kamery i na tej podstawie wyznaczanych Jest pięć niozna- 
nyoh parametrów charakteryzujących ruoh. Tak z teoretycznego, Jak i z prak 
tycznego punktu widzenia interesująca Jest zależność jednoznaczności wy
znaczenia parametrów ruohu od liczby analizowanych par punktów. Ze wzglę
du na duży nakład praoy poświęcony na loh odszukiwanie i przyporządkowywa
nie sobie oraz wynikająoe stąd błędy oelowe jest zmniejszanie liczby tych 
punktów. Z drugiej strony niemożliwość uzyskania jednoznaoznego rozwiąza
nia problemu dla dowolnych pięciu par punktów powoduje konieczność zwięk
szenia ich liczby, wprowadzenia funkcji celu i stosowanie metod minimali
zacji, np. metody najmniejszych kwadratów.

Taki właśnie sposób rozwiązania problemu prezentowany jest w [z\ .
V stosunku do [jz] w niniejszym artykule podano inną postać macierzy ro
tacji, a następnie pokazano jej równoważność z macierzą stosowaną w [j2].

z)Praca finansowana z Centralnego Programu Badali Podstawowych CPtfP 02.13 
"Układy ze sztuczną inteligencją do maszyn roboczych i pojazdów"
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Prze dotawiono dodatkowo rozwiązanie problemu dla szczególnego przypadku 
ruohu, przy założeniu nieistnienia obrotu. Zmodyfikowano również sposób 
rozumowania i pewne przekaztałoonia formalne prowadzące do udowodnienia 
twierdzenia o Jednoznaczności.

2. Sformułowanie problemu

2.1. Transformaoja perspektywiczna
Rozważmy sytuaoję przedstawioną na rys. 1.
Niech układ współrzędnych Oxyz będzie układem związanym z kamerą. 

Zakładamy, że Jego początek znajduje się w ognisku soczewki tej kamery, 
a oś oz pokrywa się z osią optyczną soczewki. Płaszczyznę o równaniu 
z = F, gdzie F - ogniskowa soozewki, nazwiemy płaszczyzną obrazu. Na 
płaszczyźnie tej określony jest układ współrzędnych OXY posiadająoy po
czątek 0 w punkcie przebioia płaszczyzny przez oś oz, a którego osie 
są równoległe do odpowiadających osi układu Oiyz, tzn. 0X |ox, 0Y|| oy.

Rys. 1, Transformacja perspektywiczna punktu p(x, y, z) 
Fig. 1. Perspeotive transformation of the point p(x, T, «)
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Wybierzmy dowolny punkt przestrzeni p(x,y,z ). Obrazem punktu P 
w transformacji perspektywicznej Jest punkt P(X,Y) leżąoy na płaszczyź
nie OXY. Powstaje on Jako punkt przobioia płaszozyzny obrazu przez 
prostą op. Jego współrzędne na płaszczyźnie obrazu możemy obllozyć 
z następujących wzorów:

x
z

( 1 )

Łatwo zauważyć, że obraz dowolnego punktu prostej op pokrywa się z obra
zem punktu p.
Bardzo często równanie (i), okreólająoo transformaoJę perspektywiozną, za
pisuje się w inny sposób z użyoiem tzw. współrzędnych Jednorodnych (X, Y, 
Z, v) i

>0 F
1 0

(1A)

Współrzędne kartezjadakie punktów na płaszczyźnie obrazu oznaczone we 
wzorze (1) jako (X, Y), dla współrzędnych jednorodnych równają się

( i  ■odpowiednio

2.2, Ruch w przestrzeni
Rozpatrzmy dowlny rodzaj ruohu w przestrzeni trójwymiarowej, Ruch taki 

można uzyskać w wyniku złożenia dwóoh szozególnyoh rodzajów ruohu: obrotu 
(rotaoji) oraz przesunięola (translaoji). Fakt ten można zapisać następu- 
jąoo:

~ x ’ ~ X

r
—-p

Hi

y * •a R T + y t

z* Z

■----1
4*N
1

(2)

gdzie:
R —  macierz rotaoji,
(xt,yt,zt) - wektor tranalacji.
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Każdą macierz R = [Vj_j] * opiaująoą obrót w prmoatrzóni, można przedsta
wić w postaci iloczynu trzech macierzy £5] 1

1 0 0 
0 coaoC -sincC 
0 ainoC oosct

- macierz obrotu o kąt ct wokół osi 0 1

ooa li 0 s in  fi

0 1 0
- a in /3 0 ooa/3

- macierz obrotu o kąt (i wokół osi oy

ooa T -sin 'J' O 
sin1?" ooa /J" 0
0 0 1

- maoierz obrotu o kąt rfi wokół osi oz

Zatem:

r  = r ^ c ó )  . r 2(/3) .  R3('<r) »  r 123( c ó ,/3 , r )  =

"oos ctoos T  , -ooa/3 sin T  , ain/3
sincC, sln/3.ooatf+cosci. sinT, -sincC. sinp.slntf+ooscC.cosfo-sinsC.008,6 

-ooaii.sinj3.cosiT+ainoC.sin#", ooso£ .sin/5 sinff+sirrCooa T, cosoC.sin/3

gdzie kąty oG , /3 * T są nazywana kątami Eulera.
Możliwe Jest również przedstawienie maoiorzy R w postaci £2] :

= riJ»

(3)

R =

n^f(l-n^)cos 0, n^n^l-oos 0)-n3sin 0, nin3^1-oo80)+n2»in0
2 2n1n2(1-oos0)+n3ainO, n2 + 1-«2 008 n2n3(1-0080)-n1ain0

2 2 \n.jn3( 1-coa0)-n2sin0, n2n3( l-oosOj+n^in© , n3 +(l-n3) cos 0
(3a )

gdzie:
n-j*a2 >n3 “ cosinu®y kierunkowe osi obrotu:

2 2 2 n = nr . —*no + n3 - 1 , W

- kąt obrotu względem tej osi.
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Kąt obrotu 6 oraz ooelnuey n̂  , Ug, n^ określone aą wzorami:

cos 0 = - [T rl

n r32 " r23
1 2 sin 0

n r 1-13 “ r31
2 2 sin e

. - - ri2
2 a In 6

gdzieś r^j aą elementami macierzy R.
V dalszej czyści pracy będziemy korzystali z macierzy rotaoji opisanej 
równaniem (31).

Rozkładając funkcje trygonometryczne sin 0 i coa 0 w szereg Taylora, 
macierz (3l) można przekształcić dalej do poataols

R =(I + d R) + 0 ^ = ( 1

gdzie:

1 -n3 e n26
if- n3 0 1 -^0

_n2 © ni 6 1

+ d~S rlj| ) . 0 + 0 E = Rx + e E, (5)
I 0=0

(6)

E-maoierz dążąca do macierzy stałej, gdy 0 dąży do zera.
Tak więo zakładając, że kąt obrotu 0 Jeat dostatecznie mały, możemy 
w równaniu (2 ) wykorzystywać maolerz RX zamiast macierzy R.

2.3. Równanie ruohu
Załóżmy, że kamera umieszczona jest na poruszająoym się obiekoie i wy

konuje zdjęcia nieruohomej soeny (rys. 2).
Niech układ współrzędnych o x y z będzie nieruohomym układem związa

nym ze aoeną, a układy o x y z oraz o'x'-y’v' układami związanymi z ka
merą w kolejnyoh chwilach czasu t̂  , tg.

Załóżmy dodatkowo, że na otrzymanyoh w chwilach t^, tg obrazach po
trafimy wyróżnić pewną liczbę odpowiadających sobie punktów. Wybieramy 
spośród nich punkt p(i,y,ź).
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Przyjmująo oznaozenia)
(X, Y) - współrzędne punktu p na płaszczyźnie obrazu w chwili t1 , 
(X',Yf) - współrzędne punktu p na płaszczyźnie obrazu w chwili t2>
możemy równanie (2 ) napistć w postaci)

z* Y' y- • X z Yn
j • x Xt

*L VI = R 5 Y F * T + fł-

z’ z

1
M «t 1--
-

Zakładając mały kąt obrotu 0 na mooy (5 )(6) mamy)

1 - f 3 f z £ X F * X x t

= * 3 1 -  <Pl 2. Y F ‘ Y + y t

z* «Pi 1 z z t
gdzie)

fi s 8

f 2 * °2 ® (9)

f3 = n3 e

Równanie (8) opisujące dowolny ruch w przestrzeni, przy założeniu małego 
kąta obrotu, zawiera poszukiwane parametry ruchu (tp̂ , <J?2, yt, zt)i
współrzędne płaszozyźnie obrazu (x, Y), (X*, Y*), które są wyznaczane 
z dwóch kolejnych obrazów, współrzędną z oraz z’ punktu w przestrzeni. 
Zgodnie z uwagą poczynioną w rozdziale 2.1 odnośnie do niejednoznacznoś
ci transformaoJ1 perspektywicznej, Jest oczywiste, że na podstawie obrazu 
nie Jesteśmy w stanie nic powiedzieć o wartości z oraz z’. Niemożliwe 
Jest również Jednoznaczne wyznaozenie trzeciej składowej z^ wektora 
translaoji.
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P( X. Y. Z)

Rys. 2. Zmiana położenia nutu punktu p(z, y, z) na płaszczyznę obrazu
w wyniku ruohu kamery

Fig. 2. Displacement of tho point p(x, y, z) projeotion on the image 
surfaoe reaulting of the oamera motlon

Przepiszemy więo równanie (7 ) w postaci!

Łl x .
■t *

1
Xdl«4*

1

~**t"
xt

Si . Y<
Zt

= R i ; - 1
**t

z’
_ zt

Z
_zt

1

gdziei ~  oraz możemy interpretować jako względną odległość anali-
zt zt

zowanego punktu od kamery w chwili t̂ , t̂ .
Powyższe równanie maoienowe Jest równoważne układowi trzech równań. Eli
minując z układu nieznana wielkośoi -— f dostajemy jedno równanie:
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( - ( F 2 + YY’ ) A x ’ + X ’ Y . A y » )  Cfi) + (XY'  A x ’ -  ( F 2 + XX’ ) A y ’ ) 9 Z  +
2

+ (X A x ’ + Y A y ' )  F  <f3 -  F A Y A x ’ + F A  X A y ’ + F 2 x ’ *  F  Y’ ^ 2  "

-  F ( X X ’ + YY’ ) + X’ AY F  — Y’ A X F  = 0 ,

gdzie zmienne:

AX = X ’ -  X
( 1 2 )

A y  = y ’ -  y

oznaczają przesunięcia punktu p na płaszczyźnie w czasie od chwili ^
do t2
oraz:

FxtA x ’ = — t  
zt

A y ’ = ^

Postać Ax' i A y ’ oznacza, że wektor translacji zostanie wyznaczony 
z dokładnością do stałego współczynnika skali. Wynika to, jak Już wyżej 
stwierdzono, z nieznajomości współrzędnych z, z’, tj. odległości punktu 
sceny od kamery w chwilach t , tg.

Jeżeli dodatkowo dysponowalibyśmy informacją o tych odległościach, 
wyznaczenie pełnego wektora przesunięcia byłoby możliwe. Otrzymane równa
nie (li) jest równaniem nieliniowym. Podaje ono związek pomiędzy paramet
rami ruchu ^3 ’ A x ’, A y ’) traktowanymi jako niewiadome, a
współrzędnymi na płaszczyźnie obrazu wyznaczonymi dla dowolnego punktu p 
sceny w chwilach t1 oraz tg.

W dalszej części procy równanie (11) będzie wykorzystywane jako równa
nie podstawowe do wyznaczenia parametrów ruchu.

3. Jednoznaczność rozwiązania równania ruchu

Jak stwierdziliśmy, równanie ruchu (1 1 ) jest równaniem nieliniowym, 
w którym występuje pięć nieznanych parametrów. Ze względu na to wybór 
pięciu dowolnych, odpowiadających sobie na kolejnych obrazach, par punk
tów nie musi zapewniać jednoznaczności rozwiązania powstałego układu 
równań.

Wybranie większej liczby para punktów zwiększa nakład pracy na ich 
odszukiwanie i przyporządkowywanie sobie na kolejnych obrazach.
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Z drugiej strony może prowadzić również ze względu na błędy pomiarowe do 
układu sprzecznego. Inną przyczyną prowadzącą do układu sprzecznego Jest 
użycie przybliżonych równań ruchu (2 ) z macierzą (6). Sprzeczność ta wy
nika z faktu, że "dokładność" przybliżenia, rozumianego np. jako błąd po
między dokładnymi a przybliżonymi współrzędnymi punktów na płaszczyźnie 
obrazu, nie jest jednakowa dla wszystkich tych punktów. Dobór punktów 
o stosunkowo dużej różnicy dokładności prowadzi do braku rozwiązania.

Rozważania przedstawione w tym rozdziale pozwolą na podanie warunku 
wystarczającego istnienia jednoznacznego rozwiązania.

Najpierw jednak zostanie rozpatrzony pewien przypadek szczególny.

3.1. Szczególny przypadek ruchu
Załóżmy, że obiekt, na którym umieszczona jest kamora, porusza się 

w ten sposób, że nie następuje obrót, czyli ruoh ten Jest przesunięciem. 
Macierz rotacji R odpowiadająca takiemu przypadkowi jest macierzą 
jednostkową, W tym przypadku równanie ruchu (11) ma następującą postać:

- A Y A x ’ + A xA y’ + x’ A x - y’A x  = o (13)

Jest to równanie liniowe, w którym występują dwa nieznane parametry ruchu.
Jeżeli wybierzemy dwie pary, odpowiadających sobie na kolejnych obra

zach punktów, dostaniemy układ:

- AY A x ' + A x A y’ + X» AY1 - Y’ A X 1 

- A y2A i ’ + AX2 AY’ + x^ A y2 - Y|Ax2

Rozwiązanie układu (1A) ma postać:

(15)

= 0
(14)

= O

gdzie:

-Ay 1 Ax1

-Ay2 _ a x 2
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y ;  a x 1 -  x* , Ax,

Y2 AX2 " X2 AY2’ “ AX2

- A Y lf Yj A x ,  -  X» AY1

- A y2, Y£AX2 - X 2 AY2

Możemy zatem stwierdzić, że w przypadku translaoji wystarozy wybór dwóoh 
punktów sceny, by uzyskać rozwiązanie jednoznaczne* Rozwiązanie to odpo
wiada oozywióoie rzeozywistym parametrom ruohu.

3.2. Przypadek ogólny dla małych kątów obrotu 8
Wyniki zamieszozone w tym punkoie i zastosowane podeJćcie oparto na 

praoy [2].
Wykorzystując równanie (li), opisujące transformaoję wizyjną we współ

rzędnych jednorodnych, możemy równanie ruohu (11) zapisać w następująoej 
postaoit

- ( f 2ww' ♦ YY*) A *’ <p| + x 'Y A y *  f j+ X Y ’A x ’A <P2 - ( f S v *  + XX') A y ’ cf2 * 

+ XIV’ A z ’ ♦ YIY’ A y* <P3 “ < « ' *  -  « * » )  A * ' -  ( f x w '  -  f x ’w) A y ’ + 

+ XF^W <p1 + F2Y’W f2 - F(xx' + YY') <P3 - X’XF + Y’XF u 0 (1 6)

lub maoierzowo:

' X T -Ay’ <p2-F f3 Ax’ V 2+F FA x» y 3 -FAy’ X’~
Y Y’
W Ay’ -Ax’ ’̂1-Ftfj F A y ’ +FAx’ W'

F A y ’tF2 ^  -FA x '+F2 ^2 ^ A x ’̂ - F2 Ay’ f 2

rs O

(1 7 )

We wzorach (ić), (1 7 ) oznaozenia X,Y,X’,Y' odnoszą się do zmiennych 
Jednorodnych zdefiniowanych w (li).

Będą one obowiązywać od tego punktu do końoa praoy.
Można pokazać, że jeżeli dowolny rodzaj ruohu w przestrzeni zostanie 

opisany w sposób przybliżony przy zastosowaniu maoierzy rotacji w posta
ci*

x xR = R
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zamiast naoierzy dokładnaJi

R = R

e  a  o

gdzie naoiorzo Rx i R są zdefiniowane odpowiadało w (6) 1 (3)> to ietnie- 
Ja Jednoznaczno rozwiązania równania (17), apełniająoe Ja niezależnie od 
wyboru punktu przeatrzoni. Poataó tego rozwiązania określają zaleZnośoi:

A t ’

Ponieważ współrzędna jednorodna Z nie występują w równaniu (17) t motamy 
Ją wyelininowaó z równania (1A) i napiaaót

X»
Y»
V'

( 1 8 )

lfykorzyatująo powyZsze zalaZnośol równania (17) aoZna przekaztałoió 
następująco:

XT A (RX z + xt) a 0, (19)

gdzie:
x = (x y a),
T / \
xt " <*t rt zt}

A = F

1 ? 3 -  * 2 0  - F A y '

1 * 1 • F 0 - A x '

*2 - 1 - A r ’  .Ax* 0



Jeżeli równanie (19) jest spełnione dla każdego punktu x, to jest ono 
równoważne dwom równaniom:

xT A xt = 0 (20)
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xT A RX x = 0 (21)

Rozpatrzmy pierwsze z nich. Uwzględniając oznaczenie przyjęte w (19) ma 
ono postać:

X T  F2 R * T G xt = 0 (22)

Ponieważ na podstawie (4) i (9):

det R* = 1 + <f2 + <p2 + <fj = 1 + 0 i 0, 

a więc z (2 2) uzyskujemy:

G xt = °

lub:

-Fyt + Ay' zt = 0

FX - Ax' z = 0 t t

- A y ’xt + Ax' yt = 0 

Uzyskany układ ma jednoznaczne rozwiązanie:

Fxt- \x » =  1 y' =    (23)
zt Zt

W celu wykorzystania (2 1 ) wstawmy do niego pewne szczególne wartości 
wektora x. Otrzymamy w ten sposób następujący układ równań:

TX  = (1 ,0,0 ) : A 1 . * ? 1 =  0

TX  = (0 1 0 ) : A2. «?2 =  0

TX  = (0 0 1 ) : A3. *?3 =  0
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I = (1 1 0) : A RX + A R = 01« • ̂ fc* # I

= (1,0,1) : An R*3 +A3_R_1 = 0

(0 1 1 ) :  A2Ą  +A3<R^2 = 0.

gdzie: "i." oraz ".j" oznaczają odpowiednio i-ty wiersz i J-tą kolum
nę macierzy.

Uwzględniając macierze użyte w (19) oraz wynik (23) można ton układ za
pisać w postaci:

G <P = 0, (21*)

gdzie:

G =

cp =

+yt V  xt

"Zt'?2+ Xt 

yt " xt^ 3

Zt + Xt ? 2  

~z t ^ 3 +y t f 2

?1 " *1 

f 2 " ^2

<P 3 -

xt?3
0

yt + 2 t? 1  

xt + yt ̂  3

"xt^i+zt^3

2t " ytfl

st + xt ? 2

st ~ ^ 1  

0

- y t ^ 2  + t ' 1

t T 2

yt + “tfl

Układ (2k) jest jednorodnym układem sześciu równań liniowych z trzema 
niewiadomymi. Jeżeli maoierz G ma rząd maksymalny, to układ ten ma tyl
ko zerowe rozwiązanie: ^  Po uwzględnieniu (23) oznacza to, że
istnieje jednoznaczne rozwiązanie wyjściowego równania (19)-

Aby udowodnić, że rz G = 3, obliczmy najpierw wyznacznik D złożony 
z ostatnich trzech wierszy macierzy G:
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yt Xt ° 1 *3 ’ 4>2

d = «t ° xt -f3 i ipt = - i + f2+ f3J

0 »* yt *2 "fi 1

Otrzymali« wyrażani a zerują się tylko wtedy, gdy 1  ̂= 0 lub yt = O, lub 
Jednoozećnie = y n 0. letniej* Jednakie w tych przypadkach nlezero-
vy wyznaoanik o wymiarach 3 x 3 ,
Dla dwóch plenrecyoh przypadków motna to pokazać wybierając odpowiednie 
wyznaczniki «kładąJąoe się z pierwszych oztereoh wierszy maolerzy O.

V ostatnim przypadku, tzn, xt = yt = 0, rozwalmy wyznacznik zloZony 
z 1, 5 oraz 6 wiersza macierzy O.

Zauważenie powyZazego faktu kończy rozumowanie uzasadniająoe sformuło
wane stwierdzenie.

Vykonująo kolejny krok moZemy powiedzieć, Ze jeZell zostanie zastoso
wany przybliżony opla ruchu, podobnie jak poprzednio oraz dokonany 
zostanie wybór H > 5 punktów aoony w taki sposób, by rząd iloczynu U B 
wynosił 5 niezależnie od wartoćoit

0 0

Xt mt ?3 ~xt 2 “ at (1 + ? ?  * 0

■*t^3 Zt “t

V = (-?,» -<f2t -f3. Al*,Ay*) ,

gdziei

U (25)

z2 n

B 1 0

B =
0 B2
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0 -(Ay*- Ax' f 3 )

-Ay' f - ~  A x ’ 0

(F śy-Ai’) -F^ - A y ’

Ay’- A i ’ fj A i ’+Ay' q>3

F + A x ’ ćp2 -  A x ’ ¿¡>3 + f  ćf>3

-F^ł A y ’ ćp2 F-Ay' ć f1

-  A l ’ ćp2- F  

- ( F - A y ’ V 1

O

-  A y ’ ćf>2+ A x ’ 

A x ’ -  F f  

A y '  + F ćp1

( 26 )

B2 =

-(«P3 Zt + ? 2  yt} 2t + ^ 2 xt

-  =P3Z t  + ^ ,  * t  

^ 2 Zt " *t

Bt + fl yt

z* + y*

to rozwiązanie równania ruchu (1 7 ) odpowiadające temu zbiorowi punktów 
jest jednoznaczne i równe rzeczywistym parametrom ruchu.

Używając podobnej metody do tej Jaką stosowaliśmy do uzyskania równa
nia (2*0 , możemy równanie (1 ) zapisać w postaoi:

u B (w - w) = O,

gdzie:

/ 2 2 2 \ u = (x y z xy xz yz x y z)
T

w = (-<£,» -<f2> ~fj> A x ’» Ay’^
T

-  1-11  Fy.
w  =  " ^ 2 » " ‘ f y  S T "  '  5 7 "  )

B - macierz określona w (26).

Dla zbioru N punktów dostajemy N równań o postaci (27). 
Możemy je zapisać macierzowo:

(27)

(2 8)

(29)

U B (w - w) = 0 (30)

Ponieważ założyliśmy, że dla wybranych punktów rz UB =5, układ (30) 
ma dokładnie Jedno rozwiązanie:
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w - w = 0,

zatem

w = w.

Przedstawione powyżej rozumowanie pozwoli w prosty sposób sformułować 
i udowodnić twierdzenie o jednoznaczności rozwiązania przybliżonego rów
nania ruchu. Niech:

f i<<Pl t cpz > ef>y Ax’, Ay') =

= -(f2w±w^ + Y±Y’) A x ’ <P1+ X^Y± Ay’ + X±Y’ A x ’ <fz

-(F2* ^  + XAX|) A y ’ <P2+ X±FW' Ax’ <f3 + F ^ v ’ Ay’ y 3

-(FY’W± - FYJi’) Ax’ -(FXiWi - FXjJ - F X ^ )  Ay’ + X p ’V.

+ F2Y|W± CP2 - F(X±X' + Y±Yj;)cf3 - X»YiF + Y'XjF (30)

tatwo zauważyć, że funkoje f^ są równe lewej stronie równania (1 6 ) dla
X = X1, Y = Y± X' = X ’, Y' = Y|.
Zdefiniujmy teraz funkcję:

N
$ (tpl ’ f 2f Cf 3» A * ’r A y ' )  = r2 (^ , ęp2 , (fy A z ’ , y’ ), N > 5

i=” (31)

Funkcję (3l) poddamy minimalizacji metodą najmniejszych kwadratów, wyzna
czając rozwiązanie optymalne.

Twierdzenie o Jednoznaoznośol
Dla zbioru N = 9 punktów przestrzeni, wybranych w ten sposób, by nie 

leżały na powierzchni drugiego rzędu przechodzącej przez początek układu 
współrzędnych, różnica pomiędzy rozwiązaniem uzyskanym metodą najmniej
szych kwadratów w ̂  i rzeczywistymi wartościami parametrów ruchu w 
wynosi:

II w* - w II 2 = o (02),

gdy 6 dąży do zera.
Dowód:

Vykorzystując (1 9 ), a następnie (5 ) mamy:
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fj/w) = A(w)(Hx± + xt) = a(w) ((rX + S2 E)xjl + xt) =
(32)

= b(w ) = u±(bX(w) + 02e)

Ui = (xi yl *1 Xiyi yiZi Xi yi Zi}

bX(w) = B(w) ( w - v) (3 3)

B(v) - macierz zdefiniowana równaniem (26).
Teraz funkcję $ określoną w (3l) napisać możemy w postaci;

$ (w) = 'y , (u± b(w) ) 2 =(u b(w))T U b(w) = ||U b(w)|| 2 (34)
i~ 1

Oznaczmy przoz w* rozwiązanie minimalizujące tak określoną funkcję.
A więc:

$ (w*) «  4» (w) = I! U b*(v) + Q2 e ||2 = QU || U e || 2 (35)

V związku z tym, że U b(w) = U b*(w) + 02 U e(w),
to dla w = w^ mamy:

U b* (w*) = U b(w*) - 6*2 U e(w* ).

Zgodnie z powyższym (33) przybiera postać:

||U b^ ) | |2 = @ ( w * ) ) 2 i? e-2 ||U e ||2

A więc otrzymujemy:

Ilu b*(w*)|| <  IIU b(w)|| + e* 2 II U e II <  (e2 + O*2) Ilu e |
2 2 2 2

lub wykorzystując definicję b*(w)j

||UB(w*)(w* - w)|| ^  (O2 + 0*2)|| U e || (36)
2 2

Zajmiemy się teraz pokazaniem, że macierz U D (w) ma rząd zupełny, 
tzn. że macierz U Jest nieosobliwa, a rz B = 5. Dla N = 9 macierz U 
zdefiniowana w (2 5) staje się maoierzą kwadratową.
Pamiętając, że wiersze maoierzy mają postać określoną w (33)» oczywiste 
Jest stwierdzenie, że macierz U Jest nieosobliwa dla proponowanego wy
boru punktów.



1 50 K. Sjmek, K. Vojciechowski

Dowód, że rz B = 5 można podzielić na dwa kroki i udowodnić, że:

rz B j = 3 (37)

ri Bj = 2 (38)

Prawdziwość (37) można wykazać metodą podobną do tej, którą przedstawiono 
wcześniej odnośnie do macierzy G określonej w (24), Dowód (38) Jest 
mniej żmudny. Ponieważ

B 2 ( w )  =

1 *3 1 W

-<f>3 1 *1

*8 1

-zt 0

yt “Xt

to przy założeniu z^ = 0 zależność (38) jest oczywista.
W związku z tym, co zostało powiedziane możemy stwierdzić, że rz UB = 5. 

Oznaczmy przez %  minimalną wartość własną macierzy

TV = (UB(w )) UB(w),

która zgodnie z rozważaniami o rzędzie UB jest macierzą nieosobliwą 
i dodatnio określoną.

Korzystająo z tego oznaczenia oraz (36) mamy:

I v* ~ U min
UB(v*)(v*- v)!L < (9 + 8 )2 „*2\ l i  U ell 2

min
= k / e W 2) 

(39)
Niech:

= (- <P,. - <P2. -ty o. o).

Korzystając z własności normy mamy:

l » * i  =  l l < H 2 <  I I  W ,  I I  2 +  K  "  ^ l | l  2 «  t  ®  I  +  K  "  W | l 2 
4  | o |  + ^  ( e 2 + e* 2 )
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Rozwiązując uzyskaną nierówność dostajemy:

| 0*1 < lei + k2 §:.2 (4o)

Wstawiając uzyskany wynik (4o) do (39) dostajemy:

,2

lub w innej postaci:

||w*||- w|| = O ( e 2 )

U. Podsumowanie

V pracy przedstawiono analizę problemu jednoznaczności rozwiązania 
przybliżonych równań ruchu ze względu na pięć nieznanych parametrów. Wyz
nacza się trzy parametry ruchu związane z obrotem w przestrzeni oraz dwa 
parametry translaoji, czyli trójwymiarowy wektor translaoji zostaje wyzna
czony z dokładnością do stałego współczynnika skali. Jest to wspólna 
cecha wszystkich rozwiązań nie zakładających dodatkowych informacji o od
ległości analizowanych punktów od kamery.

Rozwiązanie uzyskiwane Jest w wyniku minimalizaojl pewnej funkojl 
pięciu zmiennych. Zgodnie z przedstawionym twierdzeniem uzyskane w ten 
sposób rozwiązanie jest poprawne i różni się od rozwiązania dokładnego o
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riEOEJIEMA QHHOBPEMEHHOrO OIIEEAEJIEHR 
[IAPAilETPOB ABIliKEHHfl B TPEXHEPHQM ¡IPOCTPAHCTBE

P e 3 » M e
B cTaTie npeflcxaBAgeTca npoGjieua onpeAexeHHH napaneTpoB ABnxemix Ha 

ocHOBe nocAeAOBaTeAbHOCTH o0pa3OB, AaaJiK3Hpy!OTQA ypaBHeHHA ABHxeHHA noxy- 
WQHHe npn npennoAosceHHH h6(5oabgihx yraoB noBopoTa, Raxa. $opnyAHpoBKa 
h fl0Ka3aH0 AociaioHHoe ycxoBHe cymecTBOBaHM oflHosaiHoro pemeHHA sthx 
ypaBHeHHil.

A PROBLIM OF UNIQUENESS OF THE
MOTION PARAMETERS ESTIMATES IN 3-D SPACE

S u m m a r y
In the paper a problem of motion parameters estimations basing on the 

sequence of images is presented. Equations of motion are analized assu
ming infinitesimal rotation angles. A sufficient oondition of existance 
and uniqueness of the solution to the equations is formulated and proved


