ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1989
Serial AUTOMATYKA z. 97 Nr kol. 975

Krzysztof SIMEK
Konrad Vo jctochowski

ZAGADNIENIE JEDNOZNACZNOSCI WYZNACZANIA PARAMETROW
RUCHU W PRZESTRZENI TROJWYMIAROWEJA

Streszozenle. W artykule prezentowany jest problem wyznaczania
parametréw ruohu na podstawie sekwencji obrazéw. Analizowane s
réwnania ruohu otrzymane przy zatozeniu matyoh katéw obrotu. Sfor-
mudowano i udowodniono warunek wystarozajgoy istnienia jednoznaoz-
nogo rozwigzania tych romnali.

1. Wprowadzenie

Problem wyznaczania parametrow ruohu na podstawie informaoji wizyjnej
jest szeroko rozwazany w literaturze - [7]1 - Prezentowano sa réznorod-
ne sposoby formudowania problemu 1 metody rozwigzania. Analizuje sie dwa
kolejne obrazy z kamery [jJ - [V] lub ich dbuzsze sekwenoje [V] , Qj] -
Tworzone sa rézne modele matematyczne opisujgoe ruoh, np. [J , 511 [F-

W przedstawionym artykule rozwaza sie problem jednoznaoznosci wyznaoze-
nia parametréw ruohu z przyblizonych nieliniowych réwnali ruohu, otrzyma-
nych w praoy [jj , przy zatozeniu matych katéw obrotu. Analizowane sg od-
powiadajace sobie punkty sceny uzyskane na dwooh kolejnych obrazach z
poruszajacej sie kamery i na tej podstawie wyznaczanych Jest pie¢ niozna-
nyoh parametréw charakteryzujacych ruoh. Tak z teoretycznego, Jak i z prak
tycznego punktu widzenia interesujgca Jest zaleznos¢ jednoznacznosci wy-
znaczenia parametrow ruohu od liczby analizowanych par punktéw. Ze wzgle-
du na duzy naktad praoy poswiecony na loh odszukiwanie i przyporzadkowywa-
nie sobie oraz wynikajgoe stad btedy oelowe jest zmniejszanie liczby tych
punktow. Z drugiej strony niemozliwos¢ uzyskania jednoznaoznego rozwigza-
nia problemu dla dowolnych pieciu par punktéw powoduje koniecznos¢ zwiek-
szenia ich liczby, wprowadzenia funkcji celui stosowanie metod minimali
zacji, np. metody najmniejszych kwadratow.

Taki wkasnie sposob rozwigzania problemu prezentowany jest w [A\ .

V stosunku do [ w niniejszym artykule podanoinna posta¢ macierzy ro-
tacji, a nastepnie pokazano jej rownowaznosS¢ zmacierzg stosowang w [j2]-

Z _ _
)Praca finansowana z Centralnego Programu Badali Podstawowych CPtfP 02.13

"Ukkady ze sztuczng inteligencja do maszyn roboczych i pojazdow'



13% K. Simek, K. Wojciechowski

Przedotawiono dodatkowo rozwigzanie problemu dla szczegélnego przypadku
ruohu, przy zatozeniu nieistnienia obrotu. Zmodyfikowano réwniez sposoéb
rozumowania i pewne przekaztatoonia formalne prowadzace do udowodnienia
twierdzenia o JednoznacznosSci .

2. Sformutowanie problemu

2.1. Transformaoja perspektywiczna

Rozwazmy sytuaoje przedstawiong na rys. 1.

Niech ukdad wspétrzednych Oxyz bedzie ukdadem zwigzanym z kamerg.
Zakkadamy, ze Jego poczatek znajduje sie w ognisku soczewki tej kamery,
a oS oz pokrywa sie z osig optyczng soczewki. Paszczyzne o réwnaniu
z = F, gdzie F - ogniskowa soozewki, nazwiemy ptaszczyzng obrazu. Na
ptaszczyznie tej okreslony jest ukdad wspotrzednych OXY posiadajaoy po-
czatek 0O w punkcie przebioia ptaszczyzny przez o§ o0z, a ktdérego osie
sg rownolegte do odpowiadajacych osi ukdadu Oiyz, tzn. O0X Jox, OY]] oy-

Rys. 1, Transformacja perspektywiczna punktu p(x, Yy, 2)
Fig. 1. Perspeotive transformation of the point p(x, T, «)
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Wybierzmy dowolny punkt przestrzeni p(X,y,z). Obrazem punktu P
w transformacji perspektywicznej Jest punkt P(X,Y) lezgoy na ptaszczyz-
nie OXY. Powstaje on Jako punkt przobioia ptaszozyzny obrazu przez
prosta op. Jego wspodrzedne na plaszczyzZznie obrazu mozemy obllozyé¢
z nastepujacych wzoroéw:

X
z

(1)

tatwo zauwazy¢, ze obraz dowolnego punktu prostej op pokrywa sie z obra-
zem punktu p.

Bardzo czesto réwnanie (i), okredélajgoo transformaoJle perspektywiozng, za-
pisuje sie w inny sposéb z uzyoiem tzw. wspodrzednych Jednorodnych (X, VY,
Z, V1

(€]

Wsp6trzedne kartezjadakie punktéw na pkaszczyznie obrazu oznaczone we
wzorze (1) jako (X, Y), dla wsp6étrzednych jednorodnych rownaja sie

odpowiednio (i -

2.2, Ruch w przestrzeni

Rozpatrzmy dowlny rodzaj ruohu w przestrzeni tréjwymiarowej, Ruch taki
mozna uzyska¢ w wyniku zdozenia dwéoh szozegdlnyoh rodzajow ruohu: obrotu
(rotaoji) oraz przesunieola (translaoji). Fakt ten mozna zapisa¢ nastepu-

Jaoo:

~X'~ X Iél
y* a R T + vt (&)
| ]
2 z Z]
NN
gdzie:
R — macierz rotaoji,

(xt,yt,zt) - wektor tranalacji.
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Kazda macierz R = [Vj_j]l* opiaujgoa obrét w prmoatrzoni, mozna przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu trzech macierzy £5] 1

1 0 0
0 coaoC -sincC - macierz obrotu o kat ct wokot osi 0l

0 ainoC oosct

ooa li 0 sinfi

0 1 0 - macierz obrotu o kat @ wokot osi oy

-ainf3 0 oo0af3

ooaT -sin T O

sin®?' ooa O O - maoierz obrotu o kat i wok6ét osi oz
0 0 1
Zatem:
r =rcd) . r2(/3) . R3(<r) » r123(co,B,r) =
""oos ctoos T , -00a/3 sin T , ain/3
sincC, sIn/3.ooatf+cosci - sinT, -sincC. sinp.sIntf+ooscC.cosfo-sinsC.008,6 _ rid»

—ooaii.sinj3.cosiT+ainoC.sin#', 00sof .sin/ sinff+sirrCooaT, cosoC.sin/3

(©)
gdzie katy &G ,3*T sg nazywana katami Eulera.
Mozliwe Jest rowniez przedstawienie maoiorzy R w postaci £]:
n“f(1-n")cos O, n*n~"l-oos 0)-n3sin O, n in3°1-0080)+n2»1n0
R = nin2(1-00s0)+n3ain0, n2 + 1-«2 008 n2n3(1-0080)-nlain0

n.jn3 (1-coa0)-n2sin0, n2n3(1-00s0j+n™in® , n% +(I—n§) cos O
Ga)

gdzie:
na2>n3 *“ cosinu®y kierunkowe osi obrotu:

n2 =g +n3 - 1, W

- kat obrotu wzgledem tej osi.
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Kat obrotu 6 oraz ooelnuey n™, Ug, n™ okreslone ag wzorami:
cos 0O=-[TH

n r32 " 23
1 2sinl

n r 113« r3l
2 2sint

_ri2
2dln 6

gdzie$ rYj aa elementami macierzy R.

V dalszej czysci pracy bedziemy korzystali z macierzy rotaoji opisanej
rownaniem (31).

Rozk*adajac funkcje trygonometryczne sin O i coa O w szereg Taylora,
macierz (31) mozna przeksztatci¢ dalej do poataols

R=(1+dR) +0" = (1 ,ggpj J-0+0 E=Rx+e E
I

gdzie:
if- n3 0 1 -"0 (6)

E-maoierz dazaca do macierzy stakej, gdy O dazy do zera.
Tak wieo zaktadajac, ze kat obrotu 0 Jeat dostatecznie maty, mozemy
w rownaniu (2) wykorzystywa¢ maolerz RX zamiast macierzy R.

2.3. Réwnanie ruochu

Zak6zmy, ze kamera umieszczona jest na poruszajgoym sie obiekoie i1 wy-
konuje zdjecia nieruohomej soeny (rys. 2).

Niech uktad wspotrzednych o x y z bedzie nieruohomym ukdadem zwigza-
nym ze aoeng, a ukbtady o xy z oraz o"x"-y’v" uktadami zwigzanymi z ka-
merg w kolejnyoh chwilach czasu ', tg.

Zak6zmy dodatkowo, ze na otrzymanyoh w chwilach t~, tg obrazach po-
trafimy wyrézni¢ pewng liczbe odpowiadajgcych sobie punktéw. Wybieramy
sposrod nich punkt p(i,y,2).
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Przyjmujgo oznaozenia)

X, Y) - wspotrzedne punktu p na ptaszczyznie obrazu w chwili t1,
X",YF) - wspétrzedne punktu p na plaszczyznie obrazu w chwili t2>

mozemy rownanie (2) napisté w postaci)

] Yh
;t -X jZ e X Xt
*L VI = R ?*)f. + -
z’ z =y |
— H

Zaktadajac maty kat obrotu O na mooy (G)(6) mamy)

* @ 1 Z 7t

f2 *°2 @ C))

f3=n36

Réwnanie (8) opisujace dowolny ruch w przestrzeni, przy zatozeniu matego
kata obrotu, zawiera poszukiwane parametry ruchu (g, <2, yt, zti
wspotrzedne ptaszozyznie obrazu (x, Y), (X*, Y*), ktdére sa wyznaczane

z dwoch kolejnych obrazéow, wspodrzedng z oraz 2z’ punktu w przestrzeni.
Zgodnie z uwagg poczyniong w rozdziale 2.1 odnosnie do niejednoznacznos-
ci transformaoJl perspektywicznej, Jest oczywiste, ze na podstawie obrazu
nie Jestesmy w stanie nic powiedzie¢ o wartosci z oraz z’. Niemozliwe
Jest réwniez Jednoznaczne wyznaozenie trzeciej skkadowej 2z~ wektora
translaoji.
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P(X.Y.2)

Rys. 2. Zmiana potozenia nutu punktu p(z, y, z) na pktaszczyzne obrazu
w wyniku ruohu kamery

Fig. 2. Displacement of tho point p(X, y, z) projeotion on the image
surfaoce reaulting of the oamera motlon

Przepiszemy wieo réwnanie (7) w postaci!

' = ~xxg
mt * Y xt
Si .Y< =R ., t
zt ;-1
z z 1
_zt _zt
gdziei ~ oraz mozemy interpretowac¢ jako wzgledng odlegtos¢ anali-
zt zt

zowanego punktu od kamery w chwili t, t\

Powyzsze réwnanie maoienowe Jest réwnowazne ukdadowi trzech réwnan. Eli-
minujgc z ukkfadu nieznana wielkosoi -— f dostajemy jedno réwnanie:
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(-(F2 + YY) Ax" + X'Y . Ay») cf) + (XY Ax’ - (F2 + XX")Ay’) 9Z +
+ (XAx’ + YAy') F<f3- FAYAX' + FAXAy  + F2x' * FZY’ n "
- F(XX* + YY) + X AY F=Y'AXF =0,

gdzie zmienne:

AX = X' - X
(12)

Ay =y’ -y

oznaczaja przesuniecia punktu p na plaszczyznie w czasie od chwili »
do €2

oraz:
Ax' = EXt
zt
Ay” =~

Posta¢ Ax" i1 Ay’ oznacza, ze wektor translacji zostanie wyznaczony
z doktadnoscia do statego wspédczynnika skali. Wynika to, jak Juz wyzej
stwierdzono, z nieznajomos$ci wspodrzednych z, z?, tj. odlegtosci punktu
sceny od kamery w chwilach t , tg.

Jezeli dodatkowo dysponowalibys$my informacja o tych odlegtosciach,
wyznaczenie pednego wektora przesuniecia bytoby mozliwe. Otrzymane réwna-
nie (li) jest réwnaniem nieliniowym. Podaje ono zwigzek pomiedzy paramet-
rami ruchu ~3” Ax’, Ay’) traktowanymi jako niewiadome, a
wspotrzednymi na plaszczyznie obrazu wyznaczonymi dla dowolnego punktu p
sceny w chwilach tl oraz tg.

W dalszej czesci procy réwnanie (11) bedzie wykorzystywane jako réwna-
nie podstawowe do wyznaczenia parametroéw ruchu.

3. Jednoznaczno$¢ rozwigzania réwnania ruchu

Jak stwierdzilismy, roéwnanie ruchu (l1) jest réwnaniem nieliniowym,
w ktérym wystepuje pie€¢ nieznanych parametrow. Ze wzgledu na to wybér
pieciu dowolnych, odpowiadajacych sobie na kolejnych obrazach, par punk-
tow nie musi zapewnia¢ jednoznacznosci rozwigzania powstatego ukdadu
réwnan.

Wybranie wiekszej liczby para punktédw zwieksza nakdad pracy na ich
odszukiwanie 1 przyporzadkowywanie sobie na kolejnych obrazach.
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Z drugiej strony moze prowadzi¢ roéwniez ze wzgledu na bdedy pomiarowe do
ukdadu sprzecznego. Inng przyczyna prowadzaca do ukdadu sprzecznego Jest
uzycie przyblizonych réwnan ruchu (2) z macierza (6). Sprzeczno$¢ ta wy-
nika z faktu, ze "dok#adnos¢'" przyblizenia, rozumianego np. jako b¥ad po-
miedzy dokdadnymi a przyblizonymi wspé#rzednymi punktéw na ptaszczyznie
obrazu, nie jest jednakowa dla wszystkich tych punktéw. Dobdér punktéw
0 stosunkowo duzej roéznicy dokdadnosci prowadzi do braku rozwigzania.
Rozwazania przedstawione w tym rozdziale pozwola na podanie warunku
wystarczajacego istnienia jednoznacznego rozwigzania.
Najpierw jednak zostanie rozpatrzony pewien przypadek szczegélny.

3.1. Szczegélny przypadek ruchu

Zakbzmy, ze obiekt, na ktorym umieszczona jest kamora, porusza sie
w ten sposéb, ze nie nastepuje obrot, czyli ruoh ten Jest przesunieciem.
Macierz rotacji R odpowiadajgca takiemu przypadkowi jest macierza
jednostkowg, W tym przypadku réwnanie ruchu (11) ma nastepujaca postac:

-AYAX” + AXAy’ + X’ AXx - y’AX =0 @
Jest to rownanie liniowe, w ktérym wystepuja dwa nieznane parametry ruchu.
Jezelil wybierzemy dwie pary, odpowiadajgacych sobie na kolejnych obra-

zach punktéw, dostaniemy uktad:

-AY Ax"+ AX Ay’ + X» AY1l - Y?AX1=0
as

1
o

“Ay2Ai T+ AX2AY” + x Ay2 - Y] AX2

Rozwigzanie uktadu (lA) ma postac:

€))

gdzie:

-Ay1 Ax1

-Ay2 __ax2



K. Simek, K. Wojoieohowski

y; ax1i- x* , AX,
Y2 AX2 " X2 AY2” < AX2

-AYrE Y] Ax, - X» AY1

-Ay2, YEAX2 -X2AY2

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze w przypadku translaoji wystarozy wybor dwdoh
punktow sceny, by uzyska¢ rozwigzanie jednoznaczne* Rozwigzanie to odpo-
wiada oozywidoie rzeozywistym parametrom ruohu.

3.2. Przypadek ogolny dla maktych katéw obrotu 8

Wyniki zamieszozone w tym punkoie i zastosowane podeJc¢cie oparto na
praoy [].

Wykorzystujac réwnanie (i), opisujace transformaoje wizyjng we wspot-
rzednych jednorodnych, mozemy réwnanie ruohu (11) zapisa¢ w nastepujgoej
postaoit

S(fonw' o YY) A< g + X'YAY* fj+XY'AX'A® -(fSv* + xx7) Ay’ ¢2 =
+ XIV*AzZ’ SYIYTAYY 3 U< - «xy) AX- (fxw' - fx'w) Ay’ 4
+ XFAW @l + F2Y W F2 - F(xx™ + YY*) <8 - XXF + YXF u 0 6)

lub maoierzowo:

"X T -Ay’ q2-F f3 AXx’V2+F FAx»y3 -FAy~ ~
Y Y” rs O
w Ay’ -Ax’ NV1-Ftff FAy~’ +FAX” W=

FAy "tF2 ~ ~FAx 272 A A x -F2Ay~f2 an)

We wzorach (i¢), (17) oznaozenia X,Y,X”,Y" odnoszg sie do zmiennych
Jednorodnych zdefiniowanych w (lIi).

Beda one obowigzywa¢ od tego punktu do konoa praoy.

Mozna pokazac¢, ze jezeli dowolny rodzaj ruohu w przestrzeni zostanie
opisany w sposéb przyblizony przy zastosowaniu maoierzy rotacji w posta-
ci*
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zamiast naoierzy dokkadnaldi

€ao

gdzie naoiorzo Rx i R sa zdefiniowane odpowiadato w (6) 1 (3)> to ietnie-
Ja Jednoznaczno rozwigzania rdownania (17), apedniajgoe Ja niezaleznie od
wyboru punktu przeatrzoni. Poatad tego rozwigzania okreslaja zaleZnosoi:

At’

Poniewaz wspotrzedna jednorodna Z nie wystepuja w réwnaniu (17) t motamy
Ja wyelininowadé z réwnania (1A) 1 napiaadt

X»
Y>> (18)
v

Ifykorzyatujgo powyZsze zalaZnosol réwnania (17) aoZna przekaztatoid
nastepujaco:

XT A (RX z + xt) a 0, 9
gdzie:
X = (xy a,
T /
xt " <*trt zt}
1 73 L %2 0 -F Ay
A=F 1 . F 0 -AX!
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Jezeli rownanie (19) jest spednione dla kazdego punktu Xx, to jest ono
réwnowazne dwom réwnaniom:

XT A xt =0 20)

XT ARX x = 0 @D

Rozpatrzmy pierwsze z nich. Uwzgledniajac oznaczenie przyjete w (19) ma
ono postac:

xT F2R*T G xt =0 @
Poniewaz na podstawie (4) 1 (9):

det R* =1+ <R+ q + <fj=1+0 i O,
a wiec z (22) uzyskujemy:

G xt=7°
lub:

-Fyt + Ay" zt

1
o

FXt - AX zt =0

-Ay’xXt + Ax" yt =0
Uzyskany ukdad ma jednoznaczne rozwigzanie:

X» = FXF y"= (23)\
zt Zt

W celu wykorzystania (21) wstawmy do niego pewne szczegélne wartosci
wektora x. Otrzymamy w ten sposéb nastepujacy ukdad réwnan:

xT = ,0,0) : Al 2g 0
T

X' = (010) A2 . «?2 0
xT = ©o1) : =0

A3. *?3
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1 = @10 Al«
= (1,0,1)
© 11) A2A
gdzie "i." oraz "_j"

R+ AgRy

An R*3 +A3_R 1

+A3<R"2

oznaczaja odpowiednio

ne macierzy.

15

i-ty wiersz i J-ta kolum-

Uwzgledniajac macierze uzyte w (19) oraz wynik (23) mozna ton ukdad za-

pisa¢ w postaci:

+yt VvV Xt
"ZtT?2+ Xt
yt " xt"3

Zt + Xt?2

~ItN 3yt f 2

71"t
f2 " ~2

$3 -

Xt?3

yt + 21?1
Xt + yt"™ 3
UXENM T +ZEN3

2t " ytfl

@d

st + xt?2

Uktad (2k) jest jednorodnym uktadem szesciu réwnan liniowych z trzema

niewiadomymi .
ko zerowe rozwigzanie: "

Jezeli maoierz G

ma rzad maksymalny,
Po uwzglednieniu (23) oznacza to,

to uktad ten ma tyl-
ze

istnieje jednoznaczne rozwigzanie wyjsciowego réwnania (19)-

Aby udowodni¢, ze

rz G

:3,

obliczmy najpierw wyznacznik D
z ostatnich trzech wierszy macierzy G:

ztozony
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yt Xt © 1 *3 T 4D
d = «t © xt -f3 1 ipt = - i+ f2+ 33
0 »*  yt *2 fi 1

Otrzymali« wyrazania zerujg sie tylko wtedy, gdy 1~ =0 1lub yt =0, lub
Jednoozeénie =y n 0. letniej* Jednakie w tych przypadkach nlezero-
vy wyznaoanik o wymiarach 3x3,
Dla dwéch plenrecyoh przypadkéw motna to pokaza¢ wybierajac odpowiednie
wyznaczniki «ktadaJgoe sie z pierwszych oztereoh wierszy maolerzy O.

V ostatnim przypadku, tzn, xt =yt =0, rozwalmy wyznacznik zloZony
z 1, 5 oraz 6 wiersza macierzy O.

0 0
Xt m?3 ~xt 2 “at @+?7? *O0
"3 Zt “t

Zauwazenie powyZazego Ffaktu koriczy rozumowanie uzasadniajgoe sformuto-
wane stwierdzenie.

Vykonujgo kolejny krok moZemy powiedzie¢, Ze jeZell zostanie zastoso-
wany przyblizony opla ruchu, podobnie jak poprzednio oraz dokonany
zostanie wybor H > 5 punktéw aoony w taki sposéb, by rzad iloczynu U B
wynosit+ 5 niezaleznie od wartocoit

V = (-?,» <Rt -f3. Al*,Ay*) ,

gdziei

v (25)

z2



Zagadnienie jednoznacznosci wyznaczania. .

0 -(Ay*- AX" f 3) - Al ¢p2-F
-Ay® fo~ A X 0 -(F-Ay'V1
(F sy-Ai>) -F~ - Ay~ 0]

(26)
Ay -Ai”fj Ai +Ay~" o8 - Ay &+ AX’
F+AX' ¢p2 - AX' B8+ &8 Ax' - Ff
-FAEAY T @2 F-Ay" ¢fl Ay’ + F épl
(«P3 zt + 22 yt3 2t + A2 xt
B2 = Bt + fl yt - =P3Zt + ", *t
z* +y* n2ZE M *t

to rozwigzanie roéwnania ruchu (17) odpowiadajace temu zbiorowi punktow
jest jednoznaczne i réwne rzeczywistym parametrom ruchu.

Uzywajac podobnej metody do tej Jaka stosowalismy do uzyskania réwna-
nia % , mozemy réwnanie (1 ) zapisa¢ w postaoi:

uB (w-w =0, @n
gdzie:
u:/(x2 y2 22 Xy Xz yz X Yy z)\
T
w = (<E» <R2>~fj> Ax’» Ay’? @28)
T
- 1-11 Fy.
woo= a2y sty sToo 0 5T (29)
B - macierz okreslona w (26).
Dla zbioru N punktéw dostajemy N roéwnan o postaci (27).
Mozemy je zapisa¢ macierzowo:
UB (w-w) =0 30)

Poniewaz zatozylismy, ze dla wybranych punktéw rz UB =5, ukdad (30)
ma doktadnie Jedno rozwiagzanie:
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zatem

Przedstawione powyzej rozumowanie pozwoli w prosty sposéb sformutowac
i udowodni¢ twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazania przyblizonego roéw-
nania ruchu. Niech:

ficPlt qz>efry AX?, Ay") =
= —(F2wtw™ + YxY?) AX” <Pl+ XY+ Ay’ + XxY? Ax’ <z
-(F2* ~ + XAX]) Ay ” <2+ XtFW®" Ax” <3 + FAv” Ay’ y3
—(FYW+ - FYJi*) AX” —(FXiWi - PGJ - FX~) Ay’ + XpV.
+ F2Y[W+ CP2 - F(XX" + YxYjOcB - X»YiF + Y*XjF (30)

tatwo zauwazy¢, ze funkoje Ff~ sg rowne lewej stronie réwnania(l6) dla
X=X1, Y =YX =X7, Y =Y].
Zdefiniujmy teraz funkcje:

S@pl > F2FCMB» A*"r Ay') = r2 (~, g2, (fy Az’, y’), N>5
i=” G
Funkcje (31) poddamy minimalizacji metoda najmniejszych kwadratéw, wyzna-
czajac rozwigzanie optymalne.
Twierdzenie o Jednoznaoznosol

Dla zbioru N = 9 punktéw przestrzeni, wybranych w ten sposéb, by nie
lezaty na powierzchni drugiego rzedu przechodzacej przez poczatek ukdadu
wspotrzednych, réznica pomiedzy rozwigzaniem uzyskanym metoda najmniej-
szych kwadratéow w ™ i rzeczywistymi wartosciami parametréw ruchu w
Wwynosi :

Iw* -w B2 =0 (02),

gdy 6 dazy do zera.

Dowod:
Vykorzystujac (19), a nastepnie (G) mamy:
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fj/w) = A(W)(Hx+ + xt) = a(w) (((rX + S2 E)xjl + xt) =
(€7
= bWw) = ux(MXW) + 02e)

Ui = iyl *1 Xiyi yiZi Xi yi Zi}

bX(W) = B(w) (w - V) 33)
B(v) - macierz zdefiniowana réwnaniem (26).
Teraz funkcje $ okreslong w (3l) napisa¢ mozemy w postaci;

$W = Ty, Ut bW))2=(ubM)OT Ubw = [V bWI| 2 (€D)

i~1

Oznaczmy przoz w* rozwigzanie minimalizujgce tak okreslong funkcje.
A wiec:

W) « b)) =B b*(v) + Q2 e ||2 = QU U e |2 (35)
V zwigzku z tym, ze U b(w) =U b*(w) + 02 U e(w),
t dla w = w® mamy:

Ub*W*) = U bW - 6*2 U e(w*).
Zgodnie z powyzszym (33) przybiera postac:

IWbM[[2 = @(w*))2 Pe-2 |V el
A wiec otrzymujemy:

lu b*@W)J] < WU bW]] + e2BUell < (€2 + 0*2) llu e 5

2 2 2

lub wykorzystujac definicje b*(wW)j

HUB@WW> - Wil ~ (02 + 0*2)]] U ell 6

2 2

Zajmiemy sie teraz pokazaniem, ze macierz U D (W) ma rzad zupeiny,
tzn. Zze macierz U Jest nieosobliwa, a rz B = 5. Dla N =9 macierz U
zdefiniowana w (25) staje sie maoierzg kwadratowa.

Pamietajac, ze wiersze maoierzy maja posta¢ okreslong w (33)» oczywiste
Jest stwierdzenie, Zze macierz U Jest nieosobliwa dla proponowanego wy-
boru punktoéw.
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Dowéd, ze rz B = 5 mozna podzieli¢ na dwa kroki i udowodnié¢, ze:

rz Bj =3 (€D)

ri Bj =2 (38)

Prawdziwos¢ (37) mozna wykaza¢ metoda podobng do tej, ktéra przedstawiono
wczesniej odnosnie do macierzy G okreslonej w (24), Dowdéd (38) Jest
mniej zmudny. Poniewaz

1 *3 A =
B2(w) = ~<£3 1 *1 -zt O
*g 1 yt “Xt

to przy zatozeniu 2z~ = 0 zalezno$¢ (38) jest oczywista.
W zwiazku z tym, co zostato powiedziane mozemy stwierdzi¢, ze rz UB = 5.
Oznaczmy przez % minimalng wartos¢ wkasng macierzy

Vo= (UB(W))T UB(w),

ktéra zgodnie z rozwazaniami o rzedzie UB jest macierzg nieosobliwg
i dodatnio okreslong.
Korzystajgo z tego oznaczenia oraz (36) mamy:

W ~ U UB(vr- WL < @+ 82y Vel ks e
min min

(€5

Niech:

= (<P,. -R2. -ty o0. 0).

Korzystajac z wkasnosSci normy mamy:

D 2er 2t 12

4 lo| +7™ (e2 +e*2)
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Rozwigzujgc uzyskang nierownos¢ dostajemy:
[01< lei + k2 §2 (40)

Wstawiajgc uzyskany wynik (40) do (39) dostajemy:
2

lub w innej postaci:

M- Wl = o (e2)

U. Podsumowanie

V pracy przedstawiono analize problemu jednoznacznosci rozwigzania
przyblizonych réwnan ruchu ze wzgledu na pie¢ nieznanych parametréw. Wyz-
nacza sie trzy parametry ruchu zwigzane z obrotem w przestrzeni oraz dwa
parametry translaoji, czyli trojwymiarowy wektor translaoji zostaje wyzna-
czony z doktadnoscig do statego wspétczynnika skali. Jest to wspolna
cecha wszystkich rozwigzan nie zaktadajacych dodatkowych informacji o od-
legtosci analizowanych punktéw od kamery.

Rozwigzanie uzyskiwane Jest w wyniku minimalizaojl pewnej funkojl
pieciu zmiennych. Zgodnie z przedstawionym twierdzeniem uzyskane w ten
spos6b rozwigzanie jest poprawne i rozni sie od rozwigzania dokdadnego o
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Uptyneto do Redakoji:

riECEJIEVA QHHOBPEMEHHOrO OINIEEAEJIEHR
[1APATIETPOB ABIIIKEHFI B TPEXHEPHQM j IPOCTPAHCTBE

Pe3»Me

B cTaTie npeflcxaBAgeTca npoGjieua onpeAexeHHH napaneTpoB ABnxemix Ha
ocHOBe nocAeAOBaTeAbHOCTH 00pa30B, AaaJiK3Hpy!OTQA ypaBHeHHA ABHxeHHA noxy-
WQHHe npn npennoAosceHHH h6(5oabgihx yraoB noBopoTa, Raxa. $opnyAHpoBKa
h flOKa3aHO AociaioHHoe ycxoBHe cymecTBOBaHM oflHosaiHoro pemeHHA sthx
ypaBHeHHi I .

A PROBLIM OF UNIQUENESS OF THE
MOTION PARAMETERS ESTIMATES IN 3-D SPACE

Summary

In the paper a problem of motion parameters estimations basing on the
sequence of images is presented. Equations of motion are analized assu-
ming infinitesimal rotation angles. A sufficient oondition of existance
and uniqueness of the solution to the equations is formulated and proved



