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MODELE STATYSTYCZNE PROCEDUR WZORCOWANIA ORAZ BLEDOW
RADIOIZOTOPOWYCH PRZYRZADOW POMIAROWYCH

Przedstawiono zaleznosci matematyczne pomiedzy
parametrami modeli jedno i wielowymiarowych a wartos$cia $redniag i
wariancja btedu podstawowego. Wyprowadzone zaleznosci byty
wykorzystane do oceny modeli kilku radioizotopowych przyrzadéw
pomiarowych, takich Jak izotopowa waga tasmociagowa, analizatory

fluorescencyjne i mierniki grubosci powtok.

1. WSTEP

Rozwéj elektroniki, a zwkaszcza pojawienie sie tanich mikrokomputeroéw
1 zastosowanie 1ich w radioizotopowej aparaturze pomiarowej wptynat w
istotny sposoéb na rozszerzenie jej mozliwosci pomiarowych.
Skomputeryzowana aparatura pozwala na wykorzystanie w wiekszym stopniu
informacji zawartej w sygnale z detektora promieniowania Cprzetwarzanie
widm, stabilizacja i rozdzielanie pikéw itp, ) (co 2z jednej strony
powoduje poprawianie parametréow metrologicznych i eksploatacyjnych
aparatury, a z drugiej za$ prowadzi¢ moze do wiekszej zH*ozonosci modelu
matematycznego systemow pomiarowych opartych na czujnikach radioizotopowych
Wspodczesnie wymaga sie, aby model przewaznie przedstawiony w postaci
formuty matematycznej, wprowadzi¢ do pamieci a wszystkie obliczenia
zwigzane z przetworzeniem sygnatu pomiarowego na warto$¢ mierzonej wiel-
kosci wykona¢ automatycznie. Przy takim podejsciu do problemu wzorcowa-
nia urzadzen pomiarowych powstaje natychmiast pytanie 1 czy, a jezeli
tak to w jakim stopniu posta¢ funkcyjna modelu procedury wzorcowania
wptywa¢ moze na biad pomiaru urzadzenia.

W niniejszej pracy podjeto proébe odpowiedzi na to pytanie analizujac
wartosci  Srednie i wariancje b#edéw dla najczesciej spotykanych w
praktyce modeli matematycznych procedur wzorcowania radioizotopowych
przyrzadéw pomiarowych : modelu liniowego, nieliniowego wielomianowego,
nieliniowego logarytmicznego i1 liniowego wielowymiarowego. Otrzymane
wyniki zostaty przedyskutowane na konkretnych przyktadach przyrzadéw
opracowanych w latach ubiegtych.

2. SCHEMAT STRUKTURALNY RADIOIZOTOPOWEGO PRZYRZADU POMIAROWEGO

Analiza schematow funkcjonalnych radioizotopowych przyrzadéw

Pomiarowych publikowanych w literaturze C1-31 prowadzi do wniosku, :ze
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dziatanie kazdego z takich przyrzadéw mozna opisac za pomoca
uniwersalnego schematu strukturalnego pokazanego na Rys 1. Jak wynika z
przedstawionego schematu, +#ancuch pomiarowy radioizotopowego przyrzadu
pomiarowego sktada sie z trzech podstawowych przetwornikéw: przetwornika
przetwarzajacego wielkos¢ mierzong 2 na natezenie promieniowania
przetwornika przetwarzajacego nhatezenie promieniowania na sygnat
elektryczny J oraz przetwornika wskazujacego wynik pomiaru,ktdory stanowi
ostatni element +tancucha.

Funkcja przetwarzania pierwszego przetwornika J”=HC2 J modeluje
zjawisko fizyczno,na ktérym oparta jest zasada dziatania rozpatrywanego
przyrzadu radioizotopowego Cnp. absorpcja czy rozpraszanie
promieniowania), natomiast w drugim przetworniku zawierajacym wszystkie
elementy instrumentalne #gcznie 2z detektorem promieniowania, zachodzi
przetwarzanie sygnatu radl ometrycznego J” na sygnat elektryczny J=GCJ™D.
Te dwa pierwsze cztony schematu strukturalnego reprezentujg przyrzad
oomiarowy przed wzorcowaniem, tzn przed nadaniem wskazaniom
przyrzadu miary wielkosci mierzonej.

Doprowadzajac do przyrzadu zamiast wielkosci mierzonej 2 wielkos¢
wzorcowg 2”7 wyznacza sie w warunkach odniesienia procedure
wzorcowania Z=fCJD, ktéra utrwala sie poprzez naniesienie odpowiedniej
podziatki, =zapis w pamigeci czy tez w innej formie. Tak utrwalong
charakterystyke traktuje sie jako ostatni stopien przetwarzania
przyrzadu pomiarowego.

Model matematyczny Jest to przyblizony opis zjawisk Ffizycznych
zachodzgcych w systemie pomiarowym wyrazony jezykiem matematycznym i
sktadajacy sie z dwoéch czesci C43:

1. réwnania przetwarzania Ccharakterystyki statycznej

Jj =f cz“> /i/

2. procedury wzorcowania

z =f CJ) /2/

Zachodzace w systemie pomiarowym zjawiska fizyczne mozna opisaé¢ tylko
za pomoca réwnania przetwarzania. Procedura wzorcowania, bedaca
odwzorowaniem do dziedziny wielkosci mierzonej, ma z kolei podstawowe
znaczenie dla oceny w#asnosci metrologicznych systemu pomiarowego, gdyz
v tej dziedzinie wyrazane sa btedy pomiaru. Nalezy zwréci¢ uwage, ze
procedura wzorcowania nie opisuje zadnych zjawisk fizycznych, a jest
tylko operacja matematyczng.

Modele notematyczne radi oi zotopowych przyrzadow pomiarowych
identyfikuje sie najczesciej metoda analizy regresji.

W zaleznosci od tego czy zmienne losowe J i Z sg jednowymiarowe czy
tez wielowymiarowe méwimy o jedno lub wielowymiarowych modelach procedur
wzorcowani a.

Jezeli na wejsécie ostatniego przetwornika C procedury wzorcowania »
Rys 1 > przychodzi sygnat J, to mozna przedstawi¢ go w postaci:

J=



Modele statystyczne eee *»03

gdzie J Jest sygnatem idealnym, a AJ b#edem powstatym w poprzednich
cztonach +4ancucha pomiarowego. Idealny sygnat “wyjsciowy Z* powinien
zaleze¢ tylko od idealnego sygnatu wejsciowego, tak wiec b#ad podstawowy
na wyjsciu Jest roéwny

AZ= Z-Z /4/
Wartos¢ oczekiwana bdedu podstawowego Csktadowa systematyczna D Z3 oraz
wariancja Csktadowa przypadkowa } a2 beda wynosic:

SZ= 7-Z* /S/

eli.z=0§_ + c%* - 2cov CZ,ZWD

Jezeli znana Jest charakterystyka statyczna J= F CZ J oraz procedura

wzorcowania Z= fCJD fto wielkosci AZ i °2moina wyrazi¢ Jako funkcje

n

btedu wejsciowego AJ i wielkosci wyjsciowej Z [53.
3. MODELE MATEMATYCZNE PROCEDUR WZORCOWANIA 1 ICH BLEDY

Z przeprowadzonej analizy modeli matematycznych radioizotopowych
przyrzadéw pomiarowych [6] wynika, ze najczesciej stosowane sa modele
jednowymiarowe liniowe, nieliniowe wielomianowe lub logarytmiczne oraz
wielowymiarowe modele liniowe. Dla tych przypadkédw obliczono wartosci AZ
i oK7 przyjmujac nastepujace zatozenia:

“Sygnat wejsciowy J Jest statystycznie niezalezny od wspédczynnikéw
modelu regresyjnego.

- B¥ad aj ma rozktad normalny i jest statystycznie niezalezny
od sygnatu wejsciowego J

- Pod pojeciem sygnaZ idealny rozumie sie taki sygnat, ktdrego wartosé
Srednia Jest réwna wartosci Sredniej sygnatu rzeczywistego, natomiast

jego wariancja jest znacznie mniejsza od wariancji bdedu wejsSciowego
2

opJ"
Wynika stad.ze

T = X; << <7 a ST * 0
W tablicy 1 zestawiono [63 wyrazenia na warto$¢ $redniag 52 oraz

wariancje c¢ r btedu podstawowego AZ, a ponizej przedstawiono znaczenie
uzytych tam symboli:

S - wariancja resztowa modelu regresyjnego Z ™ =Bq+®iJ”" =

n - liczba wzorcéw uzytych w procesie kalibracji,

v-i? K
n =

,2 1 - "o*

SZn S ~ izZWi“zW) » -y
1-1

Cc macierz kowariancji wspédczynnikow

1.FCzt .F*CZ*3.... FmCZ*3



104 P.Urbanski

Tablica 1

_ 2
Wartos¢ $Srednia AZ oraz wariancja <A2? bi«?du podstawowego dla
réznych, modeli procedury wzorcowania.

1. Model liniowy

Qk%: iS?Oﬁfi + ogot Jzngx+ 2j covCBﬂ,BTi

AZ=0
fz -2]
2 »S2 o w 2
“az" 3R . s h
zw
2. Model wielomianowy Z= £
AZ = 2 - EBf"Cz": 0N = JO2CAJ:>F2CZ*:>]-gj- | j+ o”c

3. Model logarytmiczny Z~B~+B~In |1~-J ]

r fcz*j y fcz“j i:
22= 6CAJJ ('JZCAJ35 + OE] + MZCB

+ 2M covCBO .B1J

4. Model liniowy wielowymiarowy + £ X

°iJ. 3 JFAZ0 I * NAZw
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Fo = |I.FCZ%> Fgcze> F,0Z%
Moo= 1n forcz3h o - oca33 12
t 1 2 (I-Fcz 3

4. DYSKUSJA

Z przedstawionych zaleznosci wida¢, Zo wariancje b+edu podstawowego
mozna rozpatrywac Jako sume dwéch sktadnikéw: wariancje bdedu
przenoszonego przez model Ca2—_3 oraz wariancje bdedu procedury
wzorcowania a Wystepowanie sktadowej ~NAZw  wyrita wydtacznie ze
statystycznego charakteru modelu, bowiem gdyby model procedury
wzorcowania miat charakter deterministyczny, to woéwczas zaréwno
wariancje wszystkich wspédczynnikéw modelu B. Celementy macierzy C 3,
Jak i wartos$¢ sktadowej °%7W by4yby réwne zeru. Dla modelu liniowego,
CTabl I poz 1.3 warto$¢ wariancji bdtedu procedury wzorcowania zalezy od
wartosci wariancji rosztowej s2. ilosci prébek wzorcowych na podstawie”
ktérych wyznaczono model oraz rozktadu wartosci proébek wzorcowych
reprezentowanego przez wariancje wielkosci . Im wartosci .sa
bgrdziej skupione wokét $Sredniej, tym mniejsza bedzie warto$é¢ wariancji
a',i wieksza wariancja bdedu procedury wzorcowania. Mozna przypuszczac,
Zze powyzsze uwagi beda stuszne roéwniez dla Jednowymiarowych modeli
wielomianowych i logarytmicznych.

Dla zobrazowania wpdywu postaci funkcyjnej modelu na wartoscé
wariancji bdedoéw przypadkowych przeprowadzono obliczenia liczbowe dla
dwéch radioizotopowych przyrzadoéw pomiarowych o] réznych
charakterystykach statycznych, a mianowicie, dla wagi radioizotopowej,
ktorej charakterystyka tylko w niewielkim stopniu odbiega od liniowej,
oraz dla fluorescencyjnego miernika grubosci powkok chromu na miedzi, o
silnie nieliniowej charakterystyce “nasycajacej” sie przy okreslonej
wartoséci natezenia promieniowania. Na Rys. 2 i 3 przedstawiono zaleznosci
wariancji bdedu procedury wzorcowania q%?:w oraz bdedu przenoszonego
od wartosci wielkosci mierzonej dla réznych wartosci wzglednego bdedu
wejsciowego <5CAJ3 przyjmujac cztery roé6zne modele procedur wzorcowania:
liniowy, wielomian drugiego stopnia, wielomian trzeciego stopnia i
logarytmiczny. Przebieg wariancji procedury wzorcowania dla wszystkich
modeli ma w zasadzie ten sam charakter, z tyra, ze w przypadku modeli
wielomianowych drugiego 1 trzeciego stopnia widoczne sa niewielkie
lokalne ekstrema, wystepowanie ktérych mozna thumaczyé uproszczeniami
poczynionymi w trakcie wyprowadzania zalezno$ci zestawionych w Tablicy 1.
2 przedstawionych wykreséw widac, ze przyjecie okreslonej postaci
funkcyjnej modelu procedury wzorcowania determinuje warto$¢ i przebieg
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btedu przenoszonego przez model. Jest to bardzo istotny problem, z
ktérego trzeba sobie zda¢ sprawe przy doborze modelu, gdyz w ton sam
spos6b przenosi¢ sie beda btedy dodatkowe powstajace w réznych czdonach
+ancucha pomiarowego.

W odréznieniu od modeli liniowych, modele nieliniowe procedur
wzorcowania powoduja powstawanie bdeddédw systematycznych. Na Rys. 4
przedstawiono zaleznosci ilorazu sktadowej systematycznej i przypadkowej
btedu podstawowego w Ffunkcji wartosci mierzonej wielkoséci Z dla réznych
wartosci wariancji b+edu przenoszonego a’z\zO‘ Generalnie nalezy
stwierdzi¢, ze wartosdé sktadowej systematycznej Jest stosunkowo
niewielka 1 stanowi w najgorszym przypadku zaledwie kilka procent
wariancji sktadowej przypadkowej. Wyraznie natomiast widaé, ze wartosc
sktadowej systematycznej silnie zalezy od wartosci bdtedu wejsciowego
6CAJdJ, oraz od krzywizny charakterystyki statycznej . Dla wagi
izotopowej .ktérej charakterystyka jest zblizona do prostej, wartos¢
sktadowej systematycznej Jest blisko o rzad wielkosci mniejsza niz dla
fluoroscencyjnego grubosciornierza powdok, ktdrego charakterystyka jest

bardzo nieliniowa.
5. OPTYMALIZACJA MODELU A MINIMALNY BtAD PODSTAWOWY

Postacd funkcyjna model i procedur wzorcowania radioizotopowych
przyrzadéw pomiarowych wyznacza sie metoda analizy regresji, a wiec jest
ona dobrana w taki spos6b, aby wariancja resztowa S2. a co za tym idzie
wariancja bdedu procedury wzorcowania bydta Jjak najmniejsza. Poniewaz
jest ona tylko jednym ze sktadnikéw biedu podstawowego, aktualne staje
sie zagadnienie Kkorekcji wyznaczonego modelu w taki sposo6b, aby
doprowadzita ona do minimalizacji wariancji b#edu podstawowego.

Jezeli wariancja btedu przenoszonego bedzie znacznie mniejsza od
wariancji bdedu procedury wzorcowania CaK§/c<< a 2 , to minimalizacja
b+edu procedury wzorcowania bedzie roéwnoznaczna z minimalizacjg bdedu
podstawowego i1 w takim przypadku zadna korekcja modelu nie jest
wymagana. Jednakze nader czesto w praktyce pomiarowej zdarzaja sie
przypadki, gdy nie mozna zapewni¢ wystarczajaco matej wartosci wariancji
btedu wejsciowego. Z drugiej strony, w pewnych przypadkach stosunkowo
nieznaczna zmiana postaci Tfunkcyjnej modelu moze prowadzi¢ do istotnej
zmiany warto$ci wariancji bdedu przenoszonego oAiO—

Dobrag ilustracjg takiego przypadku Jest pokazana na Rys.5 zaleznos$¢

2
wariancji btedébw przenoszonego a * procedury wzorcowania °£Zw
obliczonych dla modelu wielowymiarowego wyznaczonego przy
fluorescencyjnym pomiarze cyny w kapieli galwanicznej. Model 1 zapewnia

minimalng warto$¢ wariancji bdedu procedury wzorcowania, natomiast Model
Il daje znacznie mniejsza warto$¢ wariancji bdedu przenoszonego przy
nieznacznym tylko zwiekszeniu wariancji bdedu procedury wzorcowania.

Jak wida¢ z pokazanego wyzej przyktadu, w radioizotopowej aparaturze
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spotyka sie modele dajace w okreslonych warunkach mniejsza warto$¢ bledu,
podstawowego niz modele optymalne. W grupie przyrzadéw, ktérych modele
sg rozpatrywane w niniejszej pracy, oprécz analizatora fluorescencyjnego
przeznaczonego do oznaczania stezenia odowiu i cyny w kapielach, podobny
problem wystepuje dla modelu liniowego i logarytmicznego wagi
izotopowej . Mozna sobie wybrazié, ze roéwniez dla niektéorych modeli
liniowych zmniejszenie wartosci wspoétczynnika moze prowadzi¢ do
zmniejszenia wariancji btedu podstawowego przy nieznacznym tylko
wzroscie wariancji bdtedu procedury wzorcowania.

Ze wzgledu na brak og6lnej metody wyszukiwania modeli dajacych

minimalng warto$s¢ wariancji b#tedu_ podstawowego, > w przypadku gdy
wariancja b#edu przenoszonego 7 poréwnywalna z wartoscia,
wariancji bdedu procedury wzorcowania nalezy zbada¢, w jaki sposoéb
dany model wyznaczony metcdg analizy regresji “przenosi”™ b#ad wielkoSci

wejsciowej AJ i odpowiednio go skorygowac.

6. WNIOSKI

Sktadowa przypadkowa btedu podstawowego na wyjsciu modelu procedury
wzorcowania mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwéch sktadnikéw: wariancji
btedu powstajacego w cztonach “+*ancucha pomiarowego poprzedzajacych
procedure wzorcowania i przenoszonej przez model na jego wyjscie oraz
wariancji bdtedu procedury wzorcowania spowodowanej przez statystyczny
charakter modelu. Obliczono, ze dla modelu liniowego Cwzgledem
zmiennych} wariancja b#edu procedury wzorcowania zalezy od trzech
parametrow

- wariancji resztowej modelu regresyjnego,

- liczby wzorcéw wykorzystywanych do wyznaczania modelu procedury

wzorcowani a®

- estymatora wariancji zbioru wartosci prébek wzorcowych.

W przypadku modeli nieliniowych Cwzgledem zmiennych} pojawia sie
zawsze sktadowa systematyczna bdedu podstawowego, niezaleznie od tego
czy btad wejsSciowy miat sktadowa systematyczng, czy tez nie. Wartosé
sktadowej systematycznej Jest tym wiegksza, im wieksza jest wartos¢
wariancji btedu wejsSciowego oraz im bardziej jest nieliniowy model
procedury wzorcowania.

Wyznaczenie modelu procedury wzorcowania metodg analizy regresji
prowadzi do optymalizacji tylko Jednego ze sktadnikéw wariancji bdedu
podstawowego. W zwigazku z tym, gdy wartos$¢ wariancji bdtedu przenoszonego
przez model Jest poréwnywalna 2z wartos$cia wariancji bdedu procedury
wzorcowania, konieczna staje sie korekcja wyznaczonego modelu w taki
spos6b, aby prowadzid4a do minimalizacji wariancji b#edu podstawowego a
nie tylko jednej z Jego sktadowych. Zagadnienie to wystepuje szczegdélnie
yyraznie w wielowymiarowych modelach procedur wzorcowania.

Wyprowadzone zaleznosci na wariancje 1 wartosci Srednie btedow
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moga by¢ wykorzystane do dokonywania oceny 1 poréwnywania modeli
radioizotopowej aparatury pomiarowej. Mozna Je roéwniez stosowaé¢ do
oceny wpiywu biteddédw dodatkowych.
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CTATOCTHHECKMHE MOfIEJIM DPOUEflyP KA/IWEPOBKM H norPEUIHOCTH PAZsHoHsoTonHUX
HsMEPMTEJaHUX riPMEOPOB.

PC3 »Me

npeflCTaBlJlieHbi MaTeMaTHsecKne sidbhchmocth He*«y riapaMeTpaMM Hocelie« ooho-
h MHoroMepHbix a cpenwen Be/iMHMHOM m ancnepcnefi ochobhob norpemHocTM
paZIMoMsoTonHbIX MSHepMTellHbIX npM GopOB . UMCnepCHIO OCHOBHOH norpeillHOCTH Ha
atDcoce HsHepM TejiHoro nneopa mo*ho CMwraTb KaK cyMMy iincnepcHM cliyHaWHOw
norpemHocTH BosHMKineH o nepBbtx MlJieHax MaMepHTOJIHOPi uenMM, a TaKxe
[IM cnepcM M cjryMaW Hon riorpemHocTM npou.e<aypu KajiM CpoBKM . B cjiyM ae
HejiHHewHbix MOAeJieM Bcerzja BMcrynaeT cweTeMaTHMecKas omMoxa CcpeziHasi
BejTMHMHa OCKOBHOB norpemHocTM HepaBHa HyjnoD. OdHapyaceHo, hto onTMMaliHasr
Moaejib npouenypw KaliM©poB km He Bceraa BefleT k  hmhmmbJibHOM sejiMHHHe
cjiyManHOH norpemwocTM . nojiyneHbie 3aBmcmmoctm McnonbsoBaHo nna ouohkm
HaTenaTMHecKMX wo/aejieM HecKOjiKMX pa«MOMazoTonHbix MaMopMTejiHbix npMdopoB,
Taxmx Kax MzOTonHbi© BecoMepw m/im a>iloopecueH THue aHaliMsaTopu m MSHepMTenM
TOJIUMHbi nOKpbTTMM.

STATISTICAL MODELS OF CALIBRATION PROCEDURES AND ERRORS OF RADIOMETRIC
GAUGES.

Summary

Mathematical expressions relating variance and mean value of the
intrinsic error with parameters of one and multi-dimensional models of
radioisotope gauges were given. Variance of the intrinsic error at the
model’s output is considered as a sum of variances of random error which
is created in the Tfirst stages of the measuring chain and random error
of calibration procedure. Mean value of the intrinsic error Csystematic
errorD appears always for nonlinear models. It was Tfound that optimal
model of calibration procedure not always corresponds to the minimal
value of intrrinsic error. The derived expressions were applied for
assesment of mathematical models of some existing gauges as radioisotope
belt weigher and XRF analyser and coating thickness gauge.
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mierzona promieniowania elektryczny wyjsciowa

Rys*1* Schemat strukturalny radioizotopowego przyrzadu pomiarowego

Pig.1l. Structural diagram of radiometrie gauge
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Rys.2. Wariancje b#edu przypadkowego i charakterystyki statyczne radio-

izotopowej wago tasmociagowej. Procedura wzorcowania modelowana:
(@) funkcja liniowa, (b) wielomianem 2-stopnia, (c) wielomianem
3-stopnia, (d) funkcja logarytmiczng

Variances of random errors and static characteristics of radio-
isotope conveyer belt weigher. Calibration procedure modelled by:
(@) linear function, (b) polynom of 2-degree, (c) polynom of 3-

degree, (d) logarithmio function.
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Rys.3. Wariancje b#edu przypadkowego i charakterystyki statyczne
fluorescencyjnego grubosciomierza powdok (Cr/Cu). Procedura
wzorcowania modelowana j (&) funkcja liniowa, (b) wielomia-
nem 2-stopnia, (o) wielomianem 3-stopnia, (d) funkcjg loga-
rytmiczng.

Pig-3. Variances of random errors and statio characteristics of XR?
coating thickness gauge (Cr/Cu). Calibration procedure model-
led by i (@ linear function, (b) polynom of 2-degree, (0)-
polynom of 3-degree, (d)- logarithm!o function.
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Wpdyw Funkcji modelujacej procedure wzorcowania na wariancje
btedu przypadkowego »

Model _ j BO+B1JSn+32JPB + 312JSnJPb+B22J Pb
Model 11 : SQ+B1JSn+B12JSnJpb

Influence of modelling function on random errors



