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Maria WRZUSZCZAK

ANALIZA DYNAMICZNYCH WŁASNOŚCI FILTRÓW AKTYWNYCH

Streszczenie» W pracy przedstawiono analizę dynamicznych własności 
filtrów na podstawie odpowiedzi układu na skok jednostkowy napięcia 
wejściowego. Ra przykładzie filtru dolnoprzepuatowego rzędu drugiego 
porównano odpowiedzi na skok jednostkowy uzyskane metodą całkowania 
iterecyjnego wg algorytmu Eulera oraz za pomocą programu komputero
wego wykorzystującego szybką transformatę Fouriera. Przedstawiono 
wyniki obliczeń dla układu z idealnym wzmacniaczem operacyjnym oraz 
z uwzględnieniem niektórych parametrów wzmacniacza operacyjnego.

1. WSTgP
W pewnym miejscu łańcucha przepływu informacji przez system pomiarowy 

powstaje koniecznośó zastosowania filtrów w celu wytłumienia przebiegów 
o niepożądanych częstotliwościach, selektywnego wzmocnienia bądź wytłu
mienia, czy też ograniczenia szerokości pasma przenoszenia. Rozwój sys
temów cyfrowego przetwarzania wyników pomiarów wymaga doboru odpowiednie
go filtru w torze sygnału analogowego (rys.1 ") [1J.

Rys.l. Przykład systemu zbierania danych
Rrzy wyborze typu filtru oprócz charaktery styki amplitudowej i fazowej 

należy braó pod uwagę wnoszone przez filtr zniekształcenia opóźnieniowe 
oraz własności dynamiczne. Sygnałem testującym w dziedzinie czasu jest na 
ogół funkcja skoku jednostkowego. Ha podstawie odpowiedzi filtru na skok 
jednostkowy można określić (rys.2 )«

- opóźnienie filtru J
- czas narastania;
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- czas ustalania (do 1?S );
- wielkość przeregulowania A1 •

- pulsację co j

-  współczynnik tłumienia^lub

Fig.2. Characteristic 
parameters of a response 
to a unit step function
aocording to 1 (the 
steady state level is 
assumed es 1 ),

U— ^ n | eras narastania 
— 9— J czas opóźnienia 
  czas ustalania (do IV.)

Rys.2. Parametry charakterystyczne odpowiedzi na skok 
Jednostkowy wg C U  przy założeniu, że wartość 
ustalona Jest równa Jedności.

Obecnie najlepszym i najtańszym sposobem zbadania przydatności filtru 
zaprojektowanego jest symulacja komputerowa.

2. OBLICZANIE ODPOWIEDZI FILTRU MA SKOK JEDNOSTKOWY
Jednym ze sposobów uzyskiwania odpowiedzi filtru na skok jednostkowy 

jest obliczanie metodą całkowania numerycznego. Elementy gromadzące 
energię zastępuje się ich dyskretnymi modelami - dwójnikami aktywnymi 
[2J składającymi się z rezystancji i źródła prądu lub napięcia stałego 
(rys.3). Parametry modeli przyjmują wartości„dyskretne, różne w kolej
nych krokach h procesu iteracyjnego.

Fig.3. Discrete mcdels of
energy storing elements 
with current source or 
oquivqlent voltage sourca

Rys.3. Modele dyskretne elementów gromadzących energię ze
źródłem prądowym lub równoważnym źródłem napięciowym; 
Ijj» U - wydajności źródeł prądowych i napięciowych obliczone w poprzednim kroku.
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W zależności od użytego algorytmu całkowania numerycznego otrzymuje 
s ię  odmienne wyrażenia na wielkości elektryczne modeli pojemności (ta
bela 1).

Tabela 1
Zestawienie modeli pojemności dla różnych algorytmów całkowania nume- 
ryoznego

m o d e l  
s to w a rz y szo n y  

z  aLgorytm em  E u le r a

m odel 
s t o w a r z y s z o n y  

z  aLgorytm e.m  t ra p e zó w

model 
stowarzyszony  

z  algorytm em L e a r a

L n+1 -M

^-Uń+ir,

l n H

Jn M É L3 C '
\2C, i
TT -

Jest oczywiste, że jeśli w układzie występują tylko pojemności linio
we i zastąpimy je dyskretnymi modelami stowarzyszonymi z jedną z metod 
iteracyjnych, to otrzymamy układ czyste rezystanoyjny. Napięcie na zacis
kach dwójnika zastępczego (rys.3) odpowiadającego pojemności w kroku 
n-tym, czyli w chwili \  » n • h można obliczyć np. metodą potencjałów 
węzłowych. Napięcie wyjściowe układu obliczane jeet dla każdej chwili 
t ■ n • h. Dokładnośó tak uzyskanej odpowiedzi zależy więc od wielkości 
kroku iteracyjnego h, którego wartość maksymalna określona jest wa
runkiem zbieżności i stabilności algorytmu (C2] rozdział 12,13). W dal
szej części przedstawiono odpowiedzi filtru o schemacie jak na rys.4, 
obliczone wg algorytmu Eulera i porównano je z odpowiedzią tego samego 
filtru, wyznaczoną metodą odwrotnego przekształcenia Łaplace'a wykorzys
tującego szybką transformatę Fouriera (3)-

3. ANALIZA WŁASNOŚCI DYNAMICZNYCH NA PRZYKŁADZIE 
FILTRU DOLNOPRZKPUSTOWEGO

Rf Rys.4. Filtr 
dolnopr zepus t owy 
rzędu drugiego

Fig.4»
Seoond-order 
low paso filter
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Rozpatrzmy filtr dolnoprzepustowy o.3Chemacie jak na rys.4. 
Macierz admitancyjna układu jest następująca:

1
Y 1 -  * 1

0 0 0

2 - * 1 W 3C1

CU
X1

-  6C1 0

3 0
-  * 2 V 3V yi 0 -  » i

4 0 -  BC, -  »B 8C1+V » 0 -  V » »

5 0 0 -  » i -  Yf V » i

gdzie:
‘1 - 5 7 " * ę r t  "  i ę

uwzględniono parametry wzmacniacza operacyjnego:

yi ’ j ę
R - rezystancja różnicowa

kuro
- - r r

kuro - wzmocnienie wzmacniacza bez 
sprzężenia zwrotnego

Rq - rezystancja wyjściowa ,

Transmitancja napięciowa dla układu ze wzmacniaczem operacyjnym 
idealnym wyraża się wzorem:
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a oznaczając

«  n “ ' ■ 1 2 )
" f l W 2

( R  + I U ) C  CJ
£ - — L„3....2 ..° (3 )

2

wzór (1 ) przyjmuje postaó:

C O  2
%  id (B) • - 2  S 2_ ,  (4)

8 +a‘ 2^<n+Łn

gdzie u Q - pulaacja graniczna, ^ - współczynnik tłumienia.

Po podstawieniu wartości rezystancji 1 pojemności takich jak podano 
na ry8.4, tranBmitancja filtru

100786,1
Ku , j( s) ■ g i 5 )
u 1Q a +317,4763b+100786,1

U n id - 317,4683

^ id  -  0,5000126

Transaitancja ta (wzór (1)) nie zależy od rezystancji

Tranamitancja napięciowa uwzględniająca parametry wzmacniacza opera
cyjnego jest funkcją wymierną postaci:

B0s2+B,s+B„ , v
K„(a) ■ -2. g 1--- 2. > (6 )

V +V +Ao

gdzie:

A2 “ CiC2t t V yo+yi+ym) + yoyi3 ♦ • U 1+,2)tYi*,i)5

*1 ’ ci l V » o , W V » i ) .+,i V  + C2(W £ * f ( yo+yi+y»> + y°yi3

l o “ o+yi +y«> + +
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b , - y i rV xf ♦ ♦ V i ]

B0 - 1 , ^ » .  “ * i V

a pulsacJa łOq wyraża aię wzorem

2 1 ?0+5i+5m+y0Sl(Rf+R 1+R2 )
w  n " t t t t * .... ;..j ;;

C 1C2R1R2 Jo+Si+JW i Hi +  ̂R7  + R;)<1+y i V
(7)

Po podstawieniu wartości elementów oraz parametrów wzmacniacza ope
racyjnego f i k  741C ( y^ ■ O.S^S, ya <■ 2570 S, yQ « 13,34 mS) obliczono 
współczynniki transmitancjl (6)(po podzieleniu liczDika i mianownika 
przez A2) «

K (a) - 9,59 1 .l0* 9" 2 * 8,81 ‘ ,0“6n + 10°785.6 100785.6B _2 . ■> io< o . .nmoC• ♦ 317,481 S + 100785,2 s*+317,481S+100786,2
( 8 )

Współczynniki przy s oraz a w liczniku aą pomijalnie małe
i trenami tono Ja przyjmuje poataó (8) zbliżoną do tranamitanc ji ze wzmac
niaczem operacyjnym idealnym - wzór (5).

Pulaaeja i współczynnik tłumienia dla tranamitancji (8) wynoszą

Ob.n - 317,4684 0,5000201.

2miana pulaacji granicznej i współczynnika tłumienia po uwzględnieniu 
parametrów wzmacniacza operacyjnego Jest niewielka (zależność (9),(10)), 
zupełnie niezauważalna w odpowiedzi układu na skok napięcia wejściowego!

l « a - u n ld) 10°*   E-=S  - 0,0000356 (9)
^  n id

<5- W  100* 0,0015« (10)
V d

Wyniki tego samego rzędu((9), (10)]̂ uzyskano dla innyoh wartości rszyetan«
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cji Nie popełnia się więc praktycznie błędu pomijając paramet
ry wzmacniacza operacyjnego. We wzorze (6) na tranamitanoję napięciową 
występuje admitancja Ŷ , ■ ale odpowiedź na skok jednootkowy prakty
cznie nie zależy od Rf przyfzmlanach Rf od 0,1 JL do 100 kJlzgodnie 
z oczekiwaniami.

a . e e e  o . e a s  e . o t o  o . a i s  0.020 e . 0 2 s  0. 030 0. 035 0.040 0. 045

Czas tlsl

Rys.5. Odpowiedź układu na skok napięcia wejściowego 
COn - 317,4684 £|4, 0,5

Ha rys. 5 przedstawiono odpowiedź układu z rys. 4 , o transnitancji 
danej wzorem (8), uzyskaną metodą odwrotnego przekształcenia Laplace'a, 
z wykorzystaniem szybkiej transformaty Rouriera.
Z wykresu można odczytaói 

czas naraetaniat 5 ms 
czas opóźnienia« 4 ms 
czas ustalania« 37 ms 
przeregulowaniet 0 ,1 5 V.

Wielkości te, i pozostałe opisane w pkt. 1, można dokładniej określió 
Da podstawie wydruków liczbowych.

Rys. 6 przedstawia odpowiedzi filtru dla różnych wartości współczyn
nika tłumienia ^ , zmienionego poprzez R 1 ( równoczesna zmiana pulsacji 
granicznej W n).
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Czas t Isl

Rys.6. Odpowiedź układu na skok jednostkowy dla: 
a 0,47 U n » 454,54 R - 20 k A
b 0.5 con » 317,47 R1 * 41 kil
o ^ - 0,62 con - 203,27 R 1 - 100 kil

Dla tego samego układu obliczono odpowiedź na skok jednostkowy meto
dą całkowania numerycznego wg algorytmu Eulera ( h ■ 10”4s). Uzyskano 
bardzo podobne przebiegi (rys.7, tabela 2). Dla porównania obliczono 
również odpowiedź układu o transmitancji (5)korzystając z tablicy trans
format ( kolumna II, tabela 2).

Tabela 2.
Zestawienie odpowiedzi filtru obliczonych różnymi metodami t 
U^y^t) - wg tablicy transformat Laplaoe,a j U ^ 2(t)- wg algorytmu 
Eulera | t) - za pomocą programu "LAELAC"

t Uwy 1 t.v] uw 2 (t)[v] U«y3
[ma] a t> c

1 ' " * s “ — '
1 0,049 0,048 0,052
2 0,163 0,164 0,166
3 0,318 0,317 0,322
4 0,472 0,486 0,4936
5 0,657 0,652 0,663
6 0,806 0,801 0,815
7 0,936 0,926 0,943
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c.d. tabeli 2

8 1,034 1,022 1,041
9 1,103 1,090 1,109

10 1,143 1,132 1,151
11 1,161 1,151 1,167
1 1 ,6 1,163 1,154 1,170
12 1,162 1,152 1,168
13 1,145 1,141 1,153
14 1 ,1 2 2 1 ,1 2 0 1,130
15 1,095 1,095 1 ,10 2
16 1,068 1,069 1,074
17 1,041 1,044 1,048
18 1,019 1,023 1,026
19 1,000 1,005 1,007
20 0,987 0,992 0,994

Wyniki te, przedstawione na rys. 7 pozwalają stwierdzić przydatność 
wBzyetkich trzech opinanych metod do wyznaczania odpowiedzi czasowych 
układów. Rysunek 8 przedstawia fragment rys.7 w powiększeniu.

Czas t Isl

Bjs.7. Przebieg Uw y 3 ^  w® 2 *
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i . 12 

i .10

1 . 0 0  

1 . 0 6

1 .04

0.008 0.010 0.012 0.014 0.016
Czas t Isl

Kapięoio Uvryi{^ ( * ? ®*7»tabela 2) sapiaane dla treuaoaitanc 1 na 
podetawie tablicy transformat, wyraża się wzorem*

V i ( f } "  ^ n t  *  ~ 6 1 0  t s  r f f ^ + 1 [ u )

Można wyprowadzić wzory na pulsację graniczną filtru oraz współczynnik 
tłumienia*

gdziet - dwa kolejne maksymalne przeregulowaniaj
T - czas między dwoma kolejnymi przeregulowaniami.

Można więc te wielkości obliczyć na podstawie odpowiedzi czasowej fil
tru drugiego rzędu, nie znając analitycznego wzoru tranamitancji.
4. WHIOSKI

Odpowiedzi czasowe filtru obliczone trzema różnymi sposobami różnią 
się niewiele. Jeżeli przyjąć przebieg Uwyjtt) jako wzorcowy, to napięcie 

różni się maksymalnie o 0,6%, a napięcie Uwy2 (t) o 1%. Kolejne 
przeregulowania występują dla tych samych chwil czasu t - 11 ,5 3 9 5 me . 
Uwzględnienie parametrów wzmacniacza operacyjnego nie wpływa na odpo
wiedź filtru.

rys.7 
scalę 

J___________
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ANALYSIS OF DYHAKICAI PROPERTIES OF ACTIVE FILTERS

S u m m a r y

The analysis of dynamic properties of filters is presented in the pa
per performed basing on the circuit response to input unit step funo- 
tion. For an example of a second-order low-pass filter the responses 
obtained using iterative integrating method based on Euler algorithm 
and using FFT-calculating computer program are compared. The results 
calculated for a case of an ideal and non-ideal amplifier are discussed.

AHAJIH3 ÆHHAMMECKHX CB0ÜCTB AKTMBMX $ME>TPQB 

P e 3 D a  e

B p atíoT e npeflCTaBJieH aHaJiH3 flHHaMznecKHX c b o & o tb  $ h jtb tp o b  u a  ooHOBa- 

HHB 0TB6T0B Ha efiHHHVHHñ CK8 H0K HanpHXeHHH ( XeBHCaÜRa ) .  Ha npHMepe HH3C- 

HevacTOTHoro <pHJn>Tpa n o K a3aHH p e 3yjiBTaTH  cpaBHeHHH oTB eTa cucTeMH Ha B 03-  

hyn^EDjKe B03R e2 cTBHH, nojiyneriH  m std^om  vHtmeHHoro HETerpapoBaHEH no a j i r o -  

p a ray  S iu iep a  h  nporpaM M y o  S h ctd h m  IIpeoÓ pa30BaHHe $ypi> e. npejtCTasjieHH p e - .  

syjEbTaTH jy ra  o h c tc m h  c  nneajiŁHHM onepam ioHm iM  yotuniTejieM  a  T a s s e  c x e -  

!,!H o HSKOTopuMK napaMSTpaMH onepannoH H oro ycm rH TejiH .


