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ZASTOSOWANIE METODY ELEMENTÓW BRZEGOWYCH DO ROZWIĄZYWANIA 
PROBLEMU DIRICHLETA DLA DWUWYMIAROWEGO RÓWNANIA LAPLACE*A

Streszczenie. W pierwszej części pracy sformułowano problem Di- 
richleta dla dwuwymiarowego równania Laplsce’a w postaci równoważ
nego układu równań całkowych pierwszego rodzaju opierając się na 
teorii potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej. Zgodnie z 
ideą metody elementów brzegowych dokonano aproksymacji potencjału 
logarytmicznego zadanego na dowolnych konturach. Elementy macierzy 
otrzymane w wyniku aproksymacji wyrażono w postaci kombinacji funk
cji standardowych zależnych od współrzędnych punktów węzłowych kon
turów. Otrzymano w ten sposób ogólną procedurę dla numerycznego roz
wiązywania pól elektrycznych w układach dwuwymiarowych.

1. Sformułowanie problemu Dirichleta dla dwuwymiarowego równania 
Laslace’a w postaci równoważnego równania całkowego pierwszego 
rodza.iu

Obecnie dużo uwagi zwraca się na rozwiązywanie pól elektrycznych quasi- 
- statycznych metodą równań całkowych. Szerokie zastosowanie tej metody 
podyktowane jest wieloma zaletami, z których główna polega na możliwości 
obliczenia pola w nieograniczonej przestrzeni. Do innych zalet należy rów
nież zaliczyć możliwość konstruowania najbardziej prostych i ogólnych pro
gramów, pozwalających obliczyć pole elektryczne przy dowolnych kształtach 
powierzchni granicznych z rozdzielenia ośrodków, jak również możliwość 
otrzymania rozwiązań zagadnień polowych w przejrzystej zwartej formie, 
tj. w postaci potencjałów [4, 10, 13, 14j.

Do obliczenia pól elektrycznych generowanych przez naładowane przewod
niki bardzo często wykorzystuje się równanie całkowe pierwszego rodzaju 
[?> 8]. co zapewne podyktowane jest bezpośrednim stosowaniem potencjałów 
warstwy pojedynczej ładunków.

Dwuwymiarowy model pola elektrycznego można stosować w przypadku roz
patrywania układów przewodów prowadzonych równolegle względem siebie oraz 
przy założeniu, że odległości między przewodami są dostatecznie małe w po
równaniu z ich długością.

Z praktycznego punktu widzenia zewnętrzny problem Dirichleta dla dwu
wymiarowego równania Laplace’a ma bardzo duże zastosowanie. Poszukiwanie
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rozwiązania tego problemu będzie prowadzone w postaci potencjału logaryt
micznego warstwy pojedynczej.

, 2Niech na płaszczyźnie R dany jest układ D ^ i  = 0, 1,...N) rozłącz
nych obszarów ograniczonych jednospójnych, których brzegi fc1' są krzywymi 
zamkniętymi klasy C1. Poszukuje się rozwiązania V(X) zagadnienia Di- 
richleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’as

N
AV(X) = 0 dla X£R2 - [J Dj (1)

i=0

z warunkami brzegowymi

V(X) = V1 dla XeE.1 (i = 0, 1, 2 N) (2)

znikającego w nieskończoności w postaci potencjału logarytmicznego warstwy 
pojedynczej:

Np

v ( x )  = m ,  2  $  6 k ( Y ) m  [ T k r l d l Y = ^  f 6 ( Y ) l n [ i w ] d l Y ( 3 )
k=0 l L J

gdzie:
1 N_

- C u  Z ••• c p ,
1 / 2

| XY | =* ™ y-j) + (x2 ™ ^2^ J *

dly - miara konturu £ ze względu na współrzędne punktu Y.

Ażeby jednak potencjał określony wzorem (3) znikał w nieskończoności po
trzeba i wystarcza, aby Jjb]:

Np
f 6(X)dlx = f 6 k (X)dlz = 0. (4)
C k=° tk

Łatwo zauważyć, że w przypadku gdy punkt X zmierza do nieskończoności 
(rys. 1) to funkcją V(X) zmierza do zera (wynika to z występowania ekra
nu).
W przypadku braku ekranu podczas badania pola elektrycznego linii
trójfazowej zakłada się dodatkowo, że rozłączne obszary znajdują się 
w półpłaszczyźnie x2 >  0 (rys. 2).
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.Xf

Rys. 2. Obszary w okładzie współrzędnych x1 0 x2 
Pig. 2. The Di regions in the coordinate systea x1 O
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W tym przypadku warunki brzegowe (2) pozostają bez zmian, natomiast dla 
x2 = 0 przyjmuje się potencjał V(x1, x2) równy zeru:

V(xr  0) = 0 . (5)

Kozwiązanie tak postawionego zagadnienia Dirichleta dla dwuwymiarowego 
równania Laplace*a można otrzymać stosując metodę obrazów elektrycznych 
względem prostej x2 = 0. N
Należy więc tak określić funkcję 6(Y) na brzegu fc = £°u Ł1u...utp, aby 
potencjał V(X) spełniał warunki brzegowe (2) (i ewentualnie (5) w przy
padku braku ekranu £°), a na to potrzeba, by spełniony był następujący 
układ równań całkowych pierwszego rodzajus

NP
i Ś J  6k(y1* y2>ln - T - -   -= T  dlY - 2Łv1«n k=0 tk l/(y1-y1)2+(y2-x2)2

(6)

X(x^, x2) , 1 - 0, 1, 2,•••NP
(w szczególności Np = 3).

Znajomość rozkładu gęstości powierzchniowej ładunków zapewniających sta
łość potencjałów na konturach pozwala, zgodnie ze wzorem (3), na roz-
wiązanie równania (1) z warunkami brzegowymi (2).

Przyjmując dla operacji całkowej typu potencjału logarytmicznego ozna
czenie:

NP
Y l  .  .  i  g  /  e ‘ m i »  [ ^ ]  a i ,  <7 )

można układ równań całkowych(6) przedstawić w zwartej postaci operatoro
wej:

Y L 6 = W (8)

gdzie:
W = 2LV1 dla XeC1 (1 = 0, ).

Problem Dirichleta dla dwuwymiarowego równania Laplace’a jest równoważny 
rozwiązaniu równania (8) z operacją liniową określoną wzorem (7)*

Jak łatwo zauważyć, operator (wzór (7)) jest operatorem liniowym 
i do badania równania (8) można zastosować teorię Banacha z analizy funk-
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cjonalnej [jl, 9^« W zagadnieniach elektrostatyki dziedzina i przeciwdzie- 
dzina operatora Y ^  sa przestrzenie funkcji rzeczywistych współrzędnych 
punktu X, np. przestrzeń funkcji ciągłych C, całkowalnych L1 i całkowal
nych z kwadratem Lg odpowiednio na powierzchni S i konturze t. Jeżeli 
jednak rozpatrywać pole elektryczne ąuasi-statyczne sinusoidalnie zmien
ne, wówczas należałoby dziedzinę i przeciwdziedzinę operatora Y ^  rozpa
trywać w przestrzeniach zespolonych funkcji punktu na konturze , np. w 
przestrzeni funkcji całkowalnych z modułem L* lub z kwadratem I*. Jak 
wiadomo z analizy funkcjonalnej, rozpatrywane przestrzenie C*, L*, L* 
sa przestrzeniami Banacha Ql].

Jadro operatora całkowego (7) ma słaba osobliwość w przypadku, gdy punk
ty X i Y pokrywają się. Jeżeli jednak operator Y^ jest określony w prze
strzeni funkcji 6 całkowalnych z modułem (6eL*), to - jak wiadomo z teo
rii potencjału [10] - operatory te przyjmują wartości przestrzeni funkcji 
ciągłych C* odpowiednio na konturach C.

Można wykazać, że operacja Y ^  jest ograniczona z C* w C*,a jako 
taka jest ciągła. Ponadto dowodzi się £8], że liniowa operacja Y L jest 
równocześnie operacją ograniczona z Lg (f) w L* (t).
Operacja Y ^  zdefiniowana wzorem (7) spełnia warunek:

Y l6 o 0 6 = 0 .  (9)

Warunek (9) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby operacja 
liniowa Y l była odwracalna. Z warunku (9) wynika jednoznaczność rozwią
zania (8), [i, 73.

2. Aproksymacja operatora całkowego

Konstrukcja układów równań całkowych, sformułowana w punkcie 1 jako 
równoważna problemowi Dirichleta dla równania Laplace’a, bazuje na opera
torach całkowych typu potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej. Przy
bliżone rozwiązywania tych układów równań całkowych wymagają określenia 
operacji przybliżonych do operacji podanych wyżej tak, ażeby normy tych 
operacji w Lg różniły się możliwie mało.

Do aproksymacji potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej zadane
go na dowolnym konturze zastosowana będzie aproksymacja ładunków w opar
ciu o funkcje sklejane.

Centralnym zagadnieniem w przybliżonym rozwiązywaniu układu równań 
całkowych pierwszego rodzaju (6) jest aproksymacja potencjału logarytmicz
nego (7). W aproksymacji tej należy przede wszystkim dokonać podziału kon
turów Ł k na elementy i dla każdego z nich wybrać odpowiednia funk
cję aproksymującą Wykonując następnie całkowanie po każdym z ele-
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* wmentów Cj i sumując uzyskane wyniki, otrzymujemy operację orzybliżoną 
operacji (7). Jeżeli kontury są zadane w postaci parametrycznej i wy
nik całkowania po da się przedstawić w postaci kombinacji funkcji
standardowych, to tzw. funkcje kształtu można przedstawić w postaci goto
wych wzorów. Otrzymanie gotowych wzorów jest tym trudniejsze, im wyższy 
jest stopień funkcji aproksymujących. W takich przypadkach należałoby sto
sować całkowanie numeryczne.
Jeżeli jednak punkt X6c^, to całka po elemencie jest całką niewłaś
ciwą i jej numeryczne obliczenie jest utrudnione.
Ponieważ jednak całki te decydują o dokładności aproksymowanego operatora 
T/̂ , należy je wyznaczyć możliwie najdokładniej metodami analitycznymi.

Jeżeli kontury przewodów nie są zadane analitycznie, lecz w posta
ci ciągu punktów Y^(i = 1, 2,...,Nk) (k = 0, 1,...,N ), to w konstrukcji 
operacji bliskiej dla operacji (3) należy również dokonać aproksymacji 
konturów.

Formalnie rzecz biorąc, całkowanie po elementach Gj można dokonać 
jakąkolwiek metodą kwadratury [̂ 11] - Jednakże przy całkowaniu na dużych 
odcinkach metody te dają duże błędy. Są one uwarunkowane słabą osobliwoś
cią jądra operacji typu potencjału logarytmicznego 'V̂ , które maleją dosta
tecznie szybko przy oddalaniu się od rozpatrywanego punktu.

Zwiększenie dokładności aproksymacji potencjału (7) może być osiągnięte 
przez zastosowanie tzw. funkcji sklejanych do aproksymacji funkcji gęstości 
ładunków 6^(X) na elementach podziału konturów [jf].

2.1. Potencjał logarytmiczny warstwy pojedynczej zadanej na dowolnych 
konturach

Punktem wyjścia dla dyskretyzacji potencjału logarytmicznego jest
określenie dla zadanych punktów Y^e^ii = 1, 2.....Nk ) poszczególnych
konturów przewodów, funkcji aproksymujących kształt tych konturów..IrNajprostsza aproksymacja danego konturu C polega na zastąpieniu go

kkrzywą łamaną składającą się z odcinków łączących sąsiednie punkty YŁ 
podziału konturu fck. W ten sposób zbiór punktów (y1t y2) konturu 
został zastąpiony zbiorem punktów (rys. 3)*

\c? ■ U «i,,
i=1

gdzie:

, i= {(y 1 *y2 >sy 1=y 1, i+ (yi', +1 “y1, i y2=y2, i+ <*2, i+1 "*2, i>£*

(1 1)
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X2

— ►
X1

Rys. 3« Oznaczenie wektorów wodzących 
Fig. 3- Designation of the radius-vectors

Tak przedstawione funkcje sklejane pierwszego stopnia (11) interpolujące
współrzędne y*^, yk ± punktów Yk £ « k (i = 1,2.... Nk ) (k = 0,1,...W )
są dane jednoznacznie £5].

W przypadku interpolacji konturów fck w postaci zbioru (10) funkcje 
gęstości ładunków będą aproksymowane funkcją sklejaną stopnia pierwszego 
interpolującą dane wartości 6 k w punktach podziału Yk konturu C k. 
Podobnie jak we wzorze (11) w zapisie funkcji interpolującej zastosowany 

l będzie parametr tj.s

=<6 ^ + (6^+1 - 6*)£ dla (y1,y2)elC^ti 0 <  £ <  1

0 dla (y1.y2)4^, i ( 1 2 )
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gdzieś
= 6 (Yj_) - gęstość ładunku w punkcie podziału Y^ konturu zwana 

zmienną węzłową.
Uwzględniając podstawienie (11) na współrzędne y^, y2 występujące w ją
drze operacji (7) oraz zgodnie z oznaczeniami podanymi na rys. 3 otrzymu
je się:

ta pL-r - 4 in   1 (13)
n I Yi*i+i I V+2 [(̂ î - (YiYi+i )]̂ +lXYi I2

dla I 6 t f  ,* 9 i
gdzieś

XYi ■ (y1,i ‘ X1} *1 + (y2,i " x23 ^2 (14)

Y i Yi+1 “ <y1,i+1 " y1,i> k1 + <y2+1 " y2, i3 k2 (15)

Dla przyjętej interpolacji (10) konturów £ k i aproksymacji funkcji gę
stości ładunków (12) oraz zgodnie ze wzorem (13) operacja określana
wzorem (7) przyjmie postać przybliżoną;

^-kZ Z i łl̂ J[«i
k=0 i«1 0

x in  ̂ 1 ■ 1 ■ d£ . (16)

i  y F ? + i  \ \ z  +  2  [ ( x i 3  • ( y i  y i + i  3] 4 + i x Y i  i 2

Dyskusję całki występującej we wzorze (16) jako funkcji współrzędnych 
punktu X można ograniczyć do następującej całki;
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Całkę (17) można obliczyć stosując całkowanie przez części w zależności 
od usytuowania punktu X o współrzędnych (x1, Xg).

Jeżeli punkt X(x1, xg) nie leży na elemencie ̂  to całka (17) wyra
ża się wzorem W*(X) _ a£(X)6^ + b*+1 (X)6^+1 , (13)

gdzie:
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Jeżeli punkt X leży na elemencie C 1 if to obliczenie całki (17) 
znacznie się upraszcza, należy jednak zauważyć, że staje się ona całką 
niewłaściwą, gdyż dla O ś ^  4  1 wyrażenie występujące pod logarytmem 
przyjmuje dla pewnego £ wartość zerową. Zbieżność tej całki wynika z 
ogólnego twierdzenia [jo] dotyczącego potencjału logarytmicznego.

Jeżeli punkt X(x^, x2) leży na końcach elementu £ k ^ (tj. *-y{, y*+1), 
to całka (1 7) wyraża się wzorami:

W^(Y^) sr a£(Yk )g£ + bi+1(Yi) 6k+1 (21)

gdzie:

ak (Y*) = i | y| | +1 |. 4  In | Yfif+11 + f ) (22)

b^+i (Yk ) = 1 |Y^Yki+1 |*<- \ ln|YiYi+1 I + ł>

oraz:

Wi (Yi + 1 ) = a i + 1 (Yi + 1 ) 6 i  + b i+1 (Yi+1 ) 6 i+1 ( 2 4 i
gdzie:

ai<Yi +i> -  h I*1*1+1I <-1 ^ l Yi Yi +i I + 1) <25)

*1+1 <3+1 > ■ siYiYi+ll*(- \ H33+1 I + i-  <26>
Uwzględniając wynik całkowania (17) we wzorze (16) otrzymuje się:

NP Nk Np Nk
Y Lp6 - e  S [ ai(x)6i + bi+i(x)6i+J  - S  S ° i (x)6i (27)

k=0 i=1 k=0 i=1

gdzie:

ck (X) = ak (X) + bk (X) . (28)

W ten sposób otrzymano ogólne wyrażenie (27) na operator przybliżony dla
operatora typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedynczej (7). Funkcje 
kształtu ck (X) dla tego przybliżenia wyrażają się poprzez funkcje ln, 
arctg o argumentach będących funkcją iloczynów wektorowych oraz skalarnych 
na odpowiednich wektorach (14), (15). Ta ogólna procedura obliczania 
sprowadza się tylko do podania współrzędnych punktcw Y^ podziału kontu-
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rów C*1 (k=0,1, oraz odpowiadających im zmiennych węzłowych 6^ bę
dących gęstością ładunków w rozpatrywanych punktach, ażeby zgodnie ze wzo
rami (27), (28), (19) i (20) otrzymać potencjał logarytmiczny w dowolnym 
punkcie.

3- Algebraizac.ia układu równań całkowych pierwszego rodza.iu

Zastosowanie metody elementów brzegowych pozwala na dyskretyzację ukła- 
( dów równań całkowych sformułowanych w rozdziale 2. Stosując mianowicie 
i aproksymację operatorów całkowych, występujących w tych równaniach, doko- 
i naną w punkcie 2 na bazie elementów brzegowych oraz zapisując te układy 
3 równań całkowych w tylu punktach, ile jest zmiennych węzłowych ustalonych 
( do aproksymacji tych operatorów, otrzymuje się algebraiczne układy równań 
1 będące przybliżeniem układu równań całkowych.

Przybliżając operator typu potencjału logarytmicznego warstwy pojedyn- 
c czej (punkt 2, wzór (27)), a następnie zapisując układ równań (6) w tylu 
I punktach X = Y^, ile jest zmiennych węzłowych (najwygodniej jest wybrać 
1 te punkty Y^, które posłużyły do przybliżenia operacji V L (7)), otrzy- 
nmujemy następujące przybliżenie równania całkowego układem równań linio- 
vi wych:

Hk
X  Ci(Yj)f3i = 2Evl (1=°,1. —  .Np) (29)
1=1 (1-1,2,...,^).-

U Układ (29) należy do źle uwarunkowanych, tj. nieduże odchylenie elementów 
mmacierzy c¿(Yj) prowadzi do znacznych odchyleń w elementach macierzy od- 
wwrotnej. Paradoksalność sytuacji przy rozwiązaniu układu (29) polega na 
t tym, że im mniejsze elementy podziału konturów tym większy może
b być błąd rozwiązania przy stosowaniu niedokładnych metod przybliżenia ope- 
r ratora (np. stosując całkowanie numez^rczne ). Praktycznie rzecz biorąc, 
n należy przyjąć dostatecznie gruby podział konturów, natomiast dostateczną 
d dokładność rozwiązania należy zabezpieczyć dużą dokładnością w obliczeniach 
w współczynników (Yj) układu (29). Otrzymane w pracy wzory na elementy 
CC* (y!) macierzy układów równań (29) zapewniają zachowanie dokładności ob- 
1 liczeń, co potwierdza poniższy ekspezyment numeryczny.

N,PE
k=0
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4» Obliczenia testu.iace

Opracowany algorytm przetestowano na przykładzie obliczeniowym dla da
nych z rys. 4, tj. dla przewodnika umieszczonego wewnątrz ekranu. Do obli- 
czeń przyjęto*

R.j = 0,2 m

Rg = 0,4 m

~ liczba punktów węzłowych podziału
Kg = 16 przewodów
V 1 * 10000 V

v2 = 0 V

k=1,2 - numery przewodów
1=1,2,...,16 - numery punktów węzłowych

“ punkty węzłowe podziału konturów przewodów.

Rys. 4. Aproksymacja konturów układu dwóch współśrodkowycb przewodów szes-
nastokatem foremnym

Fig. 4. Approximation of the circuit of two concentric conductors with
a regular sixteen,
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Dla dwóch współśrodkowych przewodów walcowych rozkład składowej Er 
wektora natężenia pola elektrycznego (R1 ś  r <  Rg) dany jest dokładnym 
wzorem analitycznym:

V. - v2
ir   JT- • (30)

r ln 57

Natomiast potencjał V(r) dla R1 ^  r R,
R2 

ll> r̂V(r) = (V, - V2)  g- .
ln Iff

Obliczenia zrealizowane wg algorytmu (29) na minikomputerze IBM porówna
no z obliczeniami otrzymanymi na podstawie wzorów analitycznych (30) i (31)» 
liyniki obliczeń składowej normalnej wektora natężenia pola w punktach wę
złowych podziału konturów Y* zestawiono w tabeli I.

Tabela 1
Porównanie rozkładów natężenia pola na powierzchni przewodów o danych 
z rys. 4 obliczonych zgodnie z algorytmem (29) oraz w oparciu o wzór ana

lityczny (30)

k=1,2
E (Y?) 
n 1 1-1,2,.. .,16

En (r) 
wg wzoru (30)

Błąd względny 
. B (r)-E (Y^)|

5 (r^ [‘ 100iä

V
m

V
m %

Bd (yJ) = 72613,396 

dla

En (R1) = 72139,662 0,66

En(Ŷ ) = 36058,288 

dla 1=1,2,...,16

En (R2) = 36069,831 0,03

wyraża się wzorem analitycznym:

(31)
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5* Uwagi i wnioski

Opracowany algorytm do numerycznego rozwiązania układu równań całkowo- 
-brzegowych pól elektrycznych pozwala wyznaczyó rozkłady natężenia pola 
elektrycznego na powierzchni przewodów (6 = &En ) jako wynik bezpośrednie
go rozwiązania układu równań algebraicznych (29).

Wyznaczone w pracy ogólne wzory (28) na funkcje kształtu C^(X) pozwala
ją zgodnie ze wzorem (27) wyznaczyć potencjał, a tym samym wektor natęże
nia pola elektrycznego w dowolnym punkcie X rozpatrywanego układu. Ponadto 
wyrażenie funkcji C^(X) jako współrzędnych punktu X poprzez kombinację 
funkcji standardowych wyeliminowało potrzebę wielotysięcznych odwołań do 
procedury całkowania numerycznego na poszczególnych elementach brzegowych, 
co w bardzo istotny sposób skróciło czas obliczeniowy oraz zapewniło bar
dzo dużą dokładność generacji macierzy dyskretyzującej operator całkowy, 
co z kolei jest warunkiem koniecznym efektywności stosowanej metody.
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MPJMEHEHHS M ETOM  KPAEBNX 3JIEMEHT0B JOIH PEfflEHHH IIPOEJIEMH flHPHXJIE 
lUJIH ^ByXMEPHUX yPABHEHHii jlAHJIACA

P e 3 ¡0 u e
B pafioie b ee nepaoS naciH, cq&opuyjiiipoBaHa npoCxeua .JhipHxxe Ran RByx- 

MepHoro ypaBHeHHa Jlamaca b bhas paBHOcroibHoit cHcxeim HHxerpo—KpaeBux pe- 
meHHii 1 po^a onapaacb ua leopaa aorapaijaiHaecKoro noreHqaaJia npocxoro cxoa. 
CorJiacHO a^ea Me T OaS Kpaestoc sjreueHXOB A a Ha annpoKcaaauaa aorapH$UHaecKoro 
noieHuaaaa 3a#aHHoro Ha npoii3BOJibHtfx KOHxypax. 3aeaeHTbi iiaTpauu nojtyaeHae 
b pe3yjibTaie annpoKcauaiiaH npe^cTaBjiaKTca b b u r q KouOaHauaa cxaHxapiHux 
(pyHKnafl 3aBacanux ox KoopsHHai ysaoBux xoaeK KOHiypoB. Taaau o6pa30M nojiy- 
aeHa oCnap npone^ypa AJist aacaeHHoro pemeHHH aaeKipHaecKax nojiefi b AayxMep- 
hhx ypaB Hehhhx •

APPLICATION OP THE BOUNDARY ELEMENTS METHOD POR SOLVING THE DIRICHLET 
PROBLEM OP THE TWO - DIMENSIONAL LAPLACE EQUATION

S u m m a r y

The Dirichlet problem for the twordlmensional Laplace equation has 
been formulated on the basis of the theory of singular layer logarithmic 
potential in the Part I of the work in the form of equivalent set of the 
first kind integral equations.
In accordance with the idea of the boundary elements method an approxi
mation of the logarithmic potential given along some arbitrary contours 
has been done.
Elements of a matrix obtained in consequence of the approximation have 
been shown in the form of a combination of standard functions dependent 
on the coordinates of the contour nodes.
A general procedure for solving numerically two-dimensional electric 
fields has been obtained in this way.


