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Streszczenie. W pracy zdefiniowano wskaznik jakosci pradéw od-
ksztatconych odbiornikéw wielozaciskowych ustalajacy kompromis po-
miedzy oceng strat mocy czynnej na doprowadzeniu do pojedynczego
odbiornika i1 oceng odksztakcen (zawartosci wyzszych harmonicznych)
pradéw odbiornika.

Wskaznik ten zdefiniowano jako kwadrat normy pewnej specjalnie
skonstruowanej przestrzeni Sobolewa.

Rozwigzano problem minimalizacji tego wskaznika przy ogranicze-
niu_réwnosciowym dotyczacym doprowadzenia zadanej mocy czynnej do
odbiornika.

Nastepnie przeprowadzono rozkdad pradéw odbiornika wielozacisko-
wego na cztery wzajemnie ortogonalne skdadniki, podajac ich inter-
pretacje fizykalna.

Wprowadzono nowe definicje mocy wigzace sie z uzyskanym rozkdadem
ortogonalnym pradéw odbiornika.

1. Wstep

Zagadnienie sygnalizowane w tytule niniejszej pracy byto juz czesciowo
podejmowane w pracach [B], [J>]t ian ocena ta polegata na znalezieniu pra-
du minimalizujacego straty na symetrycznym doprowadzeniu mocy czynnej P
do odbiornika wielozaciskowego tzn. - kazdemu z przewodéw doprowadzajacych
t moc przyporzadkowana byta rezystancja AR (z wyjatkiem przewodu zero-
wego o rezystancji zerowej) i straty te zwigzane bylty z ww. rezystancjami.
Oprécz wspomnianego minimalizujacego pradu wyrdéznione byly jeszcze dwa lub
trzy dalsze, dajace w sumie catkowity prad odbiornika. Prady te sa wobec
tego niepozadane (oczywiscie oprécz pierwszego przenoszgcego moc c€zynna)

i nalezy z kolei zastanowi¢ sie, czy i jakimi sposobami mozna je skompen-
sowa¢. Funkcje (macierzowe) tych pradéw bydy elementami pewnej przestrzeni
Hilberta [1£(0;T). Byty one parami ortogonalne i1 kazda z nich posiadata
okreslong interpretacje fizykalng. Minimalizowany funkcjonak, oceniajacy
jJakos¢ pradu, miat jako swg dziedzine zbidr tworzacy przestrzen LNOjT)-

Jednak oprécz strat zagadnieniem istotnym jest odksztalcenie pradu po-
bieranego przez odbiornik, poniewaz w sieci, ktéra nie moze by¢ traktowana
jako napieciowo sztywna, prad taki powoduje wzrost odksztalcehn napiec¢ za-
silajacych inne odbiorniki. Wida¢ wiec, ze na razie w obrebie jednego od-
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biomika nalezy znalezé jaki$ v/akaznik, ktéry ocenialby jednoczesnie za-
réwno odksztakcenie pradu, jak i straty wystepujace na doprowadzeniu don
nocy czynnej. Obserwujac naszkicowane tu rozwigzanie poprzedniego zagad-
nienia, dochodzimy do przekonania, ze ze wzgledu na pozadang ortogonal-
nos¢ rozkdadu funkcji pradéw powinnismy umiejscowi¢ je rowniez w pewnej
przestrzeni Hilberta, na ktérej z kolei bedzie zdefiniowany minimalizowa-
ny funkcjonat (omawiany problem, dla odbiornikéw dwuzaciskowych, zostat
przeanalizowany w pracach £4], [V])- Przestrzen ta powinna by¢ na tyle
podobna do przestrzeni L~N(0}T), by dato sie ujaé wspomniane zagadnienie
strat oraz dysponowa¢ pewnymi wspodczynnikami pozwalajacymi na uzyskanie
kompromisu pomiedzy oceng strat 1 odksztaktceniami pradu. Poniewaz kolejne
pochodne funkcji pradu uwypuklaja wyzsze harmoniczne, wiec wydaje sie, ze
proponowana ocena moze by¢é dokonywana za pomocg wzoru:

2>r Z TS <fir)<t))2dt - 1«
r=0 <=1 0

gdzie wskaznik o numeruje zaciski wejsciowe odbiornika (rozpatrujemy
n6N takich zaciskéw), wskaznik reii jest rzedem pochodnej funkcji

= oraz o, 0. Za wyborem takiego wzoru przemawia
dodatkowo fakt, Zze funkcje (lub tez ich pochodne) roézniace sie na zbiorze
miary Lebesque’a zero nie sg metrologicznie rozréznialne. Oczywiscie trze-
ba teraz sprecyzowa¢, dla jakich funkcji f wzér (O ma sens. Doprowa**
dzi nas to do definicji pewnej przestrzeni Hilberta - mianowicie do prze-
strzeni Sobolewa, a whkasciwie do catej ich rodziny ze wzgledu na dobér
ciggow 'Koraz liczb 1, a wzér (1) bedzie okresla¢ ich normy.

Nie bedziemy teraz rozstrzyga¢ zagadnienia, czy przestrzenie te z punk-
tu widzenia wymienionych zamierzen posiadaja konkurentki. ".Tydaje sie nato-
miast, ze przedstawione argumenty wystarczajaca motywujga ich rozpatrywa-
nie. Przystapmy wiec do formalizacji zagadnienia.

2. Konstrukc.ia pewnych przestrzeni Sobolewa

Zakbézmy, ze dany jest odbiornik przedstawiony na rys. 1.
Poniewaz rozpatrujemy jeden stan napieciowo-pradowy odbiornika opisany

para funkcji macierzowych *u=(ul,...,un), i=(il,...,in), wiec jest rze-
cza obojetng, czy gdyby dopuscié¢ do rozwazan ir.no jego stany bytby on li-
niov/ym czy tez nie. Istotne jest, ze funkcje u®, iIA<*ell,..., n] sa
okresowymi funkcjami zmiennej rzeczywistej (czasu) o wspélnym okresie T.
bedziemy o nich zakkada¢, Zze sa mierzalne w sensie Lebesgue»a o catkowal-
nym kwadracie na przedziale domknietym <O0}T> oraz ze sa rézniczkowalne
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prawie wszedzie (prawie wszedzie
1 o- w sensie miary Lebesgue’a) 1-krot-
Z o- nie i1 wszystkie ich pochodne posia-
daja te same wkasnosci co réznicz-
kowane funkcje. JeSli we wzorze
n+l O- (D ktérys ze wspotczynnikéw Xr
bydby réwny zeru, to woéwczas oczy-
wiscie o odpowiedniej funkcji *

r H -
RYS- Odbiornik (n + 1) zaciskowy — UOC> nie trzeba czynie ww.
Fig. The (n + 1) - terminal recei- Z2a¥ozen.
ver Ze wzgledéw wymienionych w pracy

[3I] nalezy operowa¢ klasami takich
funkcji f, ktére saréwne na przedziale <0jJT> prawie wszedzie oraz
posiadaja kolejne pochodne do 1-go rzedu wkacznie odpowiednio réwne pra-
wie wszedzie. (Wéwczas, gdy jest nieistotne, czy chodzi o funkcje u?,
czy tez i, bedziemyuzywa¢ symbolu T7). Klasy takich funkcji oznaczamy

Aby uprosci¢ zapis wzoréw, ktérych uzyjemy, bedziemy oznacza¢ klase

[/<] tym samym symbolem co odpowiednia funkcje. Jest oczywiste, ze
klasy te sg niepuste 1 roztaczne, czyli tworzg podziat zbioru funkcji o
opisanych wkasciwosciach, generujacy odpowiedniag relacje réwnowaznosci
w tym zbiorze.
Utworzmy z takich klas ciagi f=(f. .,f). Zbidér wszystkich takich cig-
géw oznaczymy W¢ N n(0}T). Bedziemy uzywa¢ tego oznaczenia zamiast dokiad
niejszego, lecz dtuzszego wjg g‘,€(<O}T>).

Aby uczyni¢ zen przestrzen Sobolewa (dok#adniej: n-krotng przestrzen
Sobolewa o indeksach 1,2,A), trzeba zbidér ten zaopatrzyé¢ w strukture
przestrzeni liniowej, a nastepnie w iloczyn skalarny.

Uwaga 1. Czesto w literaturze, definiujac przestrzen Sobolewa, uzywa
Sie, w miejsce pochodnej klasycznej, pojecia pochodnej dystrybucyjnej, da-
jacej w wyniku rézniczkowania dystrybucji regularnych, dystrybucje regu-
larne. Poniewaz mamy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie pomiedzy
omawianymi klasami funkcji [frtJ a dystrybucjami regularnymi oraz w tym
przypadku, pomiedzy rézniczkowaniem klasycznym i dystrybucyjnym [12],

s. 39, 40, 43, 44)., wiec zrezygnowalismy w definicji przestrzeni Sobolewa
z ujecia dystrybucyjnego. O

Dodawanie elementéw zbioru w| ~ n(0jJT) oraz mnozenie ich przez liczby

rzeczywiste okreslamy wzorami:

f+g« (™ +gr ...,fn + (2)
C e f * (cF"9eeef L i [©)

gdzie:
f,gewl,~,n(°jT), ceR.
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Scislej, dodawanie wspomnianych klas [fj, [gJ rozumiemy jako otrzymanie
nowej klasy poprzez dodawanie dowolnych elementéw przynaleznych kolejno
do jednej i drugiej, a mnozenie przez liczbe rzeczywista - jako mnozenie
dowolnego elementu danej klasy przez te liczbe. Dziatania te sa, jak fatwo
zauwazy¢, poprawnie okreslone i nie wyprowadzajg poza zbiér wl ~ ,,(O#T7).
wnioskujemy o tym, poniewaz suma dwu funkcji mierzalnych f* , gl
(okreslonych prawie wszedzie) na przedziale <0jT> jest funkcja mierzal-
na okreslong na réznicy mnogosciowej tego przedziatu i pewnego zbioru mia-
ry zero i”poniewaz ze spednienia nieréwnosci (Fj~(t) + ()2 <
6 2((fF (t))2 + (@ r~(H)2) wynika catkowalnos¢ kwadratu sumy dwu funk-
cji posiadajacych te wkasnos¢. Przesledzenie poprawnosci okreslenia dzia-
+ania jest prostym cwiczeniem.

liany wiec okreslong przestrzen liniowg (Mg ~ n(0}T), RO, +, .) nad
ciatem liczb rzeczywistych RO. Potrzebne tu wiadomosci z teorii miary i
catki Letesgue’a Czytelnik moze znalezé¢ np. w ksigzkach [10], [11]-

Podkreslamy, ze argumenty i wartosci funkcji pradéw i napie¢ u, i poz-
bawiamy wymiaréw fizykalnych i dlatego funkcje te mozemy traktowa¢ jako
elementy wspélnego zbioru powyzszej przestrzeni liniowej. Motywacja takie-
go stanowiska podana jest w pracach £2],

Zdefiniujmy teraz iloczyn skalarny w ten sposéb, by indukowat on norme

okreslong wzorem (1). lloczyn ten ma by¢ odwzorowaniem: (]),,, Wi , (0:T)x

X -2 A Jest on okreslony wzorem:
BN
(FlDw = G ) (Ddt, ®
r=0 0

w ktérym zastosowano konwencje sumacyjng (W zakresie od 1 do n) odnosnie
do wskaznika powtarzajacego sie w iloczynie 1 numerujacego wejsScia od-
biornika. Odnosnie do tego rodzaju wskaznikéw <, h t przyjmujemy te kon-
wencje w dalszym ciggu artykudu. tatwo sprawdzié, ze cztery aksjomaty ilo-
czynu skalarnego ([JJ, s- 62) sa speinione. Y przypadku czwartego z nich
istotny jest fakt operowania klasami funkcji IjfY] tworzacymi wspomniane
ciggi oraz zaltozenie: >0, Ar >0, re{l,..., 1} . Oczywiscie norma
jest okreslona za pomoca tego iloczynu skalarnego:

IFlw = <F| Fyw ®)

wzorem (1).

Badanie zupednosci omawianej przestrzeni sprowadzamy najpierw do bada-
nia zupednosci przestrzeni ~(OJ™) (przypadek n=1, £13], s- 55). Z ko-
lei badanie zupednosci przestrzeni wij ~(0;T) opiera sie na wykorzystaniu
pochodnej dystrybucyjnej dystrybucji regularnych (por. Uwaga 1) oraz wy-
korzystaniu faktu zupeinosSci przestrzeni L2(0;2) ([1], s- 214, 215).
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Czyli przestrzen Sobolewa ((v] (¢*')> “0> +> <)> (I),) jsst przestrzenig
Hilberta. Oznaczamy ja symbolem Wg ~ n(OjT)- Jaic wspomnielismy juz, ma-
my tu do czynienia z rodzing przestrzeni ze wzgledu na wybér liczb 1, n
oraz ciagu X. Wybor parametréow 1, X sduzy do wspélnego ujecia zagadnienia
strat mocy na doprowadzeniu pradéw do odbiornika oraz zagadnienia ''sKaze-
nia" tych pradéw wyzszymi harmonicznymi (w ten 3poséb realizowany jest 6
kompromis, o ktérym mowa w streszczeniu).

Dalsza analiza pradow odbiornika odbywa¢ sie bedzie w oparciu o pewien
szczegblnie wygodny ukd#ad ortonormalny w przestrzeni Wg Je31™
on nastepujacy:

K,0,...,0),..-,(0,...,0,AQ),-.-, ©

2" cos htx(.),0,...,0),..., (O, ===,0,AN™ ;" cosco(*)),

(A" "V?Lsin hco(e),0, ==,0), ..., Q,---, 0,AN'(/"2ZLsincd(=), *=<}
gdzie:
=\j (X0 + (hco)2 + eee + cu) ) % @
=17, h6 10 = HU {o} .

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy ortonormalnos¢ ukdadu (6), czyli:

EkK>w = 5KkI* k-16V )

przy czym zgodnie ze wzorem (3) numerujemy elementy tego ukdadu (zbioru)
kolejnymi liczbami podstawowymi .

Wykorzystujac wzor (1) oraz powiazanie wspédczynnikéw Fouriera iunkcji
i jej pochodnych, w prosty sposéb sprowadzamy dowdéd zamknietosci ukdadu
(6) do dowodu zamknietosci zwykdego ukdadu trygonometrycznego w przestrze-
ni L2(iT) (71. 3- 78, 79).

Jak w kazdej przestrzeni Hilberta mamy rozkdfad dowolnego jej elementu
wzgledem przeliczalnego ukdadu ortonormalnego zamknietego ([5]- s- 75, 7b):

*=f (FIOk>w =ek . F6 "4, X ,n<<fFlkV 612° ®
k
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Dostrzegajac podobienstwo ukdadu (6) do zwykdego ukdadu trygonometrycznego
w przestrzeni 12(]T) ([3]), mozemy zamiast wzoru (9) napisac:

(00}
f€ = p<io PadAb “PdMO) , (¢10)}
Pl s
gdzie:
T
> =Vh =h , F~ «NjLJ f(t) en~d t
S 0
dla
T
h « o pco = FJ Ff(Odt, (JF PDei2 , ab
o 8xh
Vh =Ah , belc, *6{i nJ. a2)
Wyrazenia 8 nazywa¢ bedziemy wspodczynnikami Sobolewa.

Zamknietos¢ ukdadu (6) oznacza w tej nowej notacji, uzytej we wzorze
(10), spetnienie wzoru:

Pa n 00
ﬁo [fglish 12' él g V117N @3)

dla dowolnego elementu f612 A, N0, TN
W oparciu o ten fakt, metoda podobng do zastosowanej w pracy [9J, s. 5, 6,
wykazujemy, dla dowolnych elementéw f'geWifé»,n O, wzér:

0o (09)
(fig),, = Re 7 Ftth 0~ . Re Vh P¢h b~
h=0 0 8 h=0

z ktérego bedziemy czesto korzysta¢, albowiem z jego pomocg mozna orzekacé
o ortogonalnos$oi funkcji f i g w powyzszej przestrzeni Sobolewa, uzywa-
jJac ich sobolewowskiego lub zwykdego fourierowskiego widma.
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3. Problem optymalizacyjny

Problem ten polega na znalezieniu funkcji pradu ie Wg ~ n(0;T) minima-
lizujacej kwadrat funkcjonatu normy @ [|°) we wprowadzonej przestrzeni
Sobolewa, przy ubocznym warunku orzekajacym, ze moc czynna dostarczona do
odbiornika jest stata i1 réwna Pi

P=Culi)L , (15)

gdzie symbol (])™ oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni +~(0jT) okres-
lajacy wkasnie te moc. m|

Uwaga 2. Warto zaznaczy¢, ze milczaco godzimy sie tu na pewne przybli-
zenie, charakterystyczne dla lokalnego potraktowania problemu optymaliza-
cji (tzn. dotyczacego jednego odbiornika), polegajace na zatozeniu sztyw-
nosci napiecia na samym odbiorniku (zadanie funkcji uewi , ,,(0}T) -
rys. .0

Uwaga 3. Minimum omawianego funkcjonatu odpowiada, pod wzgledem strat
wystepujacych na doprowadzeniu mocy do odbiornika, stanowisku opisanemu
wpunkoie 1, gdy n przewodéw doprowadzajgoyob do niego prady posiada
rezystancje AR a (ntl)-szy - zerowa. Gdyby (n+l)-szy miat réwniez re-
zystancje AR, to w sumach okreslajacych iloczyn skalarny i norme prze-
strzeni Sobolewa dodawanie powinno odbywaé¢ sie w zakresie od 1 do n+1,
aprady speiniac¢ réwnanie

n+l

Réwnanie to wyznacza podprzestrzen Hilberta naszej przestrzeni Sobolewa
(Jest ona liniowa i domknieta). Przyjmujgc takie stanowisko, nalezatoby
zastgpi¢ w calej pracy wprowadzonag przestrzen Sobolewa tg jej podprzestrze-
nig.-

Powstaje tez pytaniej jak wygladatoby zagadnienie optymalizacji w przy-
padku, gdy rezystancje poszczegélnych przewodéw nie bydyby réwne? Widac,
awe wzorach (1), (4) nalezatoby, w analogii do nieujemnych wspétczyn-
nikdw wagi Ar . wprowadzi¢ inne, dotyczace, dla ustalonej harmonicznej,
kolejnych przewodéw odbiornika. Mielibysmy wéwczas réwniez do czynienia
z iloczynem skalarnym i normg; lecz z innym ukdfadem ortonormalnym i nieco
bardziej skomplikowanymi rachunkami wystepujacymi w zagadnieniu optymali-
zacyjnym. Natomiast trudno przewidzie¢, jak wygladatoby woéwczas zagadnie-
nie ortogonalnego rozkkadu funkcji pradu odbiornika, ktérym w przypadku
symetrii rezystancyjnej zamierzamy sie zaja¢. Sygnalizujemy powyzszg moz-
liwos¢ asymetrii, lecz nie bedziemy jej w niniejszej pracy rozpatrywac.

O
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Uwaga 4. Minimalizowany funkcjonat moze by¢ réwniez funkcjonatem o war-
toSci  (ur 10w» gdzie uR jest macierze funkcji napie¢ na przewodach o re-
zystancji AR. Mozna wéwczas, utrzymujgc to samo oznaczenie - lecz
zmieniajac jego definicje, ¥atwo uwzglednié¢ zjawisko naskérkowosci dla
tych przewodéw, za pomocag takich samych rozumowan jak przeprowadzone w
catej pracy.O

Poniewaz przyporzadkowanie funkcjom feWg ~ n(O]T) ich wspétczynnikow
(F IBK\r J®8* fcijekoj« pomiedzy zbiorami n 1~ (Por*! &XI>
S. 74-76)), wiec podany problem optymalizacyjny mozna wyrazi¢ w przestrze-
ni 12. Mianowicie, polega on na znalezieniu minimum funkcji F : ¢2»-R:

S
f(A) - f(A,B) - 2 VhE I l«b|2 ™ <16>
8 8 h=0 at=1
t bt (4 t b= ' »
h=0 00541
f(A.B) = Hill2
gdzie:
Joth " Adh ™ JB<h * A ¢ *AChY™ B 7 @cthY™
Ah d*a r - *
2 -0yh).
"'Bab dla t -n+p o <17j
Pe {1 a} - h e NO
A - H ACM"™61 - B “ <BoCh> - ~h
(i analogicznie do A okreslamy A), przy warunku:
s
€0
g(A) - g(A,B) - P - (cr AN+ Bothj - O , a8)
88 h=0

g(A,B) - P - (uIDL,
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gdzies

wh-ah-ibdr Do-°% ;-2 =W 6i2 9
D - (D~) = (7hddh)612
S S

i np, zapis (A”) oznacza ciag pojedynczy utworzony, powiedzmy, przez upo-
rzadkowanie, przy kolejno wzrastajgcych wskaznikach h6NQF wskaznikéw a
rosngcych od 1 do n. Uporzadkowanie to jest obojetne, albowiem szeregi
wystepujace we wzorach (16) i1 (18) sa bezwzglednie zbiezne.

Warunek konieczny dla istnienia ekstremum zwigzanego podaje nastepujace
twierdzenie ([V], s> 199, 200), dostosowane tu do rozpatrywanych odwzoro-
wan,

Niech funkcja g s 19—’iR bedzie rézniczkowalne w sposéb ciagly w pew-
nym otoczeniu punktu go, punkt éo jest punktem regularn}\/m zbioru

g' ’ «3}), funkcja f s 1'"7\’6R rézniczkowalna w punkcie A , JeSli funk-
S SO

cja fposiada w punkcie X ekstremum, to istnieje taka stata jxe R, ze:
s SO

(A ) +ug(A) =0, 20)
8 80 8 80

gdzie symbol " oznacza pochodng Frecheta (1X1, s. 125, 126) - (zaréwno
przestrzen 12, jak i R posiadaja strukture banachowska) .
Warunek wystarczajacy dla istnienia ekstremum zwigzanego podaje z kolei

twierdzenie ([X]» s- 201)*
Niech funkcje f oraz g beda wpewnym otoczeniu punktu Adwukrot-

S
nie rézniczkowalne w sposob ciggty, niech punkt ten bedzie punktem regu-
larnym zbioru g“1 ({o})* Jesli istnieje taka stata "6R, ze speinione
s

jest dla niej réwnanie (20), oraz taka stala c 6 R, c > O, ze zachodzi:

(f (A ) +ug”(A)) @B, B) 3olb 1 D
s s 6 12

S SO

dla B eg“l ({o}) .,
s

to funkcja f ma w punkcie A minimum zwigzane,
SO
Trzeba teraz zastosowa¢ oba przytoczone twierdzenia do zdefiniowanych
wzorami (16) i1 (A8) funkcji F i g,
8
Zajmijmy sie najpierw warunkiem koniecznym. Funkcje g g sa oczywis-
s

cie rozniczkowalne w sposéb ciagly dowolng liczbe razy w kazdym punkcie
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swojej dziedziny. Zbiér g-1 ({°}) 39st zbiorem tyob sobolewowskioh wspét-

czynnikéw pradowych z przgstrzeni 12, ktére przy zadanych sobolewowskioh

wspétczynnikach napiecia z tej przestrzeni realizujg moc czynna P dostar-

czang odbiornikowi. Dowolny punkt dziedziny funkcji g jest punktem re-
s

gularnym, jesli tylko nie wszystkie wspétczynniki C ~» sg réwne ze-

ru - czyli wykluczamy przypadek, gdy Ju L = 0, lub w sposéb réwnowazny
Jullw = 0. Zatozenie to oczywiscie przyjmujemy, gdyz oznacza ono, ze Ww
oglle jakies (niezerowe) napiecie zasila odbiornik. Wypisujemy z kolei
réwnanie (20), a wkasciwie jegoodpowiednik, gdzie zastosowano powigzanie
wspodczynnikéw Sobolewa ze zwykdymi Fouriera (wzér (11)). Mamy wiec:

2Vb A*h -~Cech= 0 = @
2V h Boch "~«th = 0 e 23)
gdzies
Ah* °<h e (@Z))
h
Boch = ~ Doth (25)
h
(Wida6, ze poniewaz: >”">0, wiecs Vh >0 dla dowolnego h 6HO).
Podstawiajac prawe strony wzoréw (24), (25) do wzoru (18), mamy:
P2 £ 2 | (Ylon: atn-: r » (26)
h=0 h <=1
skad:
n il
2P
, gdzie Iv*h 1" =X X h + W
IV? h
b=0 h

Ze wzoréow (17), (19), (24)-(26) otrzymujemy wspodczynniki A",
o o
podejrzane o realizacje minimum zwigzanego funkcji f iw $lad za tym
S
wspodczynniki 17, ktére bedziemy oznacza¢ teraz gl” (sens wyboru takie-

go oznaczenia niebawem okaze sie jasny). Wiec:
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ageta “ 2b U<h - @

gdzie:

@9

oraz czasowa funkcja pradu okreslona tymi wspédczynnikami Jest nastepujaca:
(€Y

i widad, ze gie »™",,(0JT).

Analizujac z kolei warunek wystarczajacy widzimy, ze lewa strona nie-
réwnosci (21) przyjmuje postac:

b=1 o=1

prawa zas jest podobna, tylko zamiast wspétczynnika 2 wystepuje c .
Zatem wystarczy dobra¢ jakikolwiek wspétczynnik c spedniajacy nieréw-
nos¢ O<wmc< 2 i wowczas nieréwnos¢ (21) bedzie spedniona.

Wnioskujemy stad, ze funkcja pradu gi rzeczywiscie minimalizuje funk-

cjonat | |I* przy warunku ubocznym (15).
Otrzymany rezultat zilustrujemy pewnym przykdadem. Mianowicie, poréwna-

nie pradu ,,i, gdy wszystkie wspédczynniki A._ spedniaja nieréwnosci

S r
hj, > 0, z pradem gi, dla ktprego mamy: AQ « 1, N e eee =Aj « 0, jest
pouczajace.-
(Mamy wéwczas réwnos¢ Wg ~ ) a(0iT) = IM(QjT)). Prad ai minimalizuje
jJedynie straty na doprowadzeniu mooy 40 odbiornika, prad ﬂg - jak juz

wspomniano - stanowi kompromis pomiedzy minimalizacjg tycb strat i skaze-
nia go wyzszymi harmonioznymi. Ze wzoru (29) wida¢, ze dla pradu Oi ma-
my staty (niezalezny od h) wspédczynnik:
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a dla omawianego pradu gi wspodczynniki G maleja szybko wraz ze wzro-
stem numeru harmonicznej:0

y < gn~ (32)

(tym samym amplitudy harmonicznych tego pradu ,,i malejg w poréwnaniu do
as

odpowiednich amplitud harmonicznych napiecia u), lecz zachodzi nieréwnosc:

G¢ G - 33
Ge G (33)

Gdyby obliczy¢ moc czynna, jaka transportuje prad ,i, to okaze sie, ze
as

jest to catkowita moc czynna odbiornika - taka sama jak w przypadku pradu
gi. Pokazuje to prosty rachunek:

0° po y2
(ulai)L = Re X ] «och <«och “ FE - TT —— = p* (34)
8 h=0 8 h=0y2 > 1

< fei V? 7*

Wyodrebnilismy wiec z catego pradu odbiornika i prad i. Podobnie, jak

w rozwazaniach przeprowadzanych w przestrzeni LZinT), pojgwia sie teraz
problem rozkd#adu pradu i - ,,i na dalsze sktadniki wraz z podaniem moty-
8

wacji fizykalnej tego postepowania oraz problem zbadania wzajemnej prosto-
paddosci tak otrzymanych skkadnikéw, wazny ze wzgledu na powigzanie kazde-
go z nich z pojeciem pewnej mocy.

4. Rozktad, gradu, ojb”oj-gina.

Prad 1 - gi roztozymy na nastepujace skdadniki:

A =YFRe | ] jV > «P<3MO), (35)
h=1
00
U* (V> "e°V V +~ ReXX|Sh - «P(3M O), (36)
m o - - h:l
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(5 jest macierza jednostkowg), lub tez rozkkadajgc sktadniki gi na dwa

dalsze mamyt 3
@
as* “ (V> " aoS*p}~o +~ ReS @G*lih ™ Qh uphexp(h«X.)), (€D)
S u : 3
d** = <Go - Go>V]|+4o RaS (Gb “ Gh)O U «P<JIMO).
h=1

Podstawg do sformutowania wzoréw (35)—(38) jest wzor:
(€))

(przypominamy, ze sumujemy tu poddug wskaznika j5e{l,...n}). Wzér (39)
jJeat charakterystyczny dla odbiornika liniowego. W przypadku gdy, jak to
juz stwierdzilidmy, mamy do czynienia z jednym napieciem u i pradem i
odbiornika, mozna réwniez, przy zatozeniu

h 6 NQ, przyjac:

woh = (G<*|h + JBJ«*|h)Uoti* B<o = O » 40)

gdzie pionowe kraski, w ktére ujmujemy wskaznik ot, oznaczajg zakaz sumo-
wania poddug niego. Wzér (4-0) staje sie wowczas dla parametrow G<t> B<h
definicyjny. Gdyby dla pewnych wskaznikéw <+, h by}t spekniony warunek

= 0, to wowczas funkcje pradéw okreslone odpowiadajacymi niezerowymi
wyrazeniami Zcth nalezatoby przedstawi¢ w postaci osobnego skdadnika do-
+aczonego do wzoréw (30), (35)-(38). Sytuacja taka moze byd spowodowana
nieliniowoscig odbiornika.

Nastepnie mamy:

¢“D

“2)

Uwaga 5. Gdyby dla pewnego h zachodzit przypadek = 0, wéwczas od-
powiedni wspédczynnik (41) nie bydby zdefiniowany i nie wystepowatby we
wzorach (@37), (38), 0
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Jesli zatozyc¢:

B “ Bjjoth " > h6N, “3)

to wzér (42) mozemy przedstawic:

Pb - Re< V U*b <44)

tatwo zorientowz.gé sie, ze z zatozenia u,i6W, A rr(OjT) wynika wniosek:
EIar]

a*> Tg” aSg* dg e 22,”~,n(°5T~

Wida¢ réwniez, ze zachodzg wzory:
1" a81+réL+s% » <45)

“46)"

Sens sktadnika ,,i zostat oméwiony* Potrzeba wyodrebnienia sktadnika
as
ri o takim samym ksztatkcie, jak w przypadku analizy odbiornika dokonywa-

ngj w przestrzeni L’Q(OjT), opiera sie na mozliwosci jego kompensacji, z

dowolng doktadnoscia w sensie uzytej normy, w klasie skoriczonych uk¥adow

£C (ta intuicyjnie sformutowana hipoteza wymaga oczywiscie dowodu). Nato-

miast zagadnienie kompensacji skdadnikéw n_i, ji (podobnie jak w prze-
s s

strzeni L’Z‘(O}T) sktadnikéw agi, di) wymaga przesledzenia i stwierdzenia,
w jakiej ewentualnie klasie elementéw jest ona mozliwa oraz jakie konsek-
wencje praktyczne to pocigga* Jest to jednak zagadnienie syntezy, ktdérego
nie bedziemy tu porusza¢. Skdadnik ,,i pojawia sie na skutek asymetrii
fazowej 1 dyspersji czestotliwoéciong konduktancji odbiornika. Mozna go
roztozy¢ na sktadnik ODi zwigzany z asymetrig fazowg tych konduktancji
dla ustalonej harmoniczar?esj i sktadnik ,i fazowo symetryczny, lecz zwia-
zany z dyspersjg czestotliwosciowa konduktasncji.

Zajmiemy sie teraz, w oparciu o wzér (14), wykazaniem ortogonalnosci
dowolnej sposréd par zdozonych z réznych elementéw zbioru |ai, ri as5,”
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(@ijasi)w = «« £ V2 o Uth (G - 0nM)11,*, “48)
3 8 h=0 8 r
00
o s _Re%’\OVbG u«b <°h 6—%Kb [ ] <«>
[e]e]
4]las™w = Re?] jVvb B*ph > «fcfta - “bA"TNih e <5°)
=1 i

(SAW=RZI A V V(" dun &)

[0 0}

<as*|d*>w = Re sh OVh(O"b - GOV V.  Gb " A )U*h* (52)

W przeksztakceniach wzoréw (47)-(52) wykorzystujemy definicje konduktancji
G , pamietajac o uwadze 5« W przeksztatceniu wzoru (47) wykorzystujemy

0 *
wzér (43) stwierdzajac, ze dowolnego h e N wyrazenie B<*th Uoth UOh jest
rzeczywiste 1 stads

-0 . (»>

Wykorzystujac wzory (43), (44), (41), (15), (29), przeksztatcamy prawg
strone wzoru (48) otrzymujac«
—-=Nn » e <54>
:k:O k :k:O k
W przypadku wzoru (49), podobnie wykorzystujemy wzory (29), (41), (44),
@15):
~r — - -sr- 1 Lh (55)

k=0Vk * k=0Vk k
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Jesli dodatkowo, oprécz wzoru (43), zatozymy speknienie warunkuj
G&h \-fih ~ Gtth B > E»P6 {1«"*»n} » heH (€9)
to idea wykazania wzoruj
Ay =
M !3'515 w = 0 W

pozostaje taka sama jak w przypadku wzoru (53)» To samo zatozenie (43)
wystarcza do wykazania wzoruj

4ok oy e © ®

(znéw w podobny sposob jak w przypadku wzoru (63))*
Wreszcie wykorzystujac te same wzory (29), (41)» (44), mamyj

<as*|d*>w m Re £ V b<Gh Gcftb WTh >
8l 8 h=0 r

' Gh Gt(b UMa Wta “ Gh Wa U<¢th + Gh Gb U<ta Ucetb”

$
ho h 2 ~ Wk h
k=0 k k=0 k

W przypadku rozwazania jednego stanu napleciowo-pradowego odbiornika
i przyjecia w miejsce wzoru (39) wzoru (40), warunki (43), (56) sg auto-
matycznie spednione. Spednione one sg oczywiscie réwniez w przypadku n=1.
Czyli mamyj

asWw*s s 7 asw 9L " Faw s "% w st &sw s
©)

i stad oczywiscie w przypadku rezygnacji z rozkdtadu ai na skdadniki
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Do tej pory zajmowalismy sie pradem i pewnego indywidualnego odbiornika
Wyobrazmy sobie teraz, ze majac zadang pewna funkcje napiecia
uewt 1 0 ktérym zakkadamy, zet

uch* 0, *6(1 n} * h 6 No ©2)

dysponujemy wszelkimi odbiornikami realizujacymi dowolne funkcje pradu
~,n"N0, TN (Nazwa odbiornik jest tu caly czas umowna, gdyz niektére
z nich mogg wydawa¢ moc czynng). Opisanag sytuacje mozemy osiggna¢ dobie-
rajac ciagi parametréw (G™), MMub “Gotty™  /Both™ ' 8Prawiajal®. ze
warunki (43), (566) nie krepuja wéwczas ich doboru) w ten sposob, by wspod-

czynniki A dla tych funkcji pradu wzgledem uk#adu ortonormalnego (6) by-
r S 0
y dowolnymi elementami zbioru 1 (po to tez potrzebne jest zatozenie

(62)). Zauwazmy, ze wszystkie uzyskane w ten sposéb funkcje pradow gi

tworzg jednowymiarowg podprzestrzen liniowa przestrzeni Wg ~ n(QjT).
Jednowymiarowos¢ ta wynika z faktu, iz wszystkie wspétczynniki Gh réznig
e

sie, dla ustalonego numeru h, staka P. Mozna dowies¢, ze jest to podprze-
strzen domknieta. Jest wiec ona przestrzenig Hilberta. Oznaczamy ja sym-
bolem H,,. Analogicznie dowodzimy, ze funkcje pradéw i tworza podprze-
strzen ﬁilberta H , pradow -i-H., pradéw aai-Haa. ;ﬁadéw di-Hd (sa one
nieskonczenie wymiarowe). Poni8ewa2 WW. przestsrzenie sa param8i ortogonalne
(fakt ten dowodzimy bardzo podobnie jak wzory (G3), (&4), (&5, (G7),
(58), (59), trzeba jednak pamieta¢, ze poszczegdlne skkadniki, bedace
elementami ortogonalnych podprzestrzeni, sa teraz zdefiniowane przez roéz-
ne ciagi parametréw, tzn-: GPKiI @Goggd™ lub ~grity™  (gocjH™ oraz dowolna
funkcja pradu ieW« ~ ,,(0JT) jest przedstawialna za pomocg wzoréw (45),
(@46) w sposob jednoznaczny (na mocy twierdzenia o rzucie ortogonalnym -
por. pozycje [Y], s. 69, 70), wiec przestrzen Hilberta Wg ~ n(0]T) roz-
ktadamy sume prosta ((V], 8. 15) odpowiednich podprzestrzeni parami orto-
gonalnych. Czylii

f2,*.,n(0»T) = Ha © Hr © Hs , 63)

Hs “ Has © V ()

Ha-LHp, HalHgs, HatHd, HrJ_Has, Hr-LHd, Has-*Bd* ~"a~"s*
(€5)
Zajmowanie sie nie indywidualnymi pradami, a catymi podprzestrzeniami

Hilberta jest racjonalne choéby z tego wzgledu, ze przy zadanym napieciu
u, podprzestrzen Hr jest tg, ktéra sklada sie z pradéw kompensowalnych,
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z dowolna doktadnoscig w sensie normy, skonczonymi ukdadami LC. Zauwazmy,
ze gdyby nie zatozy¢ spednienia warunku (62) (tzn. dla pewnego wskaznika
) zachodzityby réwnosci U*h,, " ° dla dowolnych wskaznikéw <9 - wzor

(przy zadnym wyborze parametréw (GMjj), @otljh)) nie bydHy spedniony i

w przedstawionej sumie prostej mielibysmy jeszcze jeden skdadnik (ortogo-
nalny do pozostatych), dotyczacy pradéw nierealizowatnych w liniowych od-
biornikach (w stanie ustalonym) przy tak zadanych napieciach.

5. Moce
Z chwilg wyprowadzenia wzoréw (45), (46), (60), (61) zagadnienie zde-

finiowania odpowiednich mocy staje sie standardowe. Natychmiastowa kon-
sekwencja tych wzoréw jest fakt*

[»11 - - LIl 1 - lail | = <)

Mnozac obie strony wzoréw (66),(67) przez Ju |~ i wprowadzajac defini-
cje*

g. - 1“1, ||.§| w <>
«r " M1 w Ir*u - <69)
S “ 1U AW |SgiW » i70)
g g

gas = Iu v Naegy Bw 1)
gd | HUHWHdl‘W ) @2

g T Tw - 3

mamy™

S8 rer e - as)

= <alL + - 75
5 8 @5)
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Wprowadzone moce nazywamy kolejno aktywng, reaktancyjna, rozproszenia,
asymetrii, despersji oraz pozorna w sensie Sobolewa. Interpretacja pradéw
przenosi sie na interpretacje mocy. Sens geometryczny wzoréw (74), (75)
jest jasny. M $lad za zdefiniowanymi mocami mozna poda¢ definicje wielu
wspodczynnikéw mocy, czego nie bedziemy tu czynié.

Interesujgce jest zagadnienie zasad zachowania dla zdefiniowanych mocy.
Przypusémy, ze odbiorniki bedziemy #aczy¢ réwnolegle, rozumiejac przez to
+aczenie ze sobg ich zaciskéw o numerach o od 1-go do m-go odbiornika.
Wéwczas na mocy 1 prawa Kirchhoffa mamy:

iP5+ 0+ 0, f,--= 1, uflj r,Om. 6
I m I m -¢.JA,n ©In 76
Przypusémy, ze m=2. Z aksjomatow dowolnej przestrzeni unitarnej wynika
nieréwnosc:

Nieréwnos¢ ta przechodzi w réwnos¢ (przy zatozeniu i , 1 + 0) wtedy i

n 1 .2
tylko wtedy, gdy (.7, s.- 64) : i = ceR, c>0. Sytuacja taka nie musi
zachodzi¢ dla zadnego z pradow i, i, i, i, ,i, ij za wyjatek mozna
as rs ss ass s
uzna¢ prad i, gdy: P > 0. Mnozac obustronnie nieréwnos¢ (77) przez

s
Jullw (Ju Jw = 0) widzimy, ze zdefiniowane moce nie sa zachowawcze.

Uwaga 6. Obserwujac negatywny wynik, dotyczacy zasady zachowania wpro-
wadzonych mocy, mozna spytaé¢, czy sg jakie$ definicje innych mocy oparte
na uzywanej przestrzeni Sobolewa, sprawiajace, ze moce te zados$¢ czyniag
zasadzie zachowania? Konstrukcja takich mocy opiera sie na pojeciu sobo-
lewowskiego iloczynu skalarnego i 1 prawie Kirchhoffa dla odbiornikéw po-
+aczonych réwnolegle (wobec lokalnego postawienia zagadnien optymalizacyj-
nego i mocy rozpatrujemy tylko takie polgaczenia). Wystarczy zauwazy¢, ze
jesli okreslimy parametry pradéw 0 charakterze admitancji jako sumy
parametréw odpowiednich pradéw czegciowych vi X 6<1;i,r,el\s,d D).

o ' " uj
je {1, *==,>, to mamy:
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Obie strony roéwnan (45), (46), (73) mnozymy lewostronnie skalarnie przez
u 1 otrzymujemy:

Hy w = H-K”"™w + +Qulyijw * i8«»
Wlw = (uw + ..+ Ul Dw . @D
1 m

Hiestety, te zachowawcze moce nie wigzg sie z prostopadfoscianem mocy
(wzory (66), (67)) uzyskanym w oparciu o rozwazany problem optymalizacyjny.
Dla pewnej orientacji w wielkosciach tych mocy podajemy, przykkadowo,

dla pradéw catkowitych, proste do wyprowadzenia wzory (w oparciu o wzory

13, 4. @. (@D, @O, G5. @N, @8, (72, (63)):

(00}
<l r . 1+ )
k=°v2
Hr dw = wrd),” @3)
Has”w =°* (uUwasl5 = 84>

I"k>w ”X X Pn - -

- ¥"7 (B5)
=0 E
k=

M *>w = Vh Ph 6>

>
v
o
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Jj=0_

[P, @n
Vv Uk
2§ &
kE(g k
; .
feo W h=0 ~h n n

! Vh k=0 "k

Jak wida¢ ze wzoréw (83), (84), roéwnos¢ (80) dla X= r lub X = as sta-
nowi rownos¢ 0=0.

6. Podsumowanie

Przedstawiona praca pokazuje, ze rzeczywiscie norma w przestrzeni So-
bolewa W2 ~ n(0jT) okreslona wzorem (1) za pomoca iloczynu skalarnego
(wzér (4)) spednia role wskaznika ustalajacego kompromis pomiedzy oceng
strat na doprowadzeniu mocy czynnej do odbiornika a zawartosciag wyzszych
harmonicznych w jego pradach. Minimalizacja kwadratu tej normy doprowa-
dza do wyréznienia funkcji pradu ai, posiadajacej w stosunku do widma

s

funkcji napiecia u sthumione wyzsze harmoniczne (wzér (32)). Podany
jest rozktad catkowitej funkcji pradu i na cztery skdadowe. Oprécz skta-
dowej i wystepuje sktadowa ,,i, zwigzana z mozliwoscig kompensacji

as

ukdadami LC9 oraz sktadowa as;:“sdsi
W oparciu o nie zdefiniowane sg odpowiednie moce. W Slad za tym powinny
p6js¢ rozwazania pozwalajace stwierdzié¢, ile z pozostatego pradu i - Oi
i z pomoca jakich $rodkéw da sie skompensowa¢. Jest to, jak wspomnielismy,
zagadnienie syntezy nie rozpatrywane tutaj.

Poréwnanie rozwazan zamieszczonych w niniejszej pracy oraz w artykule
W . wskazuje na pewne wsp6lne cechy postepowania w procesie definiowania
nowych mocy, zwigzanych z pojedynczym odbiornikiem (a nie z calg siecig).
Centralnym zagadnieniem jest wybér, dla danego typu przebiegéw napiecio-
wych i pradowych oraz ukdadu o pewnej liczbie zaciskéw, odpowiedniej prze-
strzeni Hilberta. Odpowiedniej - to znaczy dysponujacej normag, ktoérej
kwadrat chcemy zminimalizowa¢, wyrézniajgac w ten sposob pozadany prad,
zapewniajacy jednoczes$nie dostarczenie okreslonej mocy czynnej do odbior-
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nika. Nastepnie wykorzystujemy iloczyn skalarny naszej przestrzeni Hilber-
ta, rozktadajac funkcje catkowitego pradu odbiornika na pewna liczbe para-
mi prostopadtych skkadowych, pomiedzy ktdérymi jest oczywiscie funkcja pra-
du bedaca rozwiagzaniem powyzszego problemu optymalizacyjnego. Skdkadowe te
powinny posiada¢ jasng motywacje fizykalng, najlepiej zwigzang z mozliwos$-
ciami syntezy w takiej lub innej klasie elementéw i majacej na celu kom-
pensacje niepozagdanego pradu. Mozna tez stosowa, w spos6b opisany w pra-
cy, operacje rozkdadu ww. przestrzeni Hilberta na sume prosta parami pro-
stopaddych podprzestrzeni. Po dokonaniu tego definicja odpowiednich mocy
jest juz zwykdg foimalnoscig. Natomiast otwartym zagadnieniem jest znale-
zienie tych przestrzeni Hilberta, ktére moghyby nastgpi¢ z punktu widze-
nia nakreslonych celéw przestrzenie Ln_«kﬂ), WEg2 n(O;T). Jest rzecza
znamienng, ze problem optymalizacyjny rozwazany jest nie w ww. przestrze-
niach, a w skojarzonej z nimi przestrzeni 1 z uzyciem wyréznionych zam-
knietych baz (uktadéw ortonormainych). Jest to w przestrzeni L,,(0;T) zwy-
k#a baza trygonometryczna, a w przestrzeni W, . n(O:T) - baza bardzo po-
dobna do niej. Uprzywilejowanie tych baz jest faktem psujacym estetyke
rozumowania oraz sugerujacym pewne tylko metody kompensacji niepozadanych
pradéw w dziedzinie czestotliwosSciowej. Réwniez otwartym zagadnieniem jest
skonstruowanie wkasciwego wskaznika jakosci, jego optymalizacja oraz kom-
pensacja pewnych pradéw w sensie globalnym w catej sieci.
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MBTOA OifEHKH HECHHycOiUAjlbHhiJt TOKOB MHOr03AjtMilHtiA npHEMHHKOB
C NC110JIbb 03 AHIIEM j10HHTHH [1POCTPAHCT3A COBOIJIEBA

PealdMe

B padoie onpe,gejieH noKa3aiejib KageciBa HecHHycoHAajiLHux tokob UHoro3a-
jchuhux npneMHHKOB, onpejtejiHiomHii KOMnpoMHcc uexXy ouesKoii noTepa sktubho?
moghocth npH no”Be”eHnii k OAHOuy npaemuiKy a ogeHKott xe$opuailHB (HajiHVHe
Bucamx rapuoHHK) tokob npaeuKKKa.

3tot noKa3aiejib onpeae™ea KaK KBa”pai Hopau cneuaalibHO ckohctpyapoBaHoro
npocTpaHciBa CoSoJieBa. Pemeaa npodjieMa uaHHuajiH3auaK sToro noKa3aiejia npa
orpaHH"eHMH paBeaciBa oiHocaigerocH k noABexeKaio saxaaHoii aKTHBHO& mohjbocth
k npaeHHaxy.

Aamee b padoie apoasBe”sHO pa3JioxeHne tokob uaoro3axaMaoro npaeuaHKa Ha
veiupe B3aauao opioroaajibHue cociaBJiaiouHe, npejncTaBJiaa ax <pn3naecKyio aaTep-
npeiaiian.

BBe”~eaa hobub onpe”eaeHaa moujhocth, CBa3aaHbie ¢ noxy”~eaaaua opToroaadib-
auu pa3xoxeHaea tokob npaeuaaKa.

THE METHOD OF EVALUATING DISTORTED CURRENTS OF MULTITERMINAL
RECEIVERS APPLYING SOBOLEV’S NOTION OF SPACE

Summary

The quality coefficient of distorted currents of multiterminal recei-
vers, determining a compromise between an assessment of the active power
losses at the lead to a single receiver and evaluation of the distortions
(the higher harmonics contents) of the receiver currents, has been defined.

The above coefficient has been determined as a square of the norm of a
certain, specially constructed Sobolev’s space.

The problem of minimization of this coefficient, with equality limita-

tion referring to the application of the assigned active pcwer has been
solved.
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A distribution of the currents of a multiterminal receiver into four
reciprocally orthogonal components has been carried out, and their phy-
sical interpretation has been given.

1Jev definitions of power associated with the obtained orthogonal distri-
bution of the receiver currents have been introduced.



