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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN PUNKTOW W GEODEZYJINYCH SIECIACH
ODNIESIENIA

Streszczenie. Przedmiotem pracy jest analiza okresowo obserwowanych
sieci geodezyjnych w aspekcie zmian wartosci ich geometrycznych elemen-
thv. Wzory od (B) do (9 okreslaja kryteria wzajemnej statosci punktow
w sieci. Parametry wystepujace w tych wzorach sg zdefiniowane wedtug
wzoréw od (10) do (28).

Transformacje pozornych przemieszczen punktéw wykonujemy: dla sieci
poziomej weddug wzoréw (32), dla sieci niwelacyjnej weddug zaleznosci
(@37). Ocene dokkadnosci ostatecznych przemieszczen punktéw wykonujemy
na podstawie macierzy wariancyjno-kowariancyjnej (39).

1. WPROWADZENIE

W geodezyjnych badaniach przemieszczen obiektéw inzynierskich istotne
znaczenie ma ukdad odniesienia.

W plaszczyznie poziomej ukdad ten jest realizowany za pomocg sieci punktéw
odniesienia okresowo obserwowanych za posrednictwem elementéw katowych i
ddugosciowych. Dok¥adnos¢ pomiaréw katéow i dhugosci wynika z przyjetej
doktadnosciowej tolerancji wyznaczania poziomych przemieszczenn badanego
obiektu jako brydy sztywnej, a zalezy od geometrycznej wielkosci sieci i
klasy przyrzadéw pomiarowych. W praktyce geodezyjnej dok¥adnosciowg
tolerancje wyznaczania poziomych przemieszczeh przyjmuje sie na poziomie (t)
milimetréw. Wobec powyzszego bledy jednostkowe pomiaréw kierunkéw i diugosci

powinny spekniaé¢ kryterium

dam (1)
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Wzdduz linii pionu ukktad odniesienia stanowi sie¢ reperéw okresowo
obserwowanych za pomocg niwelacji precyzyjnej. Dok#adnoS¢ obserwacji tej
sieci wynika z dok#adnosciowej tolerancji wyznaczenia pionowych przemieszczen
badanego obiektu jako brydy sztywnej, ktéra jest przyjmowana na poziomie
dziesigtych czesci milimetra. W praktyce geodezyjnej przyjmuje sie, ze Sredni
bad (PQ) jednostkowy spednia nieréwnosé

u, < 0,1 m/l stanowisko. (2)

0

Kazdy okresowy pomiar sieci punktéw odniesienia powinien by¢ wyréwnany
niezaleznie i oddzielnie w pkaszczyznie poziomej i wzdduz linii pionu, przy
zatozeniu jednoznacznej orientacji sieci. Koncowe wyniki obliczen powinny
obejmowa¢ wyréwnane wielkosci obserwowane, wyréwnane wspodrzedne &, Yy, 2)
punktéw i reperéw, macierz kowariancji dla réznic wspétrzednych punktéw oraz
ocene dokkadnosci parametrow niezmienniczych sieci.

Na podstawie macierzy wariancyjno-kowariancyjnych mozna okreslli¢
nastepujace niezmiennicze parametry oceny dokdadnosci sieci:

- Srednie btedy réznic wysokosci dwoch dowolnych reperéw w sieci niwelacyj-
nej,

- Srednie biedy odlegtosci dwoch dowolnych punktéw w sieci poziomej,

- Srednie bledy katéw okreslonych przez trzy dowolne punkty,

- Srednie btedy funkcji roéznic wysokosci lub dbugosci i katow,

- wyznacznik z macierzy wariancyjno-kowariancyjnej, ktory w interpretacji
geometrycznej stanowi wartos¢ proporcjonalng do kwadratu objetosci
hiperelipsoidy bledéw w przestrzeni n-wymiarowej, przy czym n oznacza
liczbe wyznaczonych niewiadomych w sieci.

Wartos¢ wyznacznika macierzy wariancyjno-kowariancyjnej oblicza sie na

podstawie wzoru
det [Q] = ©)
gdzie
1/2

tajjl = 1Q] (O]

W dalszych analizach bedziemy korzystali z pochodnego parametru

wyznacznika Q).
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2. IDENTYFIKACJA PUNKTOW STALYCH

Pc kazdym okresowym pomiarze dokonujemy weryfikacji ukdadu odniesienia w
stosunku do pomiaru wyjsSciowego (pierwotnego). W tym celu w sieciach
odniesienia identyfikujemy punkty, ktére zachowaty stabosS¢ wzgledem siebie.
Do kryterium identyfikacji punktéw stalych mozna przyjmowa¢ tylko wielkosci
bedace niezmiennikami wzgledem uk#adu wspétrzednych ustalonego do wyréwnania.
W sieciach poziomych takimi wielko$Sciami s3, miedzy innymi: zmiany ddugosci
bokéw i zmiany wartosci katéw miedzy bokami, odksztakcenia [liniowe i
postaciowe, a w sieciach niwelacyjnych sa zmiany przewyzszen miedzy reperami.

Kryteria statosci punktéw w sieciach odniesienia mozna zapisaé
symbolicznie weddug wzordw:

- dla sieci poziomej nd < K x G)
ij Ad~

Aa.ij. - Aakr S k TAa’ (6)

7ErT @)

esKT,, ®)

- dla sieci niwelacyjnej

A”j * K Tih, ©

gdzie:
A d.j - zmiana ddugosci odcinka PjPj z dwéch okresowych pomiaréw,
Aanj,Aa”J - zmiana azymutu odcinka P"Pj oraz odcinka z dwéch okre-
sowych pomiaréw,

7 - odksztakcenie postaciowe w elemencie tréjkgtnym , P, P* z dwoch
okresowych pomiaréw,

e - odksztakcenie liniowe w elemencie tréjkatnym P®, Pj, PE z dwéch
okresowych pomiaréw,

Air . - zmiana przewyzszenia miedzy reperami R , R. z dwéch okresowych

pomiaréw,

TAd - niezmienniczy parametr bdedu zmian ddugosci odcinkéw,
- niezmienniczy parametr bdedu zmian azymutéw,

T - niezmienniczy parametr bledu odksztalcenia postacioweego,

TE - niezmienniczy parametr bledu odksztatcenia liniowego,



16 J. Czaja

- niezmienniczy parametr bledu zmian przewyzszen reperéw,
k - parametr zalezny od poziomu ufnosci 1 liczby wyznaczanych niewiado-
mych w sieci.
R6znice wyréwnanych wspédrzednych punktéw z dwéch okresowych pomiaréw
oznaczamy przez pozorne przemieszczenia tych punktéw

uy x'n' - x'p

(10)

uy =yl “ yF

u, Z'n' - ZT.

Wielkosci wystepujace po lewej stronie nieréwnosci od () do (9 beda

jednoznacznie okreslone przez pozorne przemieszczenia punktéw, czyli

idij “ A“xlj cosaij + S1J Sin“iJ" ()
= (-Au inaNj + A v
( i sinanj uyij oosaij dq.. (12)
1J
e t e
_ X y 13)
14
xy (&)
Ah_lj_ = uzj. - UZi,, @)
gdzie:
i © % T i
0 - -
ci bi vV
b_' 0 C_: u .
IGx ey rxy] = 2P oJ XJ €15y}
CJ bJ vi
bk °  ck xk
0 ck b?é Y

bi = yj - yk- “n

ci xk " xj° s

a pozostate wspédczynniki otrzymuje sie przez cykliczne przestawienie
wskaznikéw (@, J, K), P zas oznacza pole rozpatrywanego elementu tréjkatnego.
Wspodrzedne punktéw wchodzace do wzoréw (A7), (@8) i do obliczenia pola

trojkata stanowig wyréwnane wspotrzedne z pomiaru wyjSciwego.
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Niezmiennicze parametry biedéw T, T~, T, i powinny by¢ $cisle
zwigzane z macierza  wariancyjno-kowariancyjnag wyznaczanych réznic
wspodrzednych punktéw w obu poréwnywanych pomiarach okresowych.

W literaturze geodezyjnej dominujg dwa sposoby okreslania niezmienniczych
parametrow bledow.

Wiekszos¢ autoréw swoich prac zaleca wyznacza¢ wartosci tych parametréw
jako Srednie btedy funkcji okreslajacych wielkosci Ad.., Aa.., y , e i
Anij.

Autor niniejszej pracy proponuje odmienny sposéb, aby parametry bledow
wchodzacych do kryteriéw od (5) do (9 wyznacza¢ globalnie na podstawie
wartosci wyznacznika macierzy wariancyjno-kowariancyjnej. Postepowanie takie
zapewnia jednakowe zaufanie do wszystkich elementéw sieci w procesie
identyfikacji punktéw stabych. Natomiast odmienne postepowanie innych autoréw
faworyzuje w procesie identyfikacji te elementy sieci, ktore otrzymaty
najwieksze Srednie bledy.

Parametry bltedéw wystepujacych po prawej stronie nieréwnosci od (B) do (9
definiujemy za pomoca wartosci wyznacznika (3) macierzy wariancyjno-

kowariancyjnej. W tym celu obliczamy parametr pochodny

ktéry w interpretacji geometrycznej oznacza promien hiperkuli w przestrzeni
n-wymiarowej, o objetoSci roéwnej objetosci hiperelipsoidy, przy czym n
oznacza liczbe wyznaczanych niewiadomych.

Po uwzglednieniu warunku o niezaleznosSci okresowych pomiaréw, skdadowe
pozornych przemieszczen punktéw beda obarczone globalnym bdedem [por. wzor

(10)]
(20
gdzie wskazniki 1 i 1l oznaczaja numery okresowych pomiaréw.
Stosujagc prawo narastania bledéw dla funkcjji (@) i (@2 przy
uwzglednieniu (20) otrzymamy

(21)

€2)
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Wobec powyzszego parametry bledéw wystepujace w nieréwnosciach od (G) do
(@ proponujemy okresla¢ wedtug wzoréw

TAd =~ M, (€2))
Tag = 7" Myq [e2))
Sr
_ Yy o
r =¥ 8 Mud, @)
Te =72 MuTIC (26)
Tih = /i Mu, @n

Parametr k wystepujacy we wszystkich kryteriach proponujemy wyznaczaé
wedtug zaleznosci

C3))

gdzie n oznacza [por. wzér (19)] liczbg wyznaczanych niewiadomych. Zwigzek
(28) wynika z rozkdtadu chi-kwadrat dla prawdopodobienstwa wielowymiarowego na
poziomie P = 0,5.

Dla sieci poziomych mozemy stosowaC rozdacznie dwa algorytmy identyfikacji
punktow stakych.

W pierwszym algorytmie wykorzystujemy kryteria (5) 1 (6)- Na podstawie
tych kryteriéw identyfikujemy najliczniejsza grupe punktow, ktore we
wszystkich kombinacjach dwéjkowych spedniaja nieréwnosci () i 6)-

W drugim algorytmie identyfikujemy najliczniejsza grupe punktéw, Kktore w
kombinacjach trojkowych spedniaja kryteria (7) i B).

Dla sieci niwelacyjnych Kkorzystajac z kryterium (©)identyfikujemy
najliczniejsza grupe reperéw, ktoérych

Uy ax ™ Yz i S KTin - )

Jezeli analiza statosci sieci prowadzi do dwéch rozdacznych grup punktéw o
identycznej liczebnosci, to o dalszymwyborze powiniendecydowac rozstep
wartosci parametréw, wzgledem ktérych dokonujemy identyfikacji.

Na podstawie zidentyfikowanej grupy punktéw stakych okreslamy parametry
izometrycznej transformacji.

Dla sieci poziomej zestawiamy ukdad réwnan aproksymacyjnych postaci
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Uy = Uxo ~ U * V-
(€Y
u =1U + UX +V ,
y yo y
gdzie: Uy, uy - skfadowe pozornych przemieszczen zidentyfikowanych punktow
stakych,
Uo» uyo - sk¥adowe transIaCJj,

u - skladowe obrotu (rotacji),
X, Y - wspotrzedne punktéw z pomiaru wyjsciowego,
V_, V. - poprawki aproksymacyjne.
Uk#ad réwnan aproksymacyjnych (30) rozwigzujemy przy warunku brzegowym

E/)z/i + R \Gi = minimum, @D

ktéry prowadzi do réwnan normalnych okreslajacych jednoznacznie niewiadome

u,,u iu
X0’ "yo
Ostateczne wartosci przemieszczen punktéw sieci odniesienia obliczamy

wedtug zaleznosci [por. (30)1

€2)
u =u, -u - ux,
y y yo
a ostateczne wartosci wspodrzednych punktéw z aktualnego pomiaru obliczamy
wedtug zaleznosci [por. (0)]

X1l = X1 +V
€9))

yn - yl+y

Dla sieci niwelacyjnych zestawiamy ukdad réwnan aproksymacyjnych postaci
U, = u__ +v (@Z))

ktory rozwigzujac weddug warunku

x
Ev%i = minimum, 35

otrzymamy wzOér na pionowg translacje
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u £ , (€5

przy czym s oznacza liczbg reperdw, zidentyfikowanych jako wzajemnie stale.
Ostateczne przemieszczenie reperdow sieci odniesienia okreslimy wedtug
zaleznosci

u_ =u_ -u (€D))

a wyréwnane wysokosci z pomiaru aktualnego obliczymy weddug wzoru

Zn = Zj & uz. (€3]

Ocena dok#adnosci wyznaczonych przemieszczen punktéow tkwi w macierzy
wariancyjno-kowariancyjnej, ktéra jest suma macierzy wariancyjno-kowarian-
cyjnych réznic wspétrzednych punktédw wyznaczonych w trakcie wyréwnywania obu

okresowych pomiaréw, czyli

Qu = Qx & Qir 9

Wszystkie niezmienniki macierzy (39) stanowig oceng dok¥adnosci

geometrycznych elementéw poréwnywanych sieci.
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COMPUTATION OF DISPLACEMENTS OF POINTS IN SURVEYING NETWORKS

Summary

Analysis of stability of elements of periodically measured networks is
dealt with in the paper.

Formulae () through (9) describe criteria of the relative stability of
network points. Parameters of the formulae are defined by formulae (10)
through (28).

Transformation of seeming displacements of points is computed according to
formulae (@2) in horizontal network and (@7) in levelling network. The
accuracy of final displacements of points is estimated on the basis of the
variance-covariance matrix (39).

BESTIMMUNG HORIZONTALER VERLAGERUNGEN DER PUNKTE IM BEZUGSNETZ

Zusammenl!assung

Im Artikel wurde das originelle Kriterium der Bestandigkeit, das auf das
Ausnutzen des gesamten Parameters, welcher der Radius der Hyperkugel im
n-MalBgebiet 1ist, basiert - berechnet als derivativer Determinante der
varianzen-kovarianzen Matrix.



