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MODUŁOWA POSTAĆ ALGORYTMÓW SZYBKIEJ TRANSFORMACJI WALSHA

Streszczenie. W pracy przeanalizowano algorytmy szybkiej trans- 
formacji Walsha pod kątem widzenia ich modułowości. Przedstawiono 
odpowiadające im struktury drzew pozwalające na bieżące równoległe 
wykonywanie podstawowych operacji motylkowych złożonych z operacji 
dodawania i odejmowania. Rozpatrzono dwie odmiany wielostopniowego 
przetwarzania, jedną wykorzystującą opóźnienia czasowe między prób
kami sygnału, drugą opartą na zmianie częstotliwości próbkowania w 
kolejnych stopniach przetwarzania. Liczba operacji arytmetycznych 
wymagana dla otrzymania bieżącej N-punktowej transformaty jest pro
porcjonalna do NlogpN. Podano struktury dla naturalnego, diadycznego 
i sekwencyjnościowego uporządkowania w algorytmach szybkiej trans
formacji Walsha i porównano je z odpowiadającymi im strukturami al
gorytmów szybkiej transformacji Fouriera.

1. Wprowadzenie

Praktyczna przydatność dyskretnych transformacji, przede wszystkim dla 
potrzeb cyfrowego przetwarzania sygnałów, jest uwarunkowana możliwością 
budowy skutecznych algorytmów obliczeniowych do wyznaczania prostych i od
wrotnych transformat. Z tego powodu istotne znaczenie mają algorytmy obli
czeniowe redukujące liczbę operacji mnożenia i dodawania, które przyjęto 
nazywać algorytmami szybkich transformacji [i]. Do najbardziej efektywnych 
należą algorytmy szybkiej transformacji Walsha (FWT - Fast Walsh Transform) 
wymagające jedynie NloggN operacji dodawania i odejmowania [2]. Oprócz 
złożoności obliczeniowej coraz częściej rozpatrywana jest modułowość i moż
liwość bieżącego wykonywania algorytmów szybkich transformacji M M [5]. 
Struktury zapewniające modułowość algorytmów szybkich transformacji można 
złożyć ze struktur prostych filtrów cyfrowych. Podejście to, wykorzystane 
w przypadku algorytmów szybkiej tranśformdcji Fouriera (FFT - Fast Fourier 
Transform), oparte jest na rekursywnej faktoryzacji wielomianów DOf/TJ.

W niniejszej pracy zastosowano podejście wielomianowe w celu przekształ
cenia wybranych algorytmów FWT do postaci modułowej.
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2. Algorytm modułowy z uporządkowaniem naturalnym

Jeden z podstawowych algorytmów szybkiej transformacji Walsha z upo
rządkowaniem naturalnym wykorzystujący operacje motylkowe z podsta
wianiem można otrzymać za pomocą faktoryzacji macierzy Hadamarda w nastę
pujący sposób:

p-1
%  - TI <i,p-1-i ®  i2 ®  l2i> (1)

i=0 A

gdzie«
gjj - macierz Hadamarda o wymiarach N x li,
I j - macierz jednostkowa o wymiarach 2i x 21.
“2
Stąd dla N=8 macierz 2g można przedstawić w postaci następującej ilo

czynu macierzy i odpowiadającego mu grafu przepływu sygnału (rys. 1).
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1 1 1 1 -1 -j -1 a 0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 -1 1 -1 1 0 0 0 0 1 -1 0 0
1 1 -1 -1 -1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
_1 -1 -1 1 -1 1 1 “1 0 0 0 0 0 0 1 -1

~1 0 1 0 0 0 0 o’ ~1 0 0 0 1 0 0 o"
0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1

Tak wyprowadzony algorytm FWT odpowiada ogólnej postaci transformacji 
ortogonalnej mającej strukturę drzewa (rys. 2) i opisanej następującym 
iloczynem macierzy [VI«

Si % 811—N a12—H
4

of £2 a21—N a22^V
- -I

dla

S 2* -■ Łb . k i  - (4)
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gdzieś 

A = a11 °12 

a21 a22
Lg, Ljj - macierze diagonalne.

Rys. 1 
Fig. 1

Rys. 2 
Fig. 2

W przypadku FWT z uporządkowaniem naturalnym a^ = a12 = a2l = 1* 
a22 = * Przylcia(iowa modułowa struktura FWT dla N=8 ma postać
przedstawioną na rys. 3«

Widać stąd, że faktoryzację macierzy Hadamarda można zastąpić rekursyw- 
ną faktoryzacją wielomianu z*1 - 1, N=2^, polegającą na obliczaniu reszt
[ó] w sposób wieloetapowys
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zN - 1 (z1*/2 - 1)(zN/2 + 1)
zH/2 - 1 = (z3*'4 - 1)(zN'4 + 1) 

z2 -1 = (z - 1)(z + 1)
(5)

Zapewnia to rozdzielenie danych w każdym z etapów FWT i stwarza możli
wość równoległego ich przetwarzania. Struktura drzewa z rys. 3 pozwala 
na obliczanie bieżącej transformaty przy zachowaniu złożoności oblicze
niowej FWT równej HloggH operacji dodawania i odejmowania w odróżnieniu 
od N2 operacji proponowanych w pracy [10].
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Rys. 3 
Fig. 3

Rys. 4
Fig. 4

W celu porównania algorytmów FWT i 
FFT na rys. 4 podano graf przepływowy 
algorytmu FFT o takiej samej geometrii 
operacji motylkowych jak algorytm FWT 
z rys. 1, a na rys. 5 równoważną mu 
strukturę modułową będącą odpowiednikiem 
struktury z rys. 3. W odróżnieniu od al
gorytmów FWT algorytmy FFT o takiej sa
mej strukturze charakteryzują się więk
sza złożonością obliczeniową. Wymagają 
one HloggN operacji dodawania i odejmo
wania liczb zespolonych oraz H/21og2N 
operacji mnożenia liczb zespolonych przez 
współczynniki zespolone gdzie 
W = exp(-j2Tl/li).
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Rys. 5 
Fig. 5

3. Algorytmy modułowe z uporządkowaniem diadycznym i sekwency.lnośeiowym

Spośród algorytmów FWT z uporządkowaniem diadycznym i sekwencyjnościo- 
wym [~2] można wyróżnió dwa mająca podobną właściwość rozdzielania danycb 
jak algorytm z rys. 1. Przedstawiają je grafy przepływowe z rys. 6 i 7*
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Rys. 6
Fig. 6

Rys. 7 
Fig. 7
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Odpowiadająca im faktoryzacja macierzy może być przeprowadzona w nastę
pujący spoeóbs

n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1-1 0 0 0 0 0 0
1 1-1-1 1 1-1-1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1-1-1-1-1 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
1-1 1-1 1-1 1-1 ss 0 0 0 0 1 1 0 0
1-1 1-1-1 1-1 1 0 0 0 0 1-1 0 0
1-1-1 1 1-1-1 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1-1-1 1-1 1 1-1_ _0 0 0 0 0 0 1-1_

'1 1 0 0 0 0 0 0 "1 1 0 0 0 0 0 o!
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1-1 0 0 0 0 • 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1 0 0
0 0 0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1

f i  1 1 1 1 1 1 1 "1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1-1 0 0 0 0 0 0
1 1-1-1-1-1 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0
1 1-1-1 1 1-1-1 = 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1-1 1 1-1-1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
1-1-1 1-1 1 1-1 0 0 0 0 1-1 0 0
1-1 1-1-1 1-1 1 0 0 0 0 0 0 1-1
1-1 1-1 1-1 1-1_ 0 0 0 0 0 0 1 1_

"1 1 0 0 0 0 0 0" "1 1 0 0 0 0 0 o"
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1-1 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-1 0 0 1-1 0 0 0 0
0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0 0 1-1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1-1

(7)

Algorytmy te prezentują inny sposób pobierania danycb do obliczeń w 
kolejnych etapach przetwarzania opisywany ogólnie następującym iloczynem 
macierzy:
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a21 a22

a21 a22

(8)
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Takiemu sposobowi faktoryzacji można przypisać strukturę drzewa z re
dukcją częstotliwości próbkowania przedstawioną na rys. 8 £9]. Redukcja 
próbkowania (oznaczona na rys. 8 symbolem U ) polega na rejestrowaniu 
tylko jednej spośród N kolejnych próbek i na odrzucaniu pozostałych.

W przypadku F\VT z uporządkowaniem diadycznym a^1=a12=a2^=1> a22= 
i przykładowa modułowa struktura dla 11=8 ma postać podaną na rys. 9. 
Dla uporządkowania sekwencyjnościowego wystarczy w wybranych gałęziach 
zamienić miejscami człony (z - 1) i (z + 1), jak to pokazano na rys. 10.
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Rys. 8 
Fig. 8
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Rys. 9
Fig. 9
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Rys. 10 
Fig. 10

Tak opisane struktury algorytmów FWT 
pozwalają na równoległe przetwarzanie 
w kolejnych etapach rozdzielonych grup 
danych przy jednoczesnym dwukrotnym 
zmniejszaniu częstotliwości próbkowania 
w każdym etapie w porównaniu z etapem 
poprzednim. Struktury te zachowują zło
żoność obliczeniową równą NloggN opera
cji dodawania i odejmowania i mogą być 
realizowane przez coraz częściej stoso
wane układy wieloszybkościowe [li].

W celu porównania algorytmów FWT i 
FFT na rys. 11 podano graf przepływowy 
algorytmu FFT o takiej samej geometrii 
operacji motylkowych jak algorytmy FWT 
z rys. 6 i 7, a na rys. 12 równoważna 
mu strukturę modułową będącą odpowied

nikiem struktury z rys. 9 i 10. Oprócz zwiększonej złożoności obliczenio
wej będącej konsekwencją stosowanych operacji na liczbach zespolonych, te
go typu algorytmy FFT wymuszają uporządkowanie zgodnie z odwrotną kolej
nością bitów zarówno próbek wejściowych, jak i wyjściowych, co wymaga do
datkowych etapów przetwarzania i znacznie ogranicza stosowanie struktury 
modułowej w połączeniu z redukcją częstotliwości próbkowania.

Rys.
Fig.

11
11
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4. Podsumowanie

Rys. 12 
Fig. 12

W pracy przedstawiono modułowe struktury algorytmów FWT pozwalające na 
równoległe przetwarzanie danycb i wielostopniowe zmniejszanie częstotli
wości próbkowania. Zagadnienia te w opracowaniach i monografiach o cha
rakterze teoretycznym dotyczących transformacji Walsha są najczęściej po
mijane [̂12].Opierając się na prezentowanych strukturach algorytmów FWT 
można budować użyteczne procedury służące do wyznaczania bieżących dys
kretnych transformat Y/alsha za pomocą nowoczesnych procesorów sygnałowych 
z równoległym przetwarzaniem lub układów wieloprocesorowych. Na podstawie 
przeprowadzonego porównania z algorytmami PPT charakteryzującymi się taką 
samą geometrią operacji motylkowych jak algorytmy FWT można stwierdzić, 
że algorytmy FWT z upoi-ządkowaniera diadycznym i sekwencyjnościowym mają 
właściwości pozwalające na budowanie skuteczniejszych struktur modułowych 
z wielostopniowym zmniejszaniem częstotliwości próbkowania niż odpowia
dające im algorytmy FFT.
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üOflyjlbHAH Í0PMA AJirOPHIMOB EiiCTPOrO IIPEOEPAGOBAHHH yOJMA

P e 3 io 11 e

B paOoie npoaHaaaa osami a a r o p a m u  duciporo npeoOpa3 0BaHaa yoama c iovxh 
3 peHEH ax MoayabHociH. IIpeflCTaBJieHu SKBHBaseHTHue cipyxiypu AepeBbeB, xoxo- 
pue no3BajiaioT Ha xexymee napaJiJiejibHoe BunoAHeHHe ochobhhx MoiiuibxoBux one- 
paitHíl, cocioamax H3 onepanañ caoaeHaa h BuvHTaHHa, PaccxoxpeHU absl BapnaHia 
MHorocxyneH^axoro npeo6pa3 0saHHH. IlepBbiii - HcnoJib3 yni¡Hit 3a^epiKH BpeueHHtix 
BblfiopOK B Blopoft - OCH OBaHHHÜ Ha nepeUeHe VaCIOIH AHCKpeiH3anHH B OVepeflHUX 
axanax odpaCoxxH. KoaaneciBO BuvacaeHH8 jwh noayaeHaa xexynero npeo6pa30Ba- 
ehh  fljia xoaex oxaauBaexca nponopnaoHaabHim.

IIpegciaBBeHH cipyxxypn aaa HaxypaJibHoro aaaflHoro a cexBeHnaoHHoro yno- 
paAoaeHHH b ajiropamax Cucxporo npeo6pa3 0BaHoa yojtma a cpaBHBHae hx c co- 
oxBexcxByxmauH capyxxypaim aaropaxxcB fracxporo npbo6pa30BaHaa $ypbe.
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A MODULAR FORM OF THE FAST WALSH TRANSFORMATION ALGORITHMS 

S u m m a r y
The fast Walsh transformation algorithms have been investigated in 

the paper from the view-point of their modularity.
Three structures corresponding with them and allowing to perform simulta
neous butterfly operations which consist of addition and substration have 
been presented. Two forms of multistage processing: the one using time 
delays between signal samples and another one based on the change of sam
pling frequency in sequent stages of processing, have been considered.

The number of arithmetic operations required for calculation of the 
N-point running transform is proportional to NloggN.

The structures for natural, dyadic and sequence order in the fast 
Walsh transformation algorithms have been given and compared with the 
fast Fourier transformation algirithms structures corresponding with them.


