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ANIZOTROPOWY MODEL WIELOWARSTWOWY ODTWARZAJĄCY STAN ELEKTRODYNAMICZNY 
MASZYNY INDUKCYJNEJ Z KLATKĄ GŁĘBOKOŻŁOBKOWĄ W LITYM WIRNIKU

Streszczenie. Miedziana klatkę umieszczona między litymi zębami 
wirnika głębokożłobkowego zastąpiono anizotropowa wielowarstwową 
struktura ciągłą. W wyniku rozwiązania dwuwymiarowego zagadnienia 
polowego otrzymano impedancję operatorową strony pierwotnej dla po
szczególnych modeli obliczeniowych maszyny. Przez rozłożenie admi- 
tancji operatorowej w ciąg ułamków prostych uzyskano schemat zastęp
czy o stałych skupionych w postaci równolegle połączonych dwójnikówR, 
L. Ograniczając liczbę dwójników R, L otrzymano przybliżone sche
maty zastępcze, a na ich podstawie wyprowadzono równania różniczko
we zwyczajne opisujące stan elektromagnetyczny maszyny, które uzu
pełnione równaniem stanu elektromechanicznego opisują stan elektro
dynamiczny maszyny indukcyjnej. Na wykresach pokazano poślizgowe 
charakterystyki ustalonej admitancji stojana oraz trajektorie punktu 
pracy w stanie nieustalonym maszyny po przyłączeniu silnika na zna
mionowe napięcie stojana.

1. Równania stanu elektromagnetycznego i elektrodynamicznego

Ocena wpływu litego żelaza wirnika, w którym umieszczone aa pręty 
silnika głębokożłobkowego, na elektromagnetyczne stany nieustalone jest 
utrudniona ze względu na zjawisko wypierania prądu zarówno w prętach, jak 
i litym żelazie wirnika powodujące, że strona wtórna jest obiektem o para
metrach rozłożonych. Zastąpienie równań różniczkowych o pochodnych cząst
kowych opisujących stan elektromagnetyczny nieustalony maszyny równaniami 
różniczkowymi zwyczajnymi ułatwia ich rozwiązanie i w konsekwencji prowa
dzi do zbudowania schematu zastępczego maszyny o parametrach skupionych 
(rya* 1a).

Rys. 1. Schemat zastępczy maszyny 
Fig. 1. Equivalent circuit of the machine
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Parametry te otrzymuje się z rozkładu pola elektromagnetycznego w stanach 
przejściowych w magnetycznie anizotropowym wirniku przy wymuszeniu okła-

n /m -
dem prądowym a(x,t) = - 2y,j— . 11(t)sin(px) sinusoidalnie rozłożonego

dwufazowego uzwojenia zastępczego stojana przewodzącego prąd I^(t) otrzy
many z ortogonalnej transformacji dwuosiowej prądów fazowych stojana.

Równania stanu elektromagnetycznego przy nienasyconym obwodzie magne
tycznym maszyny są liniowe i zapisane w postaci operatorowej. Strumień 
skojarzony zastępczego uzwojenia stojana (p) określa indukcyjność ope
ratorową stojana L1(j (p) = (p)/I1 (p). W indukcyjności tej można wyod
rębnić indukcyjność magnesującą L̂ , oraz admitancję wirnika ’

^ T p7 = p 1^'lp} - pip (1)

Lli (p) “ ifp} * V  ■ L1<S (p=0) “ •

Dla stanu ustalonego pracy przy sinusoidalnym, symetrycznym zasilaniu na
pięciem o pulsacji w 1 otrzymuje się w schemacie zastępczym maszyny zależ
ną od poślizgu impedancję wirnika (rys. 1a)

Rp(s) Zpipsjsw.)
-2— . + jco^is) = -Ł-— -1- . (2)

Indukcyjność operatorowa jest funkcją przestępną względem "/p1 i posiada 
nieskończoną liczbę prostyoh, ujemnych miejsc zerowych pn [1]. które są 
biegunami adraitancji operatorowej wirnika. W schemacie zastępczym przy
datnym do opisu stanów nieustalonych otrzymuje się szukane parametry sku
pione R2(n)* ^2(n) P°Przez rozkład na ułamki proste admitancji operato
rowej wirnika:

n=1
2(n) (3)

M(p )1 -j
S ” W r -  L2(n) = T2(n)R2(n)’ pn = " 7 ^  •

Stosunkowo dobrze zbieżnemu nieskończonego szeregowi (3) odpowiada w do
kładnym schemacie zastępczym wiązka nieskończenie wielu równolegle połą
czonych dwójników R2(n)’ ^2(n)* W przybliżonym schemacie zastępczym moż-
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na szereg (3) urwać na n0-tym wyrazie i uzupełnić go dwójnikiem resztko
wym 1*2(0)' ^2(0)* iarametry dwójnika resztkowego wynikają z warunków
jednakowej wypadkowej rezystancji R2 dla prądu stałego i jednakowej za
stępczej stałej czasowej T2e wirnika dla rozwiązania dokładnego i przy
bliżonego D]*

2e
5 7

(4)

1 _  1
^2 " (p=Ó) n2 (n)

Z przybliżonego schematu zastępczego wynikają równania stanu elektro
magnetycznego maszyny. Uzupełnione równaniem stanu elektromechanicznego 
opisują stan elektrodynamiczny maszyny. Przyjmując jako płaszczyznę odnie- 
sienią płaszczyznę liczb zespolonych wirującą ze stała prędkością atan 
elektrodynamiczny maszyny opisany jest za pomocą kanonicznych równań sta
nu [1 , 2, 3]s

(  d*i
j ę -  = U1 (0) - jco^ - R1I1

= - ^(ij^ii) “ d(t°1 ' “ ^ ( i )
i  = 0 ,1 , • • • , n Q (5)

af = - i (Me ~

Ue = p Reij^I^ , M  = [l] [i]

Ten nieliniowy układ równań różniczkowych zwyczajnych przy zadanym napię
ciu stojana U1(0) i danym momencie obciążenia MQ może być rozwiązany 
na maszynie cyfrowej przy wykorzystaniu standardowych programów.

:.;odele obliczeniowe maszyn--’ -<cbokoza.obxwej

Do rozważań przyjęto dwie wersje maszyny różniące się między sobą spo
sobem wykonania zęba wirnika. Sposób przekształcania wirnika głębokożłob- 
kowego z prętami prostokątnymi w wirnik z przewodzącymi warstwami anizo
tropowymi pokazano na rys. 2 [2, 3].
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Rys. 2. Zastąpienie wirnika głębokożłobkowego z prętami prostokątnymi (a) 
w wirnik z przewodzącą warstwą anizotropową (b)

Fig. 2. Substitution of the deep - slotted rotor with rectangular bars 
(fig. a) by the rotor with anisotropic conducting layer (fig. b)

Pole elektromagnetyczne wyznaczone jest w oparciu o model wielowarstwo
wy wirnika. Przy pominięciu efektów krańcowych wirnika jest ono polem dwu
wymiarowym. W przypadku maszyn wirujących o dużych średnioach wirnika mo
del cylindryczny można bez większego błędu zastąpić modelem płaskim, co 
odpowiada analizie zjawisk w maszynach liniowych, a jednocześnie daje 
przejrzyste rozwiązanie analityczne. Parametry zastępcze warstw anizotro
powych wirnika ¿unx, wynikają z równoległego połączenia konduk-
tancji pręta i zęba dla prądu płynącego w kierunku osi z, równoległego 
połączenia permeancji magnetycznych pręta i zęba dla strumienia indukcji 
magnetycznej w kierunku osi y oraz szeregowego połączenia tych permeancji 
w kierunku osi x.

v t bt
^nx “  ^ \  • <“ ny = ~ ^ t  “ ¿ V  + <“ b

£t + ~ K

(6)

3. Wyznaczenie parametrów schematu zastępczego

Rozkład pola elektromagnetycznego w poszczególnych warstwach, przy po
minięciu prądów przesunięcia, opisują równania Maxwella w postaci opera
torowej:
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rot H(p) = J(p), rot E(p) = - pB(p), J(p) = tfE(p)
(7)

B(p) = rot A(p), div A(p) = 0, A(p) = nz A(x,y,p) .

Rozwiązanie ogólne na potencjał wektorowy w dowolnej warstwie

An(x,y,p) = ^C1n(p)exp(-6ny) + C2n(p)exp(£ny)J Re[exp(- j f x )] (ga)

przy czym obowiązuje:
dla szczeliny powietrznej: = (Ig)̂  «

2 Ti' 2dla warstw anizotropowych: 6n = ¡“ (ę) + f azMaxP >
ny

3a „
H2x(x,y,p) - -1 . j-2

¿*2
3A

[Hgyii.y.p) = - j l  . ^

dla szczeliny powietrznej (8b)

3a
|Hnx(x 'y *P ) • ay2

I 1 3a
I Hjjy (x,y»P) = - —  • ^

dla dowolnej warstwy
anizotropowej (8c)

[Bnx* Bny]T “ dia^ n x ^ n y ]  [Hnx* Hny]T * <8d)

Stałe całkowania w równaniach (7), (8) wynikają z warunków na granicach 
oddzielających poszczególne warstwy:

V p > -  V i (p)
a(x,p) między stojanem

a szczeliną (9)
0 między pozostałymi

warstwami.

tJwzględniając w zależnościach (8) warunki (9) wyznaczamy strumień skoja-

rzony uzwojenia zastępczego ̂ ¿(p) “ yf z1 ^1 li f By^x,y = “ ¿»P)dx»
J - f / 2

a w konsekwencji indukcyjnośó operatowową stojana dla wersji maszyny z li
tym żelazem wirnika (rys. 1):



20 W. Paszek

L1ó (p)
£ l
^4x

sh (£4h) e?ch(£ . jd)sh(£2ó) + — sh(6 .jd (ch(£2<5)j

h
¿ V

sh (6 4h) [ " ¿ Ł
L ^ x

ch(£2d)ch(e2<S) + — sh(£2<i)sh(£2 tS)j

ch(64h ) |r - L
L $ *

sh(6,d)sh(£~<5) + ~  
3 łx‘2

cb (£ jd )c h (6 2d)J

* Ł .
^ 3 x

ch(£4h ) | r h .
! _ ^ x

sh (63d )ch (£2^) + — ch (£2d )sh (£2<5)J

(10)
gdZi8ł i t t \2 

C =s D ■ —  » — i •
Pt

Jeżeli pręty miedziane, znajduje się w idealnym pakietowanym ferromagnetyku 
<̂ t =°°* =• 0) równanie (10) sprowadza się do postaci:

Ł15(P)
* Ł . sh(£4h)j

rsh(e2ó) 62d
+ F T

ch(£2<5) j| + ch(£4h) £2
j j n r  oh(e2ó)

e2
h L .
^4x

sh(£4h)|
poh'(£2 )̂
L^3x

£?d
+ F T

sh(£2ó)j + ch(£4h)

(1 1)
Wykorzystując w zależnościach (1), (2), (3) równania (10), (11), otrzymamy 
szukane parametry dwójników schematu zastępczego dla poszczególnych modeli 
obliczeniowych maszyny.

4« Modelowanie stanów przejściowych

Na rys. 3 przedstawiono poślizgowe charakterystyki admitancji stojana 
8-biegunowej, trójfazowej, 6000 V, 400 kW maszyny indukcyjnej głębokożłob- 
kowej z prostokątnymi prętami miedzianymi (4 x 53 mm2, li = 35 om, 6 = 1 , 5  mm, 
d = 2 mm, b = 2 mm, V = 2 7 , 8 cm, = 2 , 5 3 om, = jj.q , f h = 57 . 1 06 ^ )
u m i e s z c z o n y m i :  a )  w l i t y c h  (/u-t  =  1 0 0  ¿uQ ,  ^  =  4 , 6  .  1 ° 6 ^ ) »  b )  w  p a k i e 

t o w a n y c h  ^u.t  = 0 0 ,  ^  =  0 )  z ę b a c h  z  g ł ó w k a m i .

lite żelazo zwiększa liczbę dwójników R, L uwzględnianych w schema
cie zastępczym odwzorowującym stany przejściowe maszyny, gdyż szereg (3 ) 
jest słabiej zbieżny.

Rys. 4 przedstawia obliczone na maszynie cyfrowej trajektorie M,(s) 
rozruchu nieobciążonej maszyny (J = 80 kgm ) po przyłączeniu stojana na 
napięcie znamionowe. Na rysunku tym zamieszczono również mechaniczne cha-
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Rys. 3. Poślizgowe charakterystyki admitancji stojana dla maszyny (a) 
z litym, b) z pakietowanym żelazem wirnika

Fig. 3. Slip dependent stator admittance characteristics for the machine 
with a) - solid iron rotor, b) - the sheet packed one

Bys. 4. Trajektorie ŁIe(s) przy rozruchu nieobciążonego silnika a) z li
tym, b) z pakietowanym żelazem wirnika 

Pig. 4. Trajectories M0(s) at the run up of the unloaded motor with 
a) - solid iron motor, b) with the sheet packed ons
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rakterystyki tej samej maszyny dla poszczególnych modeli obliczeniowych
(linia przerywana).
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AHII3OTP0I1HAH MHOrOCJIOAHAH MOJBäJIb OITHCHBAKUAH 3JISKIP0#HHAMHHECK0E 30CT0HHHE 

ACHHXPOHHOil MAIÜHHU C rJiyE0K0IIA3H0,i EEJMHES.i XJTSTKO.i B CIDIOUHOM POTOPE

P  e 3 so m e
Me^Hasi SejiH 'iba scjieTna, noMemeHHan u e x j iy  cnJiomHaMH 3y6ąaMn poTopa r jiy ó o -  

Kona3Horo acraxpoHHO ro ^ B a r a ie j i a ,  3aMeHeHa aHH30TponHofi MHorocjioiiHoß crpyic- 
TypHoii. B p e 3 y jib T a ie  pemeHHH m iocK oro sjieKTpoMarHHTHoro nona nojiytieH on epa- 
TopHbifi HMne^ąHC nepBHHHOił ciopoH U n n a  oiflejibH ux pacH eiH tix M ojeJieö Mainz hm. 
IlyrgM pa3JiosteHHH on epaio pH oro  HMne^aHca Ha npocTHe ^poßu nojiyneHa cxew a 3 a -  
MemeHHs co  cpe^oToHeHHHMH napaMeipaMH b BH^e napajmejibHO coeAHHeHHbix R , 
flByxnojnocHHKOB. IlyieM orpaHHneHHa KOJinneciBa ÄByxnojnocHHKOB R, L noJiyneHu 
npHÖJimxeHHbie cxeMM 3aMeneHHH. Ha ocHOBe s th x  cxeM BhiBe^eHU oÖuKHOBeHHue

peHimajibHue ypaBHeHHH o xm c u b aiom h e sjreKipoMarHHTHoe cocToHHHe uanzn u, 

KOTopue c ypaBHeHHeM sjieKTpoMexaHHHecKoro flBHaceHHH onncuBaioT ajieKipoAHHa— 
MHaecKoe o 00T ojiHHe acHHxpoHHoä MamHHbi. Ha rpa<ł>HKax npe.acTaBjTeHM aaBHCHMiiie 

o t cKOJixeHHH xapaKiepucTHKH ajsMHTaHca CTaiopa, a  lauste TpaexiopHa paßoHeii 

tohkh ÄBHraiejia b nepexo^noM peaczMe npH nycxe no BKjuoaeHHio Ha homhHajibHue 
HanpHaceHHe.
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ANISOTROPIC MULTILAYER MODEL REPRODUCING THE ELECTRODYNAMIC STATE 
OP INDUCTION MACHINE WITH DEEP-SLOTTED CAGE IN A SOLID IRON ROTOR CORE

S u m m a r y
The copper squirrel cage placed between the solid teeth of the deep - 

slotted rotor has been substituted by an anisotropic multilayer continuous 
secondary structure. As a result of solving two-dimensional field problem 
an operational impedance of primary structure for particular calculation 
models of the machine has been obtained. An equivalent diagram of the 
constants concentrated in a form of two - terminal networks R, L connec
ted in parallel has been obtained through the expansion of the operatio
nal admittance into the sequence of partial fractions. Limiting the number 
of two - terminal networks 2, L the approximate equivalent diagrams have 
been obtained and on their basis ordinary differential equations descri
bing electromagnetic state of the machine have been derived} these equa
tions - supplemented with the equation of the electromechanical state 
equation - describe the electrodynamic state of the induction machine.
Slip dependent characteristics of the stator stationary admittance and 
working point trajectories at the machine run up after switching on the 
stator rated voltage have been shown on diagrams.


