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STANY NIEUSTALONE MASZYNY INDUKCYJNEJ Z GŁĘBOKOŻŁOBKOY/Ą STRUKTURĄ WTÓRNĄ 
ODWZOROWYWANE ZA POMOCĄ MODELU O ANIZOTROPOWEJ STRUKTURZE WIELOWARSTWOWEJ

Streszczenie. Model maszyny indukcyjnej zawiera część wtórną 
o dwóch lut o wielu warstwach izotropowych bądź anizotropowych.
Z rozwiązań pola elektromagnetycznego w warunkach nieustalonych 
wynikają parametry elementów w schemacie zastępczym maszyny. Para
metry te otrzymuje się z rozkładu odwrotności indukcyjności opera
torowej strony pierwotnej modelu maszyny na ułamki proste. Ograni
czając liczbę uwzględnianych wartości własnych w indukcyjności ope
ratorowej otrzymuje się przybliżone schematy zastępcze maszyny. 
Przebiegi elektrodynamiczne maszyny są opisane przez równania róż
niczkowe zwyczajne. Model maszyny o anizotropowej strukturze wars
twowej dobrze odwzorowuje maszynę z wirnikiem żłobkowym, w szcze
gólności maszynę z wirnikiem głębokożłobkowym o żłobkach prostokąt
nych. Przedstawiono częstotliwościowe charakterystyki admitancji 
oraz poślizgowe charakterystyki momentu elektromagnetycznego maszy
ny z litymi i pakietowanymi zębami wirnika.

1. Wprowadzenie

Zjawisko wypierania prądu w prętach wirnika silników głębokożłobkowych 
powoduje, że strona wtórna maszyny jest obiektem o parametrach rozłożonych. 
Powoduje to utrudnienie analizy stanów przejściowych maszyny. Można unik
nąć tych trudności przez zastąpienie równań różniczkowych o pochodnych 
cząstkowych opisujących stan elektromagnetyczny silnika równaniami róż
niczkowymi zwyczajnymi. Prowadzi to w konsekwencji do zbudowania schematu 
zastępczego o stałych skupionych [1]- W pracy [2] przedstawiono schemat 
zastępczy maszyny indukcyjnej z częścią wtórną o strukturze wielowarstwo
wej ciągłej, pozwalający analizować pracę maszyny w stanach nieustalonych.

Zaproponowany w pracy [2] schemat zastępczy może być przydatny w anali
zie stanów nieustalonych silników głębokożłobkowych, po uprzednim zastoso
waniu zabiegu polegającego na zastąpieniu struktury żłobkowej strony wtór
nej silnika warstwą anizotropowa ciągłą. Rozłożenie indukcyjności operato
rowej strony pierwotnej otrzymanej w wyniku rozwiązania zagadnienia polo- 
wego z uwzględnieniem anizotropii części wtórnej maszyny na ułamki proste 
pozwala wyprowadzić schemat zastępczy o stałych skupionych. Równania róż
niczkowe zwyczajne otrzymane na podstawie takiego schematu zastępczego, 
uzupełnione równaniem stanu elektromechanicznego, opisują stan elektro
dynamiczny maszyny indukcyjnej.
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2. Modal obliczeniowy maszyny głebokożłobkowe.1

Obliczeniowy model warstwowy maszyny głębokożłobkowej (rys. 1) wypro
wadzono w oparciu o następujące założenia upraszczającej

1) Analiza pola elektromagnetycznego odbywa się w prostokątnym ukła
dzie współrzędnych x,y,z związanym ze stroną wtórną maszyny.

2) Obwód magnetyczny maszyny jest nienasycony.
3) Stronę pierwotną* szczelinę powietrzną oraz ostatnią warstwę strony 

wtórnej stanowią warstwy jednorodne i izotropowe, przy czym ¿1 = 00, ^ =  0 
dla pierwszej i ostatniej warstwy ferromagnetycznej.

4) Zęby i pręty żłobków zastąpiono warstw) anizotropową o konduktyw- 
ności (xz oraz przenikalności ¡*x  na kierunku obwodowym i ¿uy na. kierun
ku promieniowym (rys. 1b).

5) Zjawiska krańcowe są pomijalne.
6) Okład prądowy trójfazowego symetrycznego uzwojenia pierwotnego o 

rozłożeniu sinusoidalnym zastępującego realne uzwojenie strefowe sprowa
dzony jest do nieskończenie cienkiej warstwy prądowej przylegającej do 
żelaza strony pierwotnej i opisany jest funkcjąt a=a (t)Re jexp [j (oc(t)i-i-x)Jj

7) Przy ortogonalnej dwuosiowej transformacji wielkości fazowych do 
układu współrzędnych nieruchomego względem części wtórnej składowe dwuosio
we wielkości elektromagnetycznych przedstawione są na zespolonej* płaszczyź
nie d, q strony wtórnej. Ze względu na symetrię maszyny analizę pola 
przeprowadza się w jednej osi (np. w osi d) i uogólnia zależności dla
osi q. Dla skrócenia zapisu wygodnie przyjąć ad =* a •

a  b

Rys. 1. Sposób zastąpienia wirnika głębokożłobkowego z prętami prostokąt
nymi a), przez wirnik z przewodzącą warstwą anizotropową b)
Pig. 1. Way of substitution of the deep - slotted rotor with rectangular 
bars (fig. a) by the rotor with anisotropic conducting layer (fig. b)
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3. Indukcy.iność operatorowa strony pierwotnej maszyny

Indukcyjność operatorową strony pierwotnej L^(p) => (p)/X1 (p) okre
śla strumień Y 1(5 (p) sprzężony z uzwojeniem pierwotnym, w którym płynie 
prąd I.|(p). Pole elektromagnetyczne w poszczególnych warstwach opisane 
jest równaniami Maxwella w postaci operatorowej«

rot B(p) =^u.J(p), rot E(p) = - pB(p). (1)

Równania (1) rozwiązano metodą potencjału wektorowego A, spełniającego 
warunki: B(p) = rot A(p), div A(p) = 0, przy czym dla przyjętego układu 
współrzędnych przestrzennych x,y,z (rys. 1) oraz przy pominięciu prądów
przesunięcia J(p) =fE(p). Składowa z okładu prądowego a(x,p) =
= a(p)Re[exp(- j ^  x)] wymusza (po zastosowaniu metody rozdzielenia zmien
nych) rozwiązanie równań (1) w postaci«

A(x,y,p) = [c1n(p)exp(- 6ny) + 02n(p)exp(6ny)jRe[exp(- j Ę  x)J (2) 

przy czym uwzględniono nzN(x,y,p) oraz obowiązują«

a) dla szczeliny powietrznej £2 = («¡F)2 , (3a)

b) dla warstwy anizotropowej 6j =

po uwzględnieniu«

1 3a3 1 3A3
H3X (x . y . P )  ■  • § y  » H3 y ( x » y » P )  = -  * 3x  *

Stan całkowania G1n(p)t C2n p̂  ̂w równaniu (2) wyznaczone es z warunków 
brzegowych na granicach oddzielających jedną warstwę od drugiej«

Ak " Ak+1 a(p) dla granicy między 
stojanem a szczeli
na powietrzną (4)

0 dla pozostałych granic

Uwzględniając w zależności (2) warunki (4) otrzymamy ostatecznie dla szcze
liny powietrznej«

^2a Ft sh(£3d)sh(e2y) ~K °h(e3d)ch(62y)
A(x,y,p) = ■£—  .---- ---------------- 1— gS  Re[exp(- j ^x)] .

rr-2 sh(6,d)sh(6„<5) + ^  ch(6,d)ch(£?<5)
J y-z i {5)
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Strumień skojarzony rozpatrywanego uzwojenia zastępczego związany ze stru
mieniem w szczelinie

mana w drodze transformacji trójfazowego uzwojenia 
do układu dwufazowego«

Indukcyjność operatorowa strony pierwotnej przy uwzględnieniu a(p) =

Z uwagi na założona symetrię maszyny indukoyjnośoi operatorowe uzwojeń 
zastępozycb w osiach d,q są jednakowe, tak więc indukcyjność operatoro
wa strony pierwotnej z uwzględnieniem rozproszenia żłobkowego i rozpro
szeń czołowych L|(p) = L^(p) + L1g.

Parametry zastępcze warstwy anizotropowej f j ,  y ^ x ,  y -y ^ wynikają z rów
noległego połączenia konduktancji pręta i zęba dla prądu płynącego w kie
runku osi z, równoległego połączenia peroeancji magnetycznych pręta i 
zęba dla składowej promieniowej strumienia indukcji oraz szeregowego po
łączenia tych permeancji dla składowyoh stycznych strumienia i

Wyodrębniając w impedanoji operatorowej pL-^Cp) reaktancję magnesującą 
pl^, = pL1(j (p=0) otrzymuje się impedaneję operatorową strony wtórnej»

t/ 2
V 1)5(p) «= Z ^  J By (x,y = - <5 ,p)dx, 

- 1 /2

przy czym

By(x,y,p) =. ,

(.u ) - efektywna liczba zwojów uzwojenia zastępczego otrzy-

a X1 (p) —  £ wyraża się wzorem»
pt

li^z1 ^
pt

(6)

(8)
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Uwzględniając zależności (7) w równaniu (8), a następnie przyjmując 
f =■ 0, p z =3» otrzymamy zastępczą impedanoję części żłobkowej pręta 
o przekroju prostokątnym. Dla <5 = 0 impedancja operatorowa strony wtór
nej Z2(p) jest identyczna z impedanoja pręta głębokożłobkowego odwzoro
wanego za pomocą linii długiej na końcu otwartej £3 ] :

a2(p) = ’W  p ctgb Y ^ 3xf3p'.
4. Scbemat zastępczy maszyny

Rozkład funkcji y  '|pj na ułamki proste (występują tylko jednokrotne
bieguny proste różne od zera) przy spełnieniu warunku lim » tn \ = 0p— <» P-̂ ii
daje [2J:

s  ¥ * ]  (9)n=1 *

gdzie:
pn - miejsca zerowe funkcji Zg(p) - takie same jak i dla funkcji 

Ł15(p ), przy czym przyjęto = fffp} *

Po prostych przekształceniach oraz zastosowaniu reguły de 1 Hospitala 
przy liczeniu granicy z prawej Strony równania (9) otrzymamy:

OO
2 ^ p 7  - pI ^ T pT “ ‘ (10)

gdzie:

1 Ł p̂n ) „ 1 T M(p=0)
7TT = " ’ Tn = “ K  * V  " rtpSBT2(n) p2|dM

n

Impedancję operatorową Zg(p) zgodnie ze wzorem (10) stanowi nieskończo
ny ciąg równolegle połąozonyoh dwójników H2 (n)* L2(n)* SzaraS w równa
niu (10) można urwać na n0-tym wyrazie i uzupełnić schemat zastępczy 
dwójnikiem resztkowym R2(0)’ L2(0)* Parametry dwójnika resztkowego wyni
kają z warunków jednakowej rezystancji wypadkowej Rg oraz jednakowej
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Rys. 2. Schemat zastępczy maszyny indukcyjnej z wirnikiem głębokożłobko-
wym

Fig. 2. Equivalent diagram of the induction machine with deep - slotted
rotor

zastępczej stałej czasowej T2e strony wtórnej [i] dla rozwiązania dokład
nego oraz rozwiązania przy ograniczonej liczbie obwodów zastępczych, przy 
czym obowiązują zależności»

5. Odwzorowanie admitano.ii strony wtóme.i wiązka równolegle połączo
nych dwó.lników R. Ł

Parametry schematu zastępczego dla przypadku litych zębów wirnika wy
znacza się z zależności (10), (11), w których indukcyjność operatorowa 
strony pierwotnej jest określona równaniem (6), natomiast parametry za
stępcze warstwy anizotropowej równaniem (7)» Podstawienie 6^ = j po
woduje przejście przestępności hiperbolicznej z zależności (6) w przestęp- 
ność trygonometryczną. Ze wzoru (10) wynikają parametry dwójników R, L»

 ̂ qnsin^qn ^ ---- 2’Ą ? ‘X

= E 2pin(qn ) e2d - x " 1 ’ L2(n) " " P;R2(n]
Pn — q‘' (1 + 1 ctgh(€2ó)) + oos(qn )

L "  J  (12 )



Stany nieustalone maszyny indukcyjnej.. 21

2e2oh(e2<5) ° v
e = — -— -----   , p = - -«■ ■ -j -------. (1 2 )

G^ 3 x ^ 3 d3h(Ł2‘5) 3 x 3

Wartości są pierwiastkami równania trygonometrycznego:

- q sin(q) + g 3x ^  otgb( 2 )ooe(q) = 0 . (13)

Zależności (11) wyznaczają parametry R2(0)' L2(0) dwójnika resztkowego 
oraz wielkości wypadkowe 1/H2, T0/R2, przy czym przykładowo konduktancja
wypadkowa 1/R2 określona jest zależnością:

1 3 h ( ^ 6 2 d ) c h ^ 6 2 d )  *  £ 2 d~ | j g ______________________________

2Ce2 ^  2̂̂ 3b(e2̂ Sĥ e2d)+̂ 0h(e2<S)0b(̂ 1e2d)]2
(14)

Przyjęcie idealnego bezstratnego ferromagnetyka ( ^  = 0, /xz a °°) ota
czającego pręt implikuje parametry warstwy anizotropowej:

- b„ . r*
■ f p  * ^ 3 X  "  t T ^ T T ^ p  ’ ^ 3 y  =  5 3  • ( 1 5 )

Parametry schematu zastępczego wyznaczają równania (12), (13), (11), 
w których:

< yfi3 = ^ u3xtf'3p' » Pn = “ ' ¿ ¡ ¿ f j * a równanie (14) sprowadza się do 

postaci:

i i M4- =  U-  . (16)
2 C cb (£2(5)

Rys. 3 przedstawia względne częstotliwościowe charakterystyki admi-
tancji operatorowej strony wtórnej: aproksymujące i dokładną, przy czym
p a jo)0, a wielkość odniesienia dla charakterystyk stanowi konduktancja
wypadkowa A— . Obliczenia przeprowadzono dla silnika indukcyjnego k 2
SZJr-138 (6000 V, 400 kW) mającego prostokątne pręty w wirniku o wymia-
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RZ*0 .26SŁ

/?•, = £).36 Q

Rys. 3. Częstotliwościowa charakterystyki admitancji operatorowej strefy 
wtórnej dla maszyny a) z litym, b) z pakietowanym ferromagnetykiem części

wtórnej
Pig. 3. Frequency plots of the operational secondary admittance for the 
machine a) with solid ferromagnetic of the secondary structure

b) with the sheet - packed one

2 6 rach 4 x 53 mm i konduktywności Yp a 57 • 10 S/m umieszczone w:
a) litym ( p z = 100 ¿xQf z » 4*6.10^ S/m), b) pakietowanym (¿ iz — , fz=0) 
ferromagnetyku strony wtórnej. Pominięto impedancję pierścieni zwierają
cych. Przy zachowaniu tej samej szerokości dolnoprzepustowego pasma czę
stotliwości trzeba uwzględnić większą liczbę dwójników aproksymująeyoh 
w przypadku litego wirnika.

6. Ocena dokładności odwzorowania admitanc.li strony pierwotnej

W przypadku symetrycznego napięcia sinusoidalnego strony pierwotnej 
U-j = U-j (0)exp( js<Wjt) poślizgowa admitanoja strony pierwotnej»

(17a)



Stany nieustalone maszyny Indukcyjnej.». 33

a

  Im

b

Rys. 4. Poślizgowe charakterystyki admitancji strony pierwotnej dla ma
szyny a) z litym, b) z pakietowanym ferromagnetykiem części wtórnej
Pig. 4« Primary slip dependent admittance characteristics for the machine! 
a) - with solid ferromagnetic of the secondary struoture, b) - with the

sheet - packed one

Z przybliżonego schematu zastępczego dla stanu ustalonego wynika przybli
żenie poślizgowej admitanoji strony pierwotnej!

* t a )  “ T T, ' " ' ■ 1...................... " .....

no

+ r y ( ï ï2 ( n ) ' 1---------} + -----
Ą —i  + ^ ^ ( n )  + 3“il2(o)n= i

(17b)
Ha rys. 4 pokazano poślizgowe charakterystyki admitancji strony pier

wotnej dokładne i przybliżone dla obu wersji maszyny.
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7« Stan elektrodynamiczny maszyny

Schemat zastępczy z rys. 2b odtwarza równanie stanu elektrodynamicz
nego z dokładnością zwiększającą się ze wzrostem liczby uwzględnianych 
dwójników zastępczych R2(n)’ ^2(n)* PrzyÓmuj9° jako płaszczyznę odnie
sienia płaszczyznę liczb zespolonych wirującą ze stałą prędkością co., stan 
elektrodynamiczny maszyny jest opisany za pomocą kanonicznych równań sta
nu t

f  d^iar “ ui - J“i*i - RiIi i  d1f2 m
di = “ R2(i)I2(i) “ *^W 1 ” w ^%(i) »    (18)

^M e = p Heij^l*) , = f(Me + i^) , [*]_ [L] [i ].

fi
ij! X Mv=6.7-f ŸNm

<k i = = a N v

0
p P P >

|1

-1-L

8 06 04 0 
-*—  s

i  |) -02

Rys. 5. Trajektorie M0(s) rozruchu silnika a) z litym, b) z pakietowanym 
ferromagnetykiem części wtórnej 

Fig. 5. Trajectories M0(s) at the motor run up a) - with solid ferromagne
tic of the secondary structure, b) - with the sheet - packed one

Układ równań (18) rozwiązano za pomocą maszyny cyfrowej z wykorzystaniem 
metody Rungego-Kutty czwartego rzędu. Dokonano symulacji rozruchu nieob- 
ciążonej maszyny (rys. 5) przy symetrycznym sinusoidalnym napięciu zasi
lania U1N jednakowym dla obu modeli maszyny.
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nEPEXOEHUE PESCMVIU ACMHXPOHHOd MAÏÏMHH C rJiyB 0K 0IIA 3H 0iÎ BTOPHHHOft NACTblO 
OilHCIIBAEMHE MOflEJIblû C AHH30TP0I1H0H M H 0r0CJI0:ÎH 0iÎ CTPYKTyPOÎÎ

P e 3 10 m e
Moflejib acHHxpoHHoS MamHHH coflepacHT BTopHHHyæ >tacTb o AByx jih6o 0 mhoitix 

H3 0iponHux h aHH3 0TponHux cjiohx. H3 pemeHHa sjieKTpouarHHTHoro noms b nepe- 
xoAHbix peatHMax cjieAyioT napaiieipu oxeMu 3aMemeHHH MamKHu. 3th napaMeipu no- 
jiynajoTCK H3 pa3jioaceHHH Ha npociue Apo6n oôpaiHoii onepaTopHoA HHAyKTHBH'ooTH 
nepBHHHOÜ CTpOHH MOflejIH UanHHU. OrpâHHUH3ajl KOJIHHeCTBO yHHTUBaeMUX COfioTBeH- 
hhx 3HaweHnX one pal opHOü hha/kimbhoctm nojiynaioTca npzônHKeiiHue oxeua 3a- 
MeneHHa MamHHu. ïïepexoAHue pexHMn onacuBaioTca ofiuxKOBeHHUMH An'WepeHUHaafc- 
hhmh ypaBHeHHHMH. IfloAejib c aHH30iponHoii caoîîho2 CTpyKTypoK xopomo onHCHBaei 
MamHHbi c na3Hbni poiopoM h ocoSenno, MamHHbi 0 rjiyôoitHMH, npHMoyroJiBHbnœ na- 
3aMH poiopa. lIpeAOTaBJieHU naci oTHne xapaKiepuciaKH a^KmaHca poTOpa, xapax- 
TepHCTHKH aAMHTaHca cTaTopa saBHcnMHe oi CKOxxeHHH b ctaunOHapHom peaawe, 
a TaKxe xapaKTepacTHKH SJîeKipouarHKTHoro uoMeHTa b nepexoAHOM peraMe KaK 
$yHKHHH ckoabjkShhh aah ManHHH 00 cruiomHHUH h mHXTOBaHHUMH 3y6hHMH poiopa 
npa nycxe no bkaiohshh Ha HOMHHaJitHKe HanpaxeHHe CTaTopa.

TRANSIENT STATES OF THE INDUCTION MACHINE WITH DEEP SLOTTED SBCONDARY 
REPRESENTED BY MEANS OP THE MODEL WITH ANISOTROPIC MULTILAYER STRUCTURE

S u m m a r y
The induction machine model contains a secondary structure of two or 

more isotropic or anisotropic layers.
The parameters of elements in the equivalent machine diagram result 

from the solution of electromagnetic field in transient states. These pa
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rameters are obtained from the expansion of the inverse primary operatio
nal inductance of the machine model into partial fractions.

Limiting the number- of operational inductance eigenvalues the appro
ximate equivalent diagrams of the machine are obtained. Electrodynamic 
transients of the machine are described by ordinary differential equations.

The machine model of anisotropic layer structure represents well a ma
chine with a slotted rotor and particularly a machine with a deep - slot
ted rotor of rectangular slots. There have been presented the frequency 
characteristics of the rotor admittance, stationary slip dependent stator 
admittance and slip dependent electromagnetic torque of the motor in tram- 
sient state (with solid or sheet packed rotor), at run up after switching 
on the rated stator voltage.


