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Streszczenie. Zagadnienie współpracy obudowy z górotworem w za
leżności od występowania strefy sprężysto-plastycznej i wielkości 
deformacji skały w otoczeniu wyrobiska o kształcie kołowym rozpatry
wano na drodze analizy przebiegu strefy sprężystej i zniszczonej.Po
dane rozwięzanie analityczne może być wykorzystane nie tylko do u- 
stalania obciężenia obudowy, ale również testowania programów anali
zy numerycznej metodę elementów skończonych lub całkowych równań 
brzegowych.

1. Wstęp

W pracy rozpatrzono stan naprężenia i odkształcenia w górotworze w sę- 
siedztwie walcowego tunelu współpracującego z obudowę o znanej sztywno
ści -A. . Przyjęto, że materiał skalny po osięgnięciu krytycznego stanu na
prężenia ulega częściowej lub pełnej degradacji i jego wytrzymałość reszt
kowa jest znacznie mniejsza od wytrzymałości maksymalnej.

W pracy [l] wykazano, że dla materiału z osłabieniem pokrytycznym noś
ność graniczna pasma może być wielokrotnie niższa od wartości uzyskanej 
dla materiału idealnie plastycznego. Podobnych efektów należy oczekiwać 
również w rozpatrywanym obecnie przypadku cylindrycznego tunelu. W szcze
gólności wartość resztkowej wytrzymałości ma zdecydowany wpływ na zasięg 
strefy zniszczonej i charakter procesu deformacji, a w przypadku tunelu o- 
budowanego na wielkość ciśnienia wywieranego przez górotwór na obudowę.

Z przedstawionej analizy można uzyskać rozwięzanie dla materiału ideal
nie plastycznego 1 materiału krucho-sprężystego. Należy przypuszczać, że 
rzeczywisty stan naprężenia jest zawarty pomiędzy tymi dwoma oszacowania
mi.
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2. Model materiału skalnego

Obecnie omówimy model materiału. Zakładamy, że przed osiągnięciem sta
nu krytycznego skała zachowuje się Jak izotropowe ciało liniowo-sprężyste. 
Stan krytyczny osiągnięty Jest w momencie, gdy stan naprężenia spełnia zmo
dyfikowany warunek Coulomba, po czym następuje skokowa redukcja wytrzyma
łości resztkowej w strofie zniszczonej. Powierzchnia stanów resztkowych 
posiada formę identyczną z powierzchnią wyjściową o odpowiednio zreduko
wanych wartościach parametrów materiałowych (rys. 2). W stania resztkowym

Rye. 1. Początkowy 1 rezydualny warunek etanu granicznego

materiał podlega płynięciu plastycznemu, analogicznemu do płynięcia mate
riału bez wzmocnienia i bez ograniczania wielkości odkształcać. Warunek 
etanu krytycznego dla płaskiego stanu odkształcenia wyrazimy następująco 
przez główne naprężenia 6 i ó2 działające w płaszczyźnie wyrobiskat'

f1 m - &z + (óĵ  + ó2 )ein<p- 2C°cos(p- 0,

f2 « 62 - 6X + (6^ ♦ 6 2 )8inip- 2C°cos0>- 0, (2.1)

f3 ‘ 61 " S? ' U  m ó2 - S? ' °*

gdzie i C° i (p oznaczają spójność początkową 1 kąt tarcie wewnętrznego, 
a więc parametry warunku Coulomba, natomiast S° Jest maksymalnym naprę
żeniem rozciągającym. Warunek (2.1) był użyty w pracy Z. Mroza i L. Win
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nickiego [5] w numerycznej analizie naprężeń wokół wyrobisk górniczych.Wa
runek stanu resztkowego wyrazimy przez zwięzki (2.1), zastępując w nich 
C° i S° przez wartości resztkowe C i St ,przy czym zakładamy propor
cjonalność zmiany pomiędzy C i St, to jest

4 " § "  <2‘2>S° St

Prędkości głównych odkształceń plastycznych w stanie resztkowym okre
ślone sę z prawa płynięcia plastycznego stowarzyszonego z warunkiem pla
styczności zasadę normalności, a zatem

«£-*§£• «3-°* *>0* (2*3)

Dla warunku = 0 otrzymamy wtedy

k P ■ A(l + sinp), i 2 a “*(l" sinip). ¿ 3 = °* (2.4)

zaś całkowite odkształcenia plastyczne wynoszę:

- X ( l  + slnę)), £ £ ■ -&(l - sin<p), 6 ^  - O, (2.5)

gdzie dodatni parametr 9, zależy od historii deformacji.
Całkowite odkształcenia główne wynoszę:

fil “ £ l +fil' « 2 " € 2 + £ 2* e3 ” fi3 ” °- (2*6)

gdzie odkształcsńia sprężyste 6® i £i| związane prawem Hooke'a ze
stanem naprężenia

fil " C 2 " ¥ * 2  -','<il ) 6 3 “ V(<51 + 6 2 )ł (2*7)

gdzie:

7* ^ 1 -V *

zaś 6 i •# sę odpowiednio modułem Younga i współczynnikiem Poissona.
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3. Stan naprężenia i przemieszczenia wokół wyrobiska
w zakresie soreżysto-plastycznym

Prognozę stanu naprężenia i deformacji w otoczeniu wyrobiska walcowego 
o promieniu a przeprowadzimy na bazie rozwiązania dla rury grubościen- 
nej w promieniach b i a, zakładając, Ze stan początkowy naprężenia 
jest izotropowy, a tym samym ciśnienia na wewnętrznym i zewnętrznym obwo
dzie rury są sobie równe, pg = pb (rys. 2). Wykonywanie wyrobiska będzie
my modelować przez stopniowe zmniejszanie ciśnienia pa do wartości ze
rowej albo do wartości odpowiadającej parciu obudowy na górotwór. Program 
obciążenia w przestrzeni zewnętrznych parametrów obciążenia przedstawia 
prosta FF' na rys. 3. Widzimy zatem. Ze problem jest odmienny w porówna
niu do typowych problemów obciążenia, np. wzdłuZ linii OF, gdzie oba ciś
nienia wzrastają proporcjonalnie. Przy zadanych wartościach ciśnień pQ i 
Pj. stan naprężenia nie będzie zaleZeć od trajektorii obciążenia,natomiast 
końcowe stany przemieszczeń mogą być róZne.

Ola pewnych wartości pg poniżaj wartości krytycznej w bezpośrednim 
sąsiedztwie brzegu wewnętrznego a <  r <  ę powstaje strefa plastyczna 
(lub strefa zniszczona), odpowiadająca rezydualnym wartościom C i  St>
W zewnętrznym obszarze sprężystym dla r ■» p naprężenie spełniają począt
kowy warunek etanu krytycznego (2.1).

Równania równowagi w biegunowym układzie współrzędnych przyjmą postaćt

Pa
Rys. 2; Geometria i sposób obcią
żenia analizowanej rury grubop 

ściennej

Rys. 3. Program obciążenia reali
zowany w trakcie wykonania wyro

biska

(3.1)
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zaś z warunku (2.1) przy 6^ ■ 6^ i 6 2 »6g wynika, że

6® “ K r " st(1 * K)* (3,2)

gdzlst

(3.3)1 ♦ slncí» „ „ ___
K 1 - sinę ‘ St C 008'

Rozwiązując układ równań (3.1) i (3.2) wraz z warunkiem brzegowym 6 r ■ 
»  - P a  dla r » a, otrzymamy wyrażenia na naprężenia radialne i obwodowe:

‘r - - H #  - i “ ]

r K_1 - PaK(Ł) ,

(3.4)

Wykorzystując związki (2.6) i (2.7), otrzymamy 

du 16r » (6p -•'J'óg) + »,(1 + slnqp),

fig* p  ■ (6g — ^ 6 r ) - fc(l - slnj).

(3.5)

skąd wynika następujące równanie dla płaskiego pola przemieszczeń spręży- 
sto-plaetycznych

3r + K r + K)(ó® “ 6 r ) * 1 )(K6r * 6® >] ” °* (3*6 >

zaś w wypadku pominięcia odkształceń sprężystych równanie (3.6) przyjmie 
postać:

(3.7)

Całki równań (3.6) i (3,7) przyjmą odpowiednio następującą postać:

g
u » Z.' k + 1 )] r + gfe'' Pa [2K(*̂ '” 1 ) ” (1 ” K2 )J -

St(l + K)(l ♦ K2 ) 
1 - K ~

r K
(£) * c (3.8)
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lub

u » Cr-K (3.9)

Stan naprężenia w zewnętrznym obszarze sprężystym otrzymamy wykorzy- 
atujęc znane rozwięzanle Lamego dla rury grubościennej, por. £2 ,3]. Ma
my zatem dla g <  r <  b

> r “ “3— — 5 
r b - 9

2 92b2 (Pg - Pb )
Pp9 ~ Pbb -------- -------

P9 2 “ pbb
2 2 P2t>2(Pp - Pb}

♦ pr

(3.10)

W przypadku wyrobiska walcowego w ośrodku nieograniczonym, w którym 
panuje Jednorodne ciśnienie geostatyczne p, stan naprężenia w obszarze 
spręiyatym 9 <  r <  b opiezę równania

2 2 
6p - - p(l - 2j) - p̂ ,

2 2 
6 « • - P*1 + * Pp Tf*

(3 . 1 1 )

Ola r ■ p zachodzi cięgłość naprężeń radialnych, przeto p^ = 6 r| r- ,̂ 
a zatem z (3.4)

o l_+_K/i — K—1 \ _ -K-l
PP st 1' " 9  ' * pa9 (3.12)

Żędajęc następnie, aby dla r - p spełniony był warunek stanu krytycz
nego

ó ® ‘ K6r “ s?(l + K >* s? “ C0«0*1?- (3.13)

oraz wprowadzajęc bezwymiarowe wielkości
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otrzymamy równanie określające zakres strefy uplastycznionej p dla rury 
grubościennej

2pb “ f* " (‘?R)K-1J f 1 + K ) + R2 (l-K)]+ (1*K)(1-R2 ) +

♦ Pa(*łR )K_1 [f1 ł K ) + r2^  _ k )] •

i wyrobiska walcowego

2p' = (1 + K)([i |-i-£ + Pg )pK-1 + .2Jt-1 - K

(3.15)

(3.16)

Pole przemieszczeń w strefie sprężystej rury grubościennej zgodnie z 
rozwiązaniem Lamego opisuje równanie

u “ 2 G ('h " 7 )' [ pb (r r r - r  + H  r 2 - H
(3.17)

w przypadku wyrobiska walcowego celem otrzymania równania na pole prze
mieszczeń w strefie sprężystej dokonujemy przejścia granicznego przy 
b —  «o , skąd

U “ H f  (p'"  p9 } (3 ,1 8 )

Szczegółowe wyniki uzys
kane w oparciu o powyższe 
równania przedstawiono w 
formie graficznej na rysun
kach 4-7.

Dek widać nośność rury 
grubościennej Jest zależna 
od jej grubości oraz wytrzy
małości resztkowej (rys.7). 
Ole rur cienkich, ̂  <  2 ,pp- 
czętkowe ciśnienie uplastycz
niające Jest praktycznie 
ciśnieniem maksymalnym (rys. 
5). W przypadku wyrobiska 
walcowego wielkość ciśnień 
przenoszonych przez góro
twór Jest monofoniczną funk
cją promienia zniszczenia 
(rys. 6).

'<s\♦

Rys. 6. Charakter zmiany zasięgu strefy 
zniszczonej wokół wyrobiska cylindrycznego 
w funkeji ciśnienia panującego w górotwo

rze
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4. Rozwiązania szczególna: materiał spreżysto-idealnie-plastyczny 
oraz 8preżv8to-l<ruchy

Zgodnie z uwagą poczynioną na wstępie przedstawiona analiza pozwala u- 
zyskać rozwiązanie dla materiału spreżysto-idealnle-plastycznego. Wystar
czy w tym celu w przedstawionych równaniach przyjąć,iż wytrzymałość reszt
kowa Jest równa wytrzymałości początkowej, to znaczy ¿1 = 1.Przyjmując na
tomiast, iż wytrzymałość resztkowa spada do zera, 0, otrzymujemy roz
wiązanie dla materiału soreżysto-kruchego.

Wyrażenia na naprężenia radialne i obwodowe dla = 1 są w postaci:

i ^ w f - K-il K-l
<s> J - ■

* i -  - W [ ‘ -

(4.1)

_ K-l
+ 1 + K - p'aK(^) ,

zaś dla ¿J => 0

6'r • " P'a<§>
K-l

(4.2)

6'. ■ - P'a«£>
K-l

Analizując równania (3.15),- które dla K = 3 i pa « 0 zostało zinter
pretowane graficznie na rys. 7, widać że dla materiału idealnie plastycz
nego rura grubościenna osiąga swą maksymalną nośność w przypadku upla
stycznienia całego przekroju rury. Ola materiału sprężysto-kruchego rura 
osiąga swą maksymalną nośność przy braku strefy zniszczonej« Widać, stąd, 
iż dla skał, których zachowanie w procesie obciążenia ma charakter pośred
ni między sprężyeto-ldealnls-pleetycznym a sprężysto-kruchym rura grubo
ścienna będzie osiągała maksymalną nośność przy ściśle określonym zasiągu 
strefy uplastycznionej. Dalszy przyrost zasięgu strefy plastycznej np. na 
skutek dalszej redukcji wytrzymałości resztkowej przy nie zmniejszonym ob
ciążeniu zewnętrznym p^ doprowadzi do zniszczenia rury na drodze dyna
micznej«

W zagadnieniu wyrobiska walcowego promień strefy uplastycznionej (zni
szczonej) w przypadku materiału spreżyeto-idealnle-plastycznego opisuje
równanie:

(1- K)[2p'- (1 ♦ K )] - (1 K)2

(1* K)f{l* K) ♦ p^(l - K)]

1
k£T

(4.3)
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zaś dla materiału ąpreżysto-kruchacie

1

P - T m v ? r
2p'- (1 + K) ^

(4.4)

Istnienie resztkowe] wytrzymałości p-f O powoduje ograniczenie zasię
gu strefy uplastycznionej (zniszczonej), co jest zgodno z obserwacjami do
tyczącymi zasięgu strefy spękanej wokół wyrobisk górniczych.

5. Uproszczony model degradacji czasowej górotworu

Na skutek statecznego rozwoju mikrospękań [e, 7, 8] materiał po osiąg
nięciu granicznej wytrzymałości ulega osłabieniu w dalszym procesie de
formacji. Spadek wytrzymałości w dotychczasowej analizie charakteryzowa
liśmy bezwymiarowym parametrem p, . Obecnie za pracą [s] przyjmiemy,że pa
rametr ¿i={i(t) jest funkcją czasu o następującej postaci:

gdzie: (Ą i fi - stałe materiałowe; O ¿5 1. 0 ̂  fi^ .

Rozwiązując (3.15) dla K « 3 otrzymamy, iż maksymalna nośność rury gru- 
bościennej opisana będzie równaniem:

Przyjmując, iż parametr ¿i w równaniu (5.2) zmienia się zgodnie z (5.1), 
zmianę nośności rury grubościennej dla:

ilustruje rys. 8. Z przedstawionego wykresu wynika, iż w celu zachowania 
statecznego procesu przebiegu deformacji rury grubościennej ciśnienie p£ 
winno być w każdej chwili t mniejsze od Pbnax(t )«

w przypadku tunelu cylindrycznego można prześledzić wpływ degradacji 
ekały na rozwój strefy zniszczonej wokół wyrobiska. Zgodnie z (4.3) dla 
K ■ 3 i p'a ■ 0 promień zasięgu strefy zniszczonej opisany Jest równa
niem:

¿J. (t ) ■ 1 — cf(l - e " ^  ), (5.1)

(5.2)

p'a ■ o, ^ * 5 ,  aę « 0.9, fi » 0,01

p .  1 ^ l * A r . L L . ± p '



Spręźysto-plastyczna analiza stanu naprężenia... 59

Rys. 8. Wpływ czasowej degradacji wytrzymałości materiału na graniczną
nośność rury grubościennej

Rye. 9. Rozwój etrefy zniszczonej w rurze grubościennej na skutek degra
dacji wytrzymałości materiału
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Przyjmując p' = 8, a wartości parametrów af i [h Jak poprzednio, przy
rost zasięgu strefy spękanej zilustruje rye. 9. W miarę rozwoju mlkroapę- 
kań zasięg strefy zniszczonej wzrasta, by po czasie niezbędnym de zahamo
wania procesu osiągnąć wartość końcową P ” 4a<

6, Prognoza parć górotworu na sprężysta obudowę wyrobiska

Wykonanie wyrobiska powoduje redystrybucję naprężeń w górotworze w ce
lu uzyskania nowego etanu równowagi statycznej. Jednocześnie następuje 
ruch mas skalnych w kierunku wyrobiska, którego wynikiem Jest zmniejsze
nie się Jego przekroju. Zastosowanie obudowy pozwala ograniczyć wielkość 
tych przemieszczeń.

Wartość ciśnienia działającego na obudowę Jest zależna zarówno od wiel
kości deformacji górotworu. Jak i od geometryczno-fizycznych własności o- 
budowy charakteryzowanych przez jej sztywność ,A.

Przy obudowie sztywnej (obudowa A, rye. 10) parametr .A. Jeet duży, a 
prosta ilustrująca odkeztałcenie obudowy w funkcji działającego na nią ciś
nienia pa Jest stroma. W przypadku obudowy B, bardziej podatnej, war
tość -A. maleje, a nachylenie prostej Jest mniejsze.

Pa
~P~
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Pole przemieszczeń w strefie zniszczonej opisane Jest równaniem (3.8) 
lub równaniem (3.9) w przypadku pominięcia odkształceń sprężystych. Stałę 
całkowania wyznaczamy z warunku cięgłoóci przemieszczań radialnych na gra
nicy strefy zniszczonej i sprężystej. Zgodnie z równaniem (3.18) przemie
szczenie konturu wyrobiska Ua » u |r=a wynosi

3S
u8 * (P1 “ Pp)pK+1 (6 . 1 )

Zwięzana z nim ciśnienie górotworu na obudowę sprężystę opisana jest za- 
leżnościę

Pa “ A  <Ua - Uo>- (6 . 2 )

gdzie: UQ wstępne przemieszczenie konturu wyrobiska przed wykonaniem o-
budowy.

Zasięg strefy zniszczonej p wokół wyrobiska wyznaczamy ze wzoru:

(1- K)[2p* - (1 + K)]- u(lł K)2 
(1 ♦ K)[p'a (l- K) - 1 + K)]

1

(6.3)
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Graficzną metodę prognozy ciśnienia wywieranego przez górotwór na obu
dowę przedstawia rys. 10. Z punktu P, początkowego przemieszczenia kontu
ru wyrobiska, prowadzimy prostą o nachyleniu zależnym od sztywności obu
dowy _A. (proste A,B,C), Punkt przecięcia się tej prostej z krzywą przed
stawiają przemieszczenie konturu wyrobiska pozwala określić ciśnienie wy
wierane przez skały na obudowę. Z przedstawionych na rys. 10 rozwiązań 
(obudowy A,B,C) wynika,że im bardziej pozwoli się górotworowi przemieścić 
w kierunku wyrobiska, tym ciśnienie wywierana na obudowę będzie mniejsze.

Najbardziej korzystne Jest zastosowania obudowy o zmiennej szytwności 
(obudowa C), początkowo niewielkiej a następnie zwiększonej.Pozwala to na 
osiągnięcie stosunkowo niedużego zmniejszenia się przekroju wyrobiska przy 
umiarkowanym ciśnieniu na obudowę.

Rysunek 11 przedstawia rozwój strefy zniszczonej wokół wyrobiska wraz 
ze spadkiem ciśnienia p^. W szczególności krzywe AA', b b ', CC'obrazuję roz
wój strefy zniszczonej wokół wyrobisk obudowanych, obudowy A, B, C.

St
Spadek wytrzymałości rezydualnej opisanej parametrem ji • — i. powoduje

St
znaczny wzrost przemieszczeń górotworu w kierunku wyrobiska (rys. 10), a 
tym samym wzrost ciśnienia na obudowę.

Wnioski końcowe

1. Osłabienie pokrytyczne górotworu ma istotny wpływ na wielkość i cha
rakter deformacji w rejonie wyrobisk górniczych. Spadek wytrzymałości re
zydualnej skał poniżej wielkości krytycznych powoduje dalszą deformację 
górotworu na drodze dynamicznej.

2. Przyjęte warunki obciążania (jednorodny stan naprężeń geostatycz- 
nych) ogranicza przydatność prezentowanej analizy do prognozowania rzeczy
wistych stanów naprężania 1 przemieszczenia w rejonie tuneli i wyrobisk, 
tym niemniej wykazuje wpływ wytrzymałości resztkowej na zachowanie się gó
rotworu 1 może być przydatne do oszacowania zasięgu strefy spękanej.

3. Rozwiązanie anelityczne może być również wykorzystane do testowania 
programów analizy numerycznej metodą elementów skończonych lub całkowych 
równań brzegowych,

4. Celowe wydaje się prowadzenie dalszych prac wyjaśniających wpływ roz
woju mlkrospękań na wytrzymałość resztkową skał oraz budowa oprogramowa
nia numerycznego dla modelu materiału skalnego z degradacją wytrzymałości. 
Programy analizy numerycznej winny pozwolić na odtworzenie problemów brze
gowych najczęściej mających miejsce w budownictwie kopalń i budowli pod
ziemnych, 1 na tej podstawia uzyskać wnioski do ich bezpiecznego i ekono
micznego projektowania. Prace zmierzające w tym kieruńku są prowadzone 
przez autorów.
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ynpyro-iuucTH H H H fł ahajihs coctohhjw  hahphjcehhh h  jieqopmaiikh

Sr II0BJ1H30CTH rOPHOfl LJUIHHjŁPHHECKOfl BHPAEOTKH
c  ynSscH  flErPAMOHH m aiepm ajia  roFHOtt nopojyj
A TAKIE COjffiftOTBHH C ynpyiTM KPEEJEKHHEM

P e a z> u e

Boupoc COAeftOTBHK. KpeiLfieHiŁł O rOpHOS nopofloił B SaBHCHMOO'i'H OT HaZHHEZ 
ynpyro-tinacTHBHog sohh  h bszhbhhh  opMaipiiŁ cscajiu b Ójih3h BupaSoTKZ ęsuihh- 
APHBecKofl $opMH, Ona pacoMotpeH npn aHajiH3e npoieKaHHa ynpyroft a H epnarofl- 
hoS 3 oku. JJaHHee aB&KHTHaeoxoe pemeBHS u o z s t  Ohtb npHiieaeKO bs to jibko ajw 
BaxozfleHHjz HarpysKH Kpermesrait, ho Tarace a z ł  TecTapoBasHa nporpam i b h ozshho - 
ro  aH£uin3a ,  MeTonoM saxoHaeHhx szexeBTOB hzb HHierpaaBHHx kohbhhhx ypasH e—
H H Ít.
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AN ELASTIC AND PLASTIC ANALYSIS OF THE STATE OF STRESS 
ANO DEFORMATION AROUND CYLINDRICAL HEADINGS WITH A VIEW 
ON THE DEGRADATION OF ROCK MATERIAL 
ANO ITS COOPERATION WITH ELASTIC LININGS

S u m m a r y

The problem of the cooperation of linings and the rock mass, depending 
on the occurrence of an elastically plastic zone and the degree of rock 
deformation around cylindrical headings have been dealt with by analyzing 
the course of the elastic and the failing zone. This analytic solution may 
serve not only in the case of determining the load exerted upon the li
ning, but also for testing programmes of numerical analysis by means of 
the method of finite elements or integral boundary equations.


