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Streszczenie. W artykule dokonano przeględu stosowanych modeli 
mechanicznych do opisywanie zachodzących deformacji w wyniku wy
eksploatowania określonej objętości pokładu.Analiza tych modeli wy
kazała, Ze do opisywania zachodzęcych zjawisk w naruszonym górotwo
rze najbardziej zbliżonych do rzeczywistych warunków Jest przyjęcie 
modelu sprężysto-lepko-plastycznego. Podano podstawy teoretyczne
dla wybranego modelu Binghame oraz algorytm rozwięzania problemów 
brzegowych. Na przykładzie podano zastosowanie praktyczne tego mo
delu. W zakończeniu artykułu przytoczono wnioski.

1. Wstęp

Schodzenie z eksploatację górniczę na coraz większe głębokości - o 
mniej korzystnych niż na głębokościach mniejszych warunkach geotechnicz
nych obserwujemy wzrost intensywności deformacyjnych i dynamicznych prze
jawów ciśnienia górotworu wywołanych eksploatację. Obserwacje przebiegu 
zjawisk zachodzęcych w górotworze naruszonym eksploatację górniczę wska
zuję, że część deformacji skał występuje bezpośrednio po wyeksploatowaniu 
pokładu, ale końcowy stan deformacji ustala się dopiero po upływie pewne
go czasu i daje się go ujęć pod względem mechanicznym przez stosowanie
postulatów reologll sformułowanych przez Reinera [13].

Nieodzowna jest tu znajomość mechanicznych własności ośrodka górotwo
ru, przy uwzględnieniu wszystkich czynników (sprężystość, lepkość, pla
styczność). Własności te determinuję poprawne opisywanie zachodzęcych zja
wisk w sęsledztwie eksploatowanego pokładu.

Towarzyszęce pokładom węgla skały złożone sę z ośrodków anizotropowych, 
charakteryzujęcych się dużę zmlennościę swoich własności, a zwłaszcza pa
rametrów wytrzymałościowych. Anizotropia pierwotna w skałach Jest wyni
kiem powstawania struktury polikrystalicznej materiału skalnego lub upo- 
rzędkowanie się struktury ośrodka w skałach osadowych oraz istnieniem po
wierzchni osłabienia [8]. Ogólnie anizotropie należy tutaj rozumieć Jako 
zależności wytrzymałościowe od kierunku.W zwlęzku z tym wytrzymałość ani
zotropowego materiału np. w prostych stanach naprężania nie sę wielko
ściami skalarnymi a funkcjami kierunku [lO], W sensie wytrzymałościowym 
nie Jest Istotne, czy próbkę skalnę przecina Jedna płaszczyzna o osłabło-
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naj wytrzymałości, czy próbka skalna przecięta Jest przez cały system 
równolęjłych płaszczyzn osłabienia. Rozwlęzenle to mole więc obejmować 
różne typy anizotropii plenetarne.1. a mianowicie systemy płaszczyzn uwar
stwienia, złupkowacenla, kliwaźu itp., a także pojedyncze płaszczyzny o- 
słabienis, takie Jak w skali mikro- pojedyncze szczeliny, natomiast w 
skali makro- płaszczyzny istniejęcych uskoków.

Badania wykazały, że wartości takich parametrów, jak: wytrzymałość, ści
skanie, rozcięganle itp., czy stałe sprężystości skał odpowiadajęce róż
nym kierunkom działania obciężenla względem tzw. płaszczyzn uprzywilejo
wanych np. uwarstwienia lealnacjl lub follacjl mogę różnić się liczbowo o 
kilka do kilkanaście rezy. Podejmowane sę próby opisu materiałów, których 
zachowanie jest silnie zdeterminowane przez efekty kruche.Opracowano wie
le modeli do aproksymacji zachowania się ośrodka sprężystego 1 niespręży- 
stego górotworu. Zachowanie się skał górotworu w zakresie obciężeó uży
tecznych jest szczególnie istotna w sęeledztwie frontu eksploatacyjnego.

W trakcie obciężenla ośrodka Jego kinetyka spękać silnie zmienia pier- 
wotnę strukturę materiału. Prowadzi '¿to do zmiany charakterystyk materia
łów w czasie deformacji (nieliniowość fizyczna). Ośrodki te eę przy tym 
czułe na drogi w przestrzeni naprężeń, ponieważ przyrost i kierunki roz
woju szczelin zależę od stanu naprężenia. Obecnie przyjmuje się, że zni
szczenia ośrr,-!!'a Jest wynikiem współdziałania szczelin równoległych do 
kierunku maksymalnego naprężenia ściskającego. Potwierdzaję to obserwacje 
zarówno w ekali laboratoryjnej, jak 1 w warunkach "in situ".

2. Opla zachowania się górotworu naruszonego eksploatacją
przy zastosowaniu różnych modeli mechanicznych

2.1. Naruszanie równowaąi w górotworze wywołane eksploatacją górnicza

Po wyeksploatowaniu określonej objętości pokładu szczególnie z zawałem 
stropu zostaje nsruszony na dużym obszarze 1 na znacznej wysokości pier
wotny stan równowagi w górotworze. Stan ten przyczynia się do przemiesz
czać częstek górotworu d,o pustki poaksploatscyjnaj. W wyniku uginania się 
i osiadania górotworu zachodzę istotna zalany własności tworzęcych go skał 
szczególnie w rezultacie ich spękania. Ola ustalania tych zjawisk od wie
lu lat prowadzone sę podziemne badania nad mechanizmem zniszczenia 1 prze
mieszczania się warstw stropowych od eksploatowanego pokładu do powierzch
ni ziemi.

W celu zbadania przemieszczać skał wyżej zalegajęcych wykorzystywana 
sę wyrobiska poziomów wyższych nad aktualnie wybieranym pokładem. Rezul
taty dotychczasowych badać pozwalaję na ustalenie stref naruszenia skał 
nadlagłych górotworu, a także stopnia Jego zniszczenia. Najbardziej efek
tywnym sposobem badania mechanizmu zniszczenia próbek skał, szczególnie 
kostkowych, sę obserwacje ich zachowania się w warunkach laboratoryjnych, 
a także w warunkach "in situ". Pozwoliły one przedstawić graficznie cha
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rakterystyki w układzie naprężenie - odkształcenie (6 - £) przy Ich ści
ekaniu i rozcięganiu. Takie badania "In situ" dużych próbek wyciętych blo
ków skał z górotworu dostarczyły ciekawych wyników w zakresie wytrzymało
ści ich w zależności od poprzecznych wymiarów zgniatanych bloków. Typowę 
charakterystykę wytrzymałośclowę badanych laboratoryjnie próbek skał w 
układzie 6 - £ przy ich ściskaniu i rozcięganiu zobrazowano na wykresie 
(rys. la). Badania te pozwoliły na opracowanie charakterystyk aproksymu- 
Jęcych zachowanie się skał przy ich ściskaniu i rozcięganiu.

a - rzeczywista krzywa 6 = f(6), b - aproksymowana modelem idealnie pla
stycznym, c - aproksymowana modelem plastyczno-kruchym

Przykładem tu może być wyidealizowana charakterystyka 6 - £  przy ściska
niu i rozcięganiu skał plastycznych (rys. Ib) oraz skał krttehych (rys.lc). 
Skały karboóskie sę w zasadzie kruche, stęd dla ich prawidłowego opisu 
zachowania się adekwatna jest charakterystyka przedstawiona na rys. lc. 
Uwzględniajęc wyżej wyszczególnione własności reologlczne oraz fakt, że 
odkształcenia sę zależna od czasu, opracowano wiele modeli mechanicznych 
dla fizycznego opleu zachowania się naruszonego ośrodka.

2.2. Przegląd stosowanych modeli do opisu deformacji górotworu

Z praktyki górniczej oraz badań laboratoryjnych wiadomo, że górotwór 
posiada własności plastyczne 1 Teologiczna. Często do opisu zjawisk za- 
chodzęcych w górotworze stosuje się różne modele mechaniczne. Składają 
się one z elementów, które nie maję odpowiedników w rzeczywistym materia
le. Najprostsze z nich to: sprężyna (rys. 2a) obrazujące własności sprę
żyste ośrodka, cylinder z cieczą lepką, w którym porusza się perforowany 
tłok (rys. 2b) iluetrujęcy lepkość 1} oraz plastyczność (j uwzględniają
ca tarcie (rys. 2c).
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a) ł  p b) L

Rys. 2. Oznaczenia cech Teologicznych akał 
a) sprężystość, b) lepkość? c) plastyczność

Zastąpienie materiału skały o nieznanej strukturze modelem, zakładaj ęc, 
źe zachowywać się będzie w sposób podobny Jak materiał rzeczywisty [13 -
e. 136], Jest dużym przybliżeniem. Pozwala to jednak na analizę zachodzę- 
cych zjawisk fizycznych w sęsiedztwie naruszonego górotworu wywołanego eke- 
ploatecję pokładu, z możliwie dużym przybliżeniem w zależności od zasto
sowanego modelu. W mechanice górotworu przyjmuje się następujące podsta
wowe modele: sprężysto-liniowy i nieliniowy (rys. 3a'l c) , sprężysto-pla- 
styczny (rys. 4), sprężysto-lepkl (rys, 5) oraz aprężyeto-lepko-plaetycz- 
iny (rys. 6).

Rye. 3. Charakterystyki <S« f(6) dla różnych ośrodków
a) ośrodka liniowo-sprężyetego, b) ośrodka nielinlowo-sprężystego odwra

calnego, c) ośrodka nielinlowo-sprężystego nieodwracalnego

Dla opisu ośrodka linlowo-sprężystego (rys. 3a) zależność między na
prężeniem (6) i odkształceniem (£) Jest liniowa. Zwlęzek między napręże
niem a odkształceniem w przypadku jednoosiowego stanu naprężenia i od
kształcenia określony Jeat prawem Hooke‘a

6 -  E .6 ( 1 )
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Deżeli proces obciężenla 6 - 6  przebiega po krzywej (rys. 3b) 1 wszyst
kie pośrednie stany zachodzę w odwrotnym porzędku, a w zakończeniu tego 
procesu Jest oelęgnięcle punktu 0, zależność £ - 6  Jest również Jedno
znaczna, ale ośrodek taki będziemy nazywali niellnlowo-sprężyatya lub fi
zycznie nieliniowym. Analitycznie naprężenia dla tego ośrodka określa za
leżność t

Analiza sprężysta oparta na modelu liniowym Jest w stanie zobrazować w 
sposób r6elny Jedynie poczętkowę fazę procesu deformacji. W miarę rozwoju 
odkształceń określona obliczeniowo rozkłady naprężeń ulegaję w rzeczywi
stości znacznej redystrybucji wskutek będż to pojawienia się trwałych de
formacji, będż też rozwoju 1 propagacji pęknięć, co wymaga uściślenia a- 
nallzy zjawiska zniszczenia górotworu [5], Po przekroczeniu granicy sprę
żystości zależność naprężenia 6 1 odkształcenia czynnego £ Jest na ogół 
nieliniowa (rys. 3c) 1 może być przedstawiona ogólnie zależnościę:

Stanem materiału w obszarze, w którym naprężenia przekraczaję granicę sprę 
żystoścl, czyli po pojawieniu się odkształceń trwałych, zajmuje się teo
ria plastyczności. Ola ścisłej analizy zachodzęcych naprężeń 1 odkształ
ceń w strefie sprężyeto-plsstycznej opracowano wiele teorii opartych na 
różnych modelach matesatyczno-mechanlcznych.

Wyróżnić można następujęce charakterystyki modeli materiału: sztywno
idealnie plastyczny (rys. 4 a ) , sprężysto idealnie plastyczny (rys. 4b ), 
sprężysto-plastyczny za wzmocnieniem liniowym (rys. 4c) i aprężyeto-pla- 
styczny ze wzmocnieniem nieliniowym (rys. 4d). Model sprężysto sztywno 
plastyczny (rys. 4a) zakłada nleograniczonę clęgllwość materiału, dopu- 
szczajęc Jednocześnie możliwość występowania odkształceń trwałych 1 za
leżność cech wytrzymałościowych od ciśnienia hydrostatycznego. Z kolei 
Jednak dla szerokiej klasy materiałów kruchych, takich jak np. beton,ska
ły, zniszczenie przy działaniu rozclęgajęcym następuje w zakresie małych 
odkształceń sprężystych. W tym przypadku bardziej realnym Jest wyideali
zowany model krucho plastyczny [8, 9], obrazujęcy w zakresie rozcięganla 
spadek wytrzymałości do zera po oelęgnlęclu wartości granicy 6 p.

Zastosowanie w górnictwie modelu sprężysto-idealnie plastycznego [9] do 
opisu deformacji naruszonego górotworu Jest pewnym przybliżeniem do wa
runków rzeczywistych w analitycznym opisie zachowanie się górotworu w fa
zie sprężystej i plastycznej, uwzględnlajęc przy tym dwa ciała Coulomba 1 
weretwowość ośrodka. Prace w zakresie anizotropii sę prowadzone 1 w naj
bliższych latach należy oczekiwać znacznego postępu w tym zakresie.

(2 )

6 ■ f(£) (3)



Rys. 4. Charakterystyki 6 ■ ffe ośrodka eprężysto-plaetycznego
a) sztywny idealnie plastyczny, b) sprężysto idealnie plastyczny, c) sprę- 
żysto-plastyczny ze wzmocnieniem liniowym, d) spręZysto-plastyczny z nie

liniowym wzmocnieniem

W ostatnich 30 latach w mechanice górotworu do opisu deformacji skał 
wywołanych eksploatację złoże powszechnie zaczęto stosować model Kelvins 
{rys. 5a), model Maxwells (rys. 5b) oraz model standard w odmianie Poyn- 
tlnga-Thomsone (rys. 5c) i Zenera (rys. 5d). Modele te składaję się ze 
sprężyny (sprężyn) 1 cylindra z cieczę lspkę, w którym porusza się perfo
rowany tłok. Te dws elementy sę ekładene równolegle (model Kelvins), sze
regowo (model Maxwells) i szeregowo-równolegle (model standard).

Zastosowanie modeli sprężysto lepkich w mechanice górotworu pozwoliło 
na teoretyczne wyjaśnianie szeregu zjawisk zachodzęcych w aęsiedztwie eks
ploatowanego pokłedu wraz z upływem czasu. Należy przy tym zaznaczyć, że 
stosowanie modeli sprężysto-lepklch do analizy zjawisk deformacyjnych na
ruszonego górotworu Jest realne do momentu zniszczenia skał górotworu.Od
powiada to w przybliżeniu zachowaniu się skał zwięzłych w granicach na
prężenia nleprzekraczajęcego wartości 80 do 90% wytrzymałości ośrodka na 
ściskanie.

Obserwacje laboratoryjne zachowania się skał towarzyszęcych pokładom 
węgla, szczególnie do momentu ich zniszczenia, stworzyły przesłanki do 
wnikliwego śledzenia zachowania się skał wywołanych podzlemnę eksploata
cję złóż.
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W celu uściślenia opisu rzeczywistego zachowania się skał zaistniała po
trzeba zbudowania modelu uwzględniającego stwierdzone cechy. Jakie można 
zaobserwować w górotworze naruszonym eksploatację. Ośrodkiem, który w 
przybliżeniu uwzględnia te cechy Jest model sprężysto-lepko-plastyczny. Za 
pomocą tego modelu można opisać zachodzące zjawiska przy uwzględnieniu 
własności aprężystyoh, lepkich i plastycznych.
Ola ośrodka sprężysto-lepko-plastycznego opracowano wiele modeli Teolo
gicznych, składających się z większej liczby elementów (3 do 5), łączonych 
szeregowo, równolegle i szeregowo-równolegle. Zaliczyć tu należy m.in. 
modele: Binghama, Schwedoffa, M/V, Schefleida-Scott Blaira i inne.
Model Binghama (rys. 6a) składa się z układu: równolegle połączonych ele
mentów lepkości ^  , plastyczności 6 p i szeregowo dołączonego elementu 
sprężystego G. Naruszenie równowagi układu (rys. 6a) powoduje odkształ
cenia sprężyste (odwracalne) i z chwilą osiągnięcia 1 przekroczenia gra
nicznego stanu plastycznego 6 p następuje uruchomienia lepko-sprężysto- 
ścl. w tym sanie deformacji ośrodka obowiązuje związek między prędkością 
odkształcenie 1 naprężenia.

Spośród modeli czteroparametrowych ośrodka aprężyato-lepko-plastyczne- 
go na uwagę zasługuje model Schwedoffa (1B90 r.) przedstawiony na rys. 
6b, Elementy tego modelu są złożona z szeregowego połączenia elementu 
Hooke's G 1 i równoległego połączenia modelu Maxwells z elementem pla
stycznym 6 p. Dopóki w ośrodku nie zostaje przekroczona granica plastycz
ności 6 p (rys. 6b), modal Schwedoffa zachowuje się Jak model ośrodka 
Hooke'a, a modal M/V ma własności ośrodka standardowego. Z chwilą prze
kroczenia granicy plastyczności ośrodek ten zachowuje się jak model Bing
hama.

Innym czteroparametrowym przypadkiem modelu sprężysto-lepko-plastycz- 
nym Jest modal ośrodka M/V (Kisiel 1958 r.) - rya. 6c. Składa alę on z 
połączonych równolegle elementów Maxwells i St.-Venauła (względnie Max
wells 1 Hubara). Do czaau kiedy naprężenie wypadkowe nie przekracza grani
cy plastyczności. Jest ośrodkiem standardowym. Po jej przekroczeniu ośro
dek ten zachowuje się podobnie Jak model Binghama.

Bardziej złożonym przypadkiem ośrodka sprężysto-lepko-plastycznego Jest 
model plęcioperametrowy Schoflaida-Scott Blaira (rys. 6d). Składa się z 
szeregowego połączenia modelu złożonego z równolegle połączonych elemen
tów Maxwells 1 elementu plastyczności 6 p oraz modelu Kelvins

G2* ? 2  “ rys' 6cl' Mode* te9° ośrodka poniżej granicy plastyczności zacho
wuje się jak ośrodek lepko-sprężysty Kelvina, a po przekroczeniu granicy 
plastyczności włącza się człon plastyczno-lepki i wówczas spełnia on wła
sności ośrodka sprężysto-lepko-plastycznego.
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2.3. Analiza modeli 1 adekwatność Ich stołowania
do opisu zachowania elą naruazonego górotworu

Dokonany przeględ stosowanych modeli mechanicznych do opisu zjawisk 
zachodzących w sąsiedztwie eksploatowanego pokładu wykazuję cały szereg 
parametrów majęcych wpływ na teoretyczne ujęcie tych zjawisk. Przyjmowa
nie. że skały zachowuję się liniowo-sprężyście Jest dalece odbiegajęce od 
warunków rzeczywistych. Stosowanie prawa Hooke’a nie znajduje tu potwier
dzenia. Za powyższym stwierdzeniem przemawia zaobserwowane laboratoryjnie 
zachowanie się skał przy ich ściskaniu i rozclęgenlu. W zakresie naprężeń 
śclskajęcych ywykres zależności 6 »  f(fi) Jest linię krzywę, a w zakre
sie rozclęganle skały te wykazuję nleznacznę wytrzymałość 1 ulegaję na
tychmiastowemu zniszczeniu przy nieznacznych obciężeniech. Ustalono, że 
dopóki naprężenia nie przekraczaję wartości granicznych ó p , dopóty ośro
dek ten zachowuje się Jak materiał sprężysty. Gdy naprężenia osięgnę war
tość 6  , materiał płynie w taki szczególny sposób, że nie może on prze
nieść obclężenla większego od granicznego 6 p (granicy plastyczności).

Krok naprzód w kierunku uściślenia opisu plastycznego płynięcia mate
riału oraz kruchego niszczenia stanowi zastosowanie wyidealizowanych mo
deli sprężysto-plastycznych. Pozwoliły one opisywać zachodzęce zjawiska w 
sąsiedztwie eksploatowanego pokładu, nie uwzględniajęc czynnika czasu któ
ry Jednak odgrywa duże znaczenie w procesie deformacji górotworu.
Na małych głębokościach, gdzie górotwór zachowuje się Jak ośrodek czysto 
sprężysty lub plastyczny, wielkość ciśnienia eksploatacyjnego Jest nie
wielka, ponieważ deformacje górotworu też sę bardzo małe.
Na średnich głębokościach górotwór wykazuje cechy ośrodka Kelvlna, cha
rakteryzującego się opóżnionę sprężystościę czy plastycznośclę. Przemie
szczenie Jego stopniowo rośnie do określonej wartości, wykazujęc niejed
nokrotnie większe ciśnienie od ciśnienia statycznego. Na dużych głęboko
ściach zachowanie się górotworu, zbudowanego np. z soli kamiennej lub łup
ków i glin plastycznych, odpowiada ośrodkowi Maxwells lub Blnghama w któ
rym przemieszczenia oslęgaję teoretycznie wartości nieskończone. Występu
je zjawisko zwane pełzaniem, a ciśnienie na podsadzkę, według badań A.D. 
Pawłowa, K.W. Ruppenneiła i 3.M. Libermana, oeięga wartości naprężeń pier
wotnych. Modele Kelvlna i Maxwells tylko częściowo odpowiadaję Teologicz
nym własnościom skał, które zwięzane sę ze zjawiskiem pełzania £tj. przy
rostu odkształcenia w czasie przy stałym naprężeniu); modal Maxwells od
powiada tym własnościom skał, które sę zwięzane ze zjawiskiem relaksacji 
(tj. samoodprężanla się w czasie przy stałym odkształceniu). Dlatego też 
w ostatnim czasie oczy naukowców zwróciły się w kierunku modelu standard. 
Interesujęce sę tu badania H. Fileka [15]. Przeprowadził on doświadczenia 
ze ściskania próbek piaskowca, łupku piaszczystego, łupku ilastego, węg
la brunatnego i soli kamiennej. Doświadczenia były przeprowadzone w dwo
jaki sposób:
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- ze stałe prędkością zmiany naprężeń

= const (4)

- przy stałej wartości naprężenia

6= con9t (5)

Pierwsze wyniki doświadczeń potwierdziły pod względem jakościowym model 
Poyntinga-Thomsona, który odpowiada podstawowym Teologicznym własnościom 
górotworu, tj.

- zdolność do odkształceń sprężystych,
- zdolność do pełzania,
- zdolność do relaksacji naprężeń.

Prace te potwierdziły również prawidłowość Teologicznej hipotezy wytrzy
małościowej o przekroczeniu przez próbkę stanu krytycznego stan zniszcze
nia próbki) - decyduje praca odkształcenia wykonana przez siły zewnętrzne 
podczas obciążenia próbki. Praca ta jest równa ilości energii wewnętrz
nej, którą próbka zyskuje podczas Jej obciążenia [14]. Kiedy model stśn- 
dard opisuje poprawnie zachodzące zjawiska w górotworze wraz z upływem 
czasu do chwili ich zniszczenia, to model sprężyeto-lepko-plaetyczny prze
widuje trwałe doformecje po przekroczeniu granicy plastyczności.

W warunkach podziemnej eksploatacji złóż z zawałem stropu w sąsiedz
twie frontu eksploatacyjnego po przekroczeniu granicy plastyczności two
rzy się strefa plastyczna o określonym zasięgu, a dalej strefa spękań. Z 
badań laboratoryjnych wynika, źe strefa sprężysta występuje w górotworze
w obszarze kiedy 6 <  50% R„ wartości, przy 6, <  50-80% R zacho-z e z c
dzą zjawiska sprężysto-lepko-plastyczne, natomiast przy ó 2 >  85% Rc po 
pewnym czasie próba ulega zniszczeniu.
Górotwór wokół wyrobiska górniczego zawsze (lub prawie zawsze) pracuje w 
zakresie nlesprężystym, nie mówiąc o tym. że Jest on prawie zawsze spęka
ny i proces ten postępuje w głąb calizny. Przyczyną tego Jest fakt, że 
ciśnienia wywierane w górotworze (np. na strefę wokół frontu eksploata
cji) są na ogół większe od tych jakie dopuszczają sprężysty rozkład na
prężenia i przemieszczenia. Prowadzone badania nad modelem opisu górotwo
ru sprężysto-plestyczno-lepkim np. Binghama są w fazie początkowych za
stosowań przy uwzględnieniu Jednej powierzchni potencjalnej głedkiej [12 ] 
i z kilkoma osobliwymi powierzchniami plastycznymi [llj.

Omówione wyżej modele reologlczne są w pewnym sensie uogólnieniem mo
delu Binghama. Z uwagi na prostotę w dalszych rozważaniach ograniczono 
się do rozwiązań zagadnień brzegowych w górotworze według modelu Binghe- 
me.
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3. Górotwór lako ośrodek sprężysto-lepko-plastyczny Binghama

Dla Jednowymiarowego stanu naprężenia 1 odkształcenia modelu Binghama 
przedstawionego na rys, 6 a , mechaniczne zachowanie się tego modelu może 
być opisane równaniem konstytutywnym na prędkość odkształcenia postaciowa* 
go

*  “ ?  * W  przy | t | > 6 p' (6)

gdzie:
i  - naprężenia styczne,
6 p - dodatnio określona granica plastyczności,
G -  - współczynnik odkształcenia postaciowego sprężystego,
<1 - współczynnik lepkości Newtona.

Z równania (6) wynika, że po przekroczeniu granicy plastyczności prędkość 
odkształcenia postaciowego ^  jest sumę członu odpowiadaJęcego odkształ
ceniu sprężystemu i członu odpowiadającego odksztełcsniu lepko-plastycz
nemu . Zakładajęc, żs i. >  6 p po wykonania odpowiednich przekształcać, o- 
trzyntujemy:

* ■ ^  * * fr§ <?)

W przypadku kiedy naprężenia styczne Jest poniżej granicy plastyczności, 
prędkość odkształcenia postaciowego redukuje się do członu odkształcenia 
sprężystego. Dla obszaru 11 i <  6 p otrzymamy

i - i  (8>

Wykres zależności prędkości odkształcenia postaciowego od naprężenia 
3tycznsgo (z uwzględnieniem granicy plastycznej) przedstawiono na rys. 7.

Poniżej przedstawiono podstawy teoretyczna dla ośrodka sprężysto-lep- 
ko-plastycznego z osobliwymi powierzchniami plastycznymi, sformułowana w 
pracy Z. Mroza 1 Sharmaka [ii].

3.i. Podstawy teoretyczna dla wybranego modelu

Modela ośrodka sprężyato-lepko-plastycznego i eztywno-lepko-plastycz- 
nago z osobliwymi powierzchniami plastyczności omówiono w pracy [li], 
Rozpatrujemy materiał, którego właściwości lepko-plastyczna określone sę 
osobliwymi powierzchniami plastyczności, złożonymi z kilku powierzchni - 
analitycznych lub płaszczyzn wzajemnie się przecinajęcych (rys. 8).Obszar 
sprężystej względnie sztywnej deformacji jest ograniczony najbardziej wew-
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Rys.

Rye.

Wykres zależności prędkości odkształcenie postaciowego od naprę
żeń dla modelu ośrodka Blnghana

'4
V v / _

i _

*p y r /  ą
\ 0

0 ^
v > « * \ '

3. Prawo płynięcia i kontory stałych wiako-plaatycznych dla trzech
różnych praw wg £ll]
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nętrznę nie gładką powierzchnię plastyczności, złożonę z płatów clęgłych 
powierzchni gładkich

f1(6) « 0 .  f2 (6) «  O  fk (6) <  O (9)

Dla punktów naprężenia położonych na zewnętrz obszaru sprężystego względ
nie sztywnego, prędkości odkształcenia lepkiego rosnę wraz z odległościę 
od granic tego obszaru i znlkaję, gdy naprężenie 6 spełnia warunki (9). 
Uogólnienie praw płynięcia lepko-plastycznego dla ośrodka Blnghama można 
wyrazić zwlęzkami konstytutywnymi

8 t)f

* U  ’ Z t r  <  fr<&> >S T7- <“ >
r«l

gdzie symbole < f  >  określamy wzorami

< f >  « f, gdy f >  0
oraz (ll)

<f> * 0, gdy f <  o

zaś <fr jest stałę materiałowę nazywanę parametrem płynności ("fluldidl-
ty").
Prawo płynięcia dla lepko-plastycznej części odkształcenia w postecl(lO), 
z odcinkowo liniowymi powierzchniami plastyczności, podane były po raz 
pierwszy przez Pragera [ll] i uogólnione przez Zarka' dla lepko-plastycz- 
nego płynięcia agregatu częetek polikrystalicznych. Ze wzoru (lO) wynika 
istnienia potencjałów dla naprężeń, stowarzyszonych z poszczególnymi po
wierzchniami plastyczności

•Je''. fr(6)>df<6) • z t r(<fr>)2’ r " 1 *2  8 (l2)

lub w relacji skalarnej

W r(<W  * / ^ fr(6kl)>i ^  d(łij *  r ( < f r>)2

(13)

Na podstawia (l2) 1 (l3) możemy napisać zwlęzkl konstytutywna w postaci 
skalarnej

«ii - ?
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lub w notacji wektorowej

r - i  ^
r-l

Bardziej ogólne związki konetytutywne modelu ośrodks lepko-plastycznego 
maję poatać nieliniowę względem potencjałów plastycznych fr(6), a miano

wicie

łŁ r » ^  <«>
r-l J

i.J.k.l - 1.2,3

lub w notacji wektorowej

®f (6)
¿V - X t T r M < ^ r  » - * = -  (17)

r-l

gdzie: ć r ( <-fr^ )  ■ 0 SJdy <  " °*

Funkcja £r( < f r> ) pozwala uwzględnić nielinlowę postać praw płynięcia 

lepko-plastycznego.
Tego rodzaju uogólnienie ośrodka Binghams ma postać nieliniowych zwlęz- 

ków i podano było po raz pierwszy przez P. Perzyne [12], ale z ogranicze
niem do pojedynczej powierzchni potencjalnej głedkiej. Ogólna analiza 
lepko-plastycznych praw płynięcia z osobliwymi powierzchniami plastyczny
mi przeprowadzona została w pracy Z. Mroza [lii. Uwzględniajęc część sprę- 
żystę prędkości odkształcenia, możemy napisać ogólnę postać zwięzków kon
stytutywnych dla modelu ośrodka sprężysto-lepko-plastycznego w postaci:

¿ U  - £*., + 6 ^  - B1Jkl6kl * > r ( < f r > ł  “ © Ó ^ T "  (l8)
r-l J

i.J ,k,l,m,n - 1,2,3 

lub w relacji wektorowej

* fr(6)
_ Ur<P r ' " Tr "  ; 

r«l
i “ | e + i r ■ ^ ¿ * 2  tfr*r( < f r > >  - i t r -  (19)

Dla ciała sztywno-lepko-plastycznego zwięzki konstytutowyne maję postać:

• *v NT-’ / (^_n)
* U  “ €U  * Z # r * r (  < f r »  (20>

r*l
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tj. gdy pomijamy część sprężystą prędkości odkształcenia, przyjmując, źe

W równaniu 118) macierz aij|<i Jest macierzą modułów sprężystych,w przy
padku ciała Izotropowego mamy

8ijkl = ^lk^Jl * I  ^lj^kl (21)

Uwaga: - symbol Kronockera. tj. <5^ » 1 dla i-J oraz cS1̂  =0 dla

M J .

Podstawiając do równania (18) zależność (21), otrzymujemy równanie dla mo
delu sprężysto-lepko-plastycznego

*1J * [ * £  *ik*jl - i  ¿i j * « ]  K l  * Z  * r M <fr=> <22>
L r-i 1J

3.2. Algorytm rozwiązania problemów brzegowych

Warunek plastyczności Coulomba dla płaskiego stanu odkształcenia opi
suje się dalej podanymi równaniami. W przypadku płaskiego stanu odkształ
cenia warunek Coulomba-Treskl Jest reprezentowany przez dwie linie o rów
naniach

c fl “ Tc bosy {61 • 62> + 2§ (6l * 6 2 )tg*>- 1 - 0 ,  >  (>2

(23)

f2 " Tc cosy (62 " 6 1> + 2B- (61 + b2 )t^cP -  1 * °- ó2 >  63 > 6 1

Linie i f2 przecinają się w punkcie B, ^  * ó 2 • ■ój « c ctg¥?(rys. 
9a).
Ola opisu zachowania się ośrodka sztywno-lepko-plastycznego przyjmuje się 
potencjał naprężeń w następującej postaci potęgowej:

Wi($  * ńTT t<łi>n+1 (24>

Stosując warunek Coulomba bez obcięć w obszarze rozciągania, otrzymujemy 
następujące wielkości prędkości odkształceń lepkich dla naroża (rys. 9a)

ewA ®W2 r o i+tlnp  i_,inę7
6 i " * «37 *  £ * i 2b'o V /  - 2  TTo Y ę

8W1 -e)W2 r n 1-sine n l4.sin0,~|
2 ©ST e<C ^  L  i < V  J

(25)
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Rys. 9. Wykres płynięcia i powierzchnie potencjalne
a) warunek Coulomba w płaskim stanie odkształcenia, b) warunek Coulomba »» 
płaskim stania odkształcenia z obciężeniemi w obszarze rozciągania 
c,d) - powierzchnia osłabienia i granice potencjału dla v_-1 1 v0-3

w przypadku płaskiego stanu naprężeń

W przypadku materiału kruchego (rys. 9b) warunek płynięcia przyjmuje po

stać :

"v 6 1« i - V <i (

- [ < r 4 ł
1 _  . D  + ( _ 2 _  
9<p c ctg<p

c ctgtp 

2 ] 1/2

-  1 ) (26)

1)

Idęc za myślę Z. Mroza i wsp. [ll] , stosunek bezwymiarowej odległości mię
dzy-punktem naprężeń i powierzchnię płynięcia h/c, Jeet obliczany wektor 
skalarny ze wzoru

gdzie: g oznacza moduł wektora

g - - i  (i + 2 tg2<p) i
V2

(27)
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Prawo płynięcia w tak sformułowanej postaci przyjmuje foraę

f. n ,

f a n
<ę ■ h ż g f

*» V < t > "  Lń>0)

Wprowadzając dalej Iloczyny skalarna, otrzyaany:

(28)

i 8f,
"l " g (& -  C CtW &  « 3 -

(30)
1 / ®f2 

*2 * g ‘ C ct9<J*l)

gdzia <$ oznacza wektor ¿■fl.l),' możemy rozważyć następujące przypadki. 
Przypadek pierwszy, kiedy a1 >  O 1 m2 <  O, wówczas oplsujeay zachowa
nie lepko-plastyczne w narożu (rys. 9a). W przypadku gdy >  0 1  a2 < 0  
lub b>2 >  O i m^ <  O, wówczas znajdziemy się na jednej powierzchni 
lepko-plaetycznej. Kiedy a^ <  O 1 a2 <  O, wówczas znajdziemy się w 
obszarze plastycznego odęlęłenla.

3.3. Wyznaczenie zasięgu strefy zniszczenia

Podobnie Jak dla innych wyżej oaówlonych aodeli, także dla analizowa
nego medalu sztywno-lepko-plastycznego, przy wyznaczaniu zasięgu strefy 
plastycznej (zniszczenia) zastosowano numeryczną technikę obliczeniową. 
Zastosowano metodę elementów skończonych opracowaną przez O.G. Zienkiewi
cza [li],
◦znaczajęc wektor przealeezczeń węzła elementu, maay naatępujęce wyraże
ni a:

U - Na. fi - Bt? (31)

i równanie na pracę wirtualną w postaci

f i S  d,i * f i ri  dv -j«T i dv (32>
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Równanie równowagi na poziomie elementu otrzymujemy podstawiając (31) do 

(30)

h
BT 6 dv - R « O, (33)©• •»

gdzie wektor elł węzłowych określa wzór

R « I NTt dS, ♦ NTf dv (34)I »» 1 •• «•

Stosujęc postać prędkościowę 1 zaniedbując zmiany konfiguracji możemy zróż
niczkować równanie (32) względem czasu i podstawiajęc równanie konstytu
tywne (35) do otrzymanego zróżniczkowanego równania (32), otrzymujemy (36)

ó - 0(ć - ĆV - D6 - Dfiv . (35)

/ btd Edv m b t i^  <4 N  f «O eDfcV dv + R ■ F, (36)

gdzie:
O - sprężysta macierz sztywności,
£  - oznacza prędkość całkowitych sił.

Ze wzorów (36) i’’(31) otrzymujemy następujęce wzory dla prędkości prze
mieszczeń węzłowych:

K ć -  F • O, K -  BT . BBdv (37)
««5 ** «  i) **•*

Procedura bezpośredniego rozwlęzania była zastosowana do rozwlęzań równań 
(37), czyli dla każdego kroku czasowego n*l sę obliczone następujęce za

leżności :

¿n+1 " ¿ n  * ¿ n  Atn

5 n +l * £b + S n  Atn (38)

, - F + j B rD(Ęj' At + At 1 «»o | •» c»er*n n **n n

Krok musiał być dostatecznie mały dla zachowania numerycznej stabilności 
równań.

P r z y k ł-a d

Rozważmy płaski stan odkształceń tarczy górotworu o podstawie AB ■ 16 m 
i wysokości BC • 14 a (rys. 10), obeiężonej równomiernym ciśnieniem
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Rys. 10. Obciążenie ąyclętej tarczy oraz podział na alaaanty skończone 
(czworokątna) w płaski* stanie odkształcenia. Blok zbudowany z natarlału

kruchego wg [ll]

pionowy* na krawędzi (j-D i ciśnienie* boczny* (pochodzący* od ciśnienia 
eksploatacyjnego) na krawędzi A-C oraz z uwzględnienia* ciężaru własnego. 
Tarczę tę podzielono na czworokętne aleeenty skończone z zobrazowanie* 
wyeksploatowania proatokętnego pasa węgla o wyblagu L » 12 * i grubości 
pokładu * » 2 a, pozostawiając przy ocloala otwór prostokątny, który *a 
odwzorowywać pole robocza i niepodsadzoną część zrobów poeksploatacyjnych. 
Stosując dyskretyzację kontlnuu* aetodą eleaantów skończonych, rozwiązano 
próbie* przyrostowy, gdzis końcowy spręZyeto-lepko-plaetyczny rozkład na- 
pręZań 1 przaalaszczsń zostaja osiągnięty przy wzroście obciążenie wyni
kającego z ciężaru górotworu. Rozwiązania probleau uzyskano *atodą po
czątkowych napręZeń.

Zasięg strefy zniezczenla górotworu hjw wywołany zawałową eksploata
cją pokładu określono ze wzoru oaówionego w pracy [14]. Ola grubości po
kładu * « 2 *, przy współczynniku rozluzowanla skał kf - 1,35, zasięg 
zawału wysokiego h • 5,85 *, co w odniesieniu do grubości pokładu (■) 
stanowi on około 3-krgtnę Jego grubość (rys. ll).
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Teoretyczne określenie zasięgu etrefy uplastycznianie elę górotworu 
nad zawaleń wyeokin (hzw) uzyskano przy założeniu [9. *4] • te skały za
legające nad wyeksploatowanyn pokładea spełniaję dwa różne aateriały Cou
loaba [9], tj. aateriał rozdrobniony typu Couloaba nie aający spójności o 
nieliniowej charakterystyce zagęazczenia (na wyeokości hlw) , powyżej tego 
zawału o zasięgu (sp) górotwór aodaluje się jako aateriał eprężyeto-lep- 
ko-plaatyczny o warunku plastyczności Couloaba połączonego z warunkiea 
ograniczonej wytrzyaałości na rozciąganie [14].

Cechy nakroakopowe elenentu górotworu określono przaz średni kąt tar
cia <p , średnią spójność c, średni kąt kierunku szczelin <p' i granice 

plastyczności 6 p.
Warunki płynięcia aatariału są określone równaniea:

fl " ” 6r “ Ó* f 2 " ó 2 " ^r “ °*
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Zastosowano dla wszystkich stanów naprężenia 1 sę reprezentowana przez 
dwie linie równoległe do osi głównych naprężeń (rys. 9b).

Uplastycznienie górotworu powyżej zawału wysokiego zwięzane jest z od
działywanie« ciśnienia pionowego pz oraz bocznego px powiększonego o 
ciśnienie eksploatacyjne, jakie występuje przed frontem pokładu poziomego 
i zalegającego na określonej głębokości h, dla której znane Jest naprę
żenie (> .zmax

W celu numerycznego wyznaczenia zasięgu strefy plastycznej (Sp) użyto 
zmodyfikowane programy numeryczna dla EMC: pierwszy dla modelu spręźysto- 
-lepklego, opracowany przez W. KraJa w Instytucie Mechaniki Górptworu w 
Krakowie oraz drugi program dla modelu sprężysto-plaetycznego opracowany 
w Instytucie Mechaniki Konstrukcji Inżynierskich Politechniki Warszaw
skiej. Programy te przepracowano z języka ALGOL na FORTRAN w dostosowaniu 
do rozwiązywania zadań sprężyśto-lepko-plastycznych za pomocę EMC typu 
UNIVAG serii 1106.

Przykład rozwiązano dla stałych materiałowych E * 950 kPa, "7 » 0,3,
stały współczynnik "J ■ 10, średni ciężar właściwy górotworu 23,5 kPa.

Kierunki zarysowań spękań rozważanej tarczy powstałych nad zrobami wy
eksploatowanego pokładu (zruszenie się skał stropowych na wysokość h )2W
są ortogonalne do kierunków głównych naprężeń rozciągających (rys. 11).

Zasięg strefy spękań w odniesieniu do grubości eksploatowanego pokładu 
stanowi ok. 2-krotnej grubości pokładu (sp « 2  . m). Zatem łączny zasięg 
zruszenia (h2W) i uplastycznienia (sp) wynosi ok. 5 x m.

4. Uwagi wypływające z rozważań teoretycznych

Analizowane wcześniej pojedyncze przypadku zachowania się górotworu w 
wyniku naruszenia eksploatacji przy zastosowaniu modelu sprężystego [2, 
3, 4], sprężysto-plastycznego [5, 9] i sprężyato-lspkiego [3, 15] wykaza
ły, że realne szanse efektywnego rozwiązania zagadnień wyznaczenia pola 
naprężeń i odkształceń oraz strefy spękań (w otoczeniu wyrobiska eksploa
tacyjnego) można uzyskać przy zastosowaniu nowych nieliniowych modeli gó
rotworu np. sprężysto-plastycznych [5, 9], sprężysto-lepkich [3, 4, 15]
uwzględniających osłabienie się materiału na skutek kruchego pękania,któ
remu towarzyszę zmiany objętości. Modele tego typu w połączeniu z efek
tywną techniką obliczeniową (np. metody elementów skończonych) dały roz
wiązania o większej wartości niż półempiryczne i niepełne schematy, który
mi często Jeszcze operuje się w ramach stosowanej inżynierskiej mechaniki 
górotworu.

Prezentowane wyżej rozważania teoretyczne zakładały, że skały oddzie
lające pokłady spełniają własności sprężyste, eprężysto-plastyczne, eprę- 
żyeto-lepkle i sprężysto-lepko-plastyczne. Stosując wymienione wyżej mo
dele do zagsdnlenla podbierania pokładów, pozwoliły na wyjaśnienie szere
gu zjawisk występujących w sąsiedztwie podebranego pokładu, a szczególnie
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Wpływu parametrów geologiczno-górniczych górotworu 1 czasu związanego z 
dokonanym podebraniem na skutki w podebranym pokładzie. Założenie o dy
skretnej strukturze materiału dla akał jeet bliższa rzeczywistej budowie 
górotworu niż postulat ciągłości. Niemniej modela mechaniki ośrodków cią
głych mają tę podstawową cechę, że wiążą przemieszczenie (odkształcenie) 
w punkcie materiału ze stenem naprężenia panującym w tym punkcie, zgodnie 
z zasadą lokalnoścl.

w przypadku przyjęcia górotworu Jako ośrodka sprężysto-lapkiego aztyw- 
no-plastycznego [li] , wyznaczona strefa zniszczenia skał nad wyeksploa
towanym wyrobiskiem ścianowym wykazuje również zróżnicowane wartości. w 
bezpośrednim sąsiedztwie rozpoczęcia eksploatacji etrefa zniszczenia skał 
wykazuje zasięg najwyższy, by przy dalszym postępis eksploatacji odpowied
nio się obniżyć, przy określonym wybiegu eksploatacji zasięg etrsfy zni
szczenia ustala się. Wykazano teoretycznie, na podstawie przykładów, że 
zniszczenia górotworu obejmuje zaalęg spełniający stosunek M/g2 ^  5(6. War
tości niezbędnej odległości między pokładami przy podbieraniu uzyskana r. 
obserwacji podziemnych podbierania pokładów i obliczona teoretycznie przy 
Założeniu, ża górotwór spełnia własności omawianego wyżej ośrodka,są zbli
żone do siebie.
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IŁHACTHHECKOił MOflEJM

P  e 3 jo u e

B  p a ó o i e  c , n e j i a H  n e p e c u o r p  n p H u e H a e u u x  u e x a H a u e c K H x  u o x e x e S ,  o n H c u B a n m a x  

A e ^ o p u a p z a  H u e i o q a x  u e c i o  b  p e 3 y j i b t a T e  n o j i H o r o  H C T o m e H H x  8K c z u i y a T a Q H e f i  o n p e -  

x e a S H H o f t  n o B e p x H O C T H  n j i a c z a .  A a a z H 3  3T h x  u o ^ e j i e f l  n o x a s & i ,  n o  ajih o n a c u B a -  

HH Jt nueKW łH X u e c t o  H B x e H H ft b  H a p y m e H B o f t  r o p H o i ł  n o p o x e  H a n S o x e e  p e a x b H o S  h b -  

j i H e i c a  y n p y r o - B a o K o - n j i a c T H B e c K a a  u o ^ e z b .  O im c a H H  T e o p e i a q e c x x e  o c h o b u  a j u  

B u d p a H B O l t  U 0A 6A H  E H H r x a u a  a  l a x x e  a x r - o p H T i i  p e m e a H H  ajik K p a e s u x  3 a x a q .  M o -  

A e z b  n p o H J ix io c T p H p o B a H a  n p a x T H i e c x H i f  n p H u e p o u .  B  o x o H q a H K H  p a O o i u  xa.au  B U 

BO A H .

AN ATTEMPT AT THE FORMULATION OF DEFORMATIONS TAKING PLACE 
IN DISTURBED ROCK MASSES ACCORDING TO AN ELASTIC-PLASTIC MODEL

S u m m a r y

Tha paper gives a survey of applied technical models describing the 
deformations resulting from tha exploitation of soma part of tha volume 
of a seam. The analysis of these models revealed that in order to descri
be the phenomena occurring in disturbed rock strata, most approximate to 
real conditions it is advisable to apply an elastic plastic nodal. The 
theoretical principles of the chosen Bingham model have baan given, as 
well as the algorithm for the solution of boundary problems. An example 
o f  the practical application of this model has been provided.In the final 
part of tha paper conclusions have been drawn.


