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PROBA U3|CIA ZACHODZACYCH DEFORMAC31 W NARUSZONYM GOROTWORZE
WEDLUG MODELU SPRAZYSTO-LEPKO-PLASTYCZNEGO

Streszczenie. W artykule dokonano przegledu stosowanych modeli
mechanicznych do opisywanie zachodzgcych deformacji w wyniku wy-
eksploatowania okreslonej objetosci poktadu.Analiza tych modeli wy-
kazata, Ze do opisywania zachodzecych zjawisk w naruszonym gérotwo-
rze najbardziej zblizonych do rzeczywistych warunkéw Jest przyjecie
modelu sprezysto-lepko-plastycznego. Podano podstawy teoretyczne
dla wybranego modelu Binghame oraz algorytm rozwiezania probleméw
brzegowych. Na przyktadzie podano zastosowanie praktyczne tego mo-
delu. W zakonczeniu artykudu przytoczono wnioski.

1. Wstep

Schodzenie z eksploatacje gornicze na coraz wieksze gtebokosci - 0
mniej korzystnych niz na gtebokosSciach mniejszych warunkach geotechnicz-
nych obserwujemy wzrost intensywnos$ci deformacyjnych i dynamicznych prze-
jawéw cisnienia gorotworu wywotanych eksploatacje. Obserwacje przebiegu
zjawisk zachodzecych w gérotworze naruszonym eksploatacje goérnicze wska-
zuje, ze czes¢ deformacji skat wystepuje bezposSrednio po wyeksploatowaniu
poktadu, ale koncowy stan deformacji ustala sie dopiero po uptywie pewne-
go czasu i daje sie go uje¢ pod wzgledem mechanicznym przez stosowanie
postulatéw reologll sformutowanych przez Reinera [13].

Nieodzowna jest tu znajomo$¢ mechanicznych wkasnosci os$rodka gérotwo-
ru, przy uwzglednieniu wszystkich czynnikéw (sprezystos¢, lepkos¢, pla-
stycznos$¢). Whasnosci te determinuje poprawne opisywanie zachodzecych zja-
wisk w sesledztwie eksploatowanego poktadu.

Towarzyszece poktadom wegla skaty ztozone se z osrodkéw anizotropowych,
charakteryzujecych sie duze zmlenno$cie swoich wkasnos$ci, a zwkaszcza pa-
rametréw wytrzymatosSciowych. Anizotropia pierwotna w skatach Jest wyni-
kiem powstawania struktury polikrystalicznej materiatu skalnego lub upo-
rzedkowanie sie struktury osrodka w skatach osadowych oraz istnieniem po-
wierzchni ostabienia [8]. Ogélnie anizotropie nalezy tutaj rozumie¢ Jako
zaleznosci wytrzymatosciowe od kierunku.W zwlezku z tym wytrzymatos¢ ani-
zotropowego materiatu np. w prostych stanach naprezania nie se wielko-
Sciami skalarnymi a funkcjami kierunku [l10], W sensie wytrzymatosciowym
nie Jest Istotne, czy probke skalne przecina Jedna ptaszczyzna o ostabto-
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naj wytrzymatosci, czy probka skalna przecieta Jest przez caty system
réwnolejtych ptaszczyzn ostabienia. Rozwlezenle to mole wigc obejmowac
rézne typy anizotropii plenetarne.1l. a mianowicie systemy ptaszczyzn uwar-
stwienia, ztupkowacenla, kliwazu itp., a takze pojedyncze ptaszczyzny o-
stabienis, takie Jak w skali mikro- pojedyncze szczeliny, natomiast w
skali makro- ptaszczyzny istniejecych uskokow.

Badania wykazaty, ze wartos$ci takich parametrow, jak: wytrzymatosé, Sci-
skanie, rozcieganle itp., czy state sprezystosci skat odpowiadajece roéz-
nym kierunkom dziatania obciezenla wzgledem tzw. ptaszczyzn uprzywilejo-
wanych np. uwarstwienia lealnacjl lub follacjl moge rézni¢ sie liczbowo o
kilka do kilkanascie rezy. Podejmowane se proby opisu materiatéw, ktérych
zachowanie jest silnie zdeterminowane przez efekty kruche.Opracowano wie-
le modeli do aproksymacji zachowania sie osrodka sprezystego 1 niesprezy-
stego gorotworu. Zachowanie sie skat gorotworu w zakresie obciezed uzy-
tecznych jest szczeg6lnie istotna w seeledztwie frontu eksploatacyjnego.

W trakcie obciezenla os$rodka Jego kinetyka spekac¢ silnie zmienia pier-
wotne strukture materiatu. Prowadzi “;to do zmiany charakterystyk materia-
+6w w czasie deformacji (nieliniowo$¢ fizyczna). OSrodki te ee przy tym
czute na drogi w przestrzeni naprezen, poniewaz przyrost i kierunki roz-
woju szczelin zaleze od stanu naprezenia. Obecnie przyjmuje sie, ze zni-
szczenia o8rr,-11"a Jest wynikiem wspotdziatania szczelin rownolegtych do
kierunku maksymalnego naprezenia $ciskajgcego. Potwierdzaje to obserwacje
zaréwno w ekali laboratoryjnej, jak 1 w warunkach "in situ".

2. Opla zachowania sie gorotworu naruszonego eksploatacjg
przy zastosowaniu roéznych modeli mechanicznych

2.1. Naruszanie roéwnowaai w goérotworze wywotane eksploatacjag goérnicza

Po wyeksploatowaniu okreslonej objetosci poktadu szczeg6lnie z zawatem
stropu zostaje nsruszony na duzym obszarze 1 na znacznej wysokosci pier-
wotny stan rownowagi w gérotworze. Stan ten przyczynia sie do przemiesz-
cza¢ czestek gérotworu d,0o pustki poaksploatscyjnaj. W wyniku uginania sie
i osiadania gorotworu zachodze istotna zalany wkasnosci tworzecych go skat
szczeg6lnie w rezultacie ich spekania. Ola ustalania tych zjawisk od wie-
lu lat prowadzone se podziemne badania nad mechanizmem zniszczenia 1 prze-
mieszczania sie warstw stropowych od eksploatowanego poktadu do powierzch-
ni ziemi.

W celu zbadania przemieszcza¢ skat wyzej zalegajecych wykorzystywana
se wyrobiska pozioméw wyzszych nad aktualnie wybieranym poktadem. Rezul-
taty dotychczasowych bada¢ pozwalaje na ustalenie stref naruszenia skat
nadlagtych gorotworu, a takze stopnia Jego zniszczenia. Najbardziej efek-
tywnym sposobem badania mechanizmu zniszczenia probek skat, szczeg6lnie
kostkowych, se obserwacje ich zachowania sie w warunkach laboratoryjnych,
a takze w warunkach "in situ”. Pozwolity one przedstawi¢ graficznie cha-
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rakterystyki w uktadzie naprezenie - odksztatcenie (6 -£) przy Ich $ci-
ekaniu i rozcigganiu. Takie badania "In situ” duzych prébek wycietych blo-
kéw skat z gérotworu dostarczyty ciekawych wynikéw w zakresie wytrzymato-
Sci ich w zaleznosci od poprzecznych wymiaréw zgniatanych blokéw. Typowe
charakterystyke wytrzymatosclowe badanych laboratoryjnie prébek skat w
uktadzie 6 - £ przy ich Sciskaniu i rozcieganiu zobrazowano na wykresie
(rys. la). Badania te pozwolity na opracowanie charakterystyk aproksymu-
Jecych zachowanie sie skat przy ich Sciskaniu i1 rozcieganiu.

a - rzeczywista krzywa 6 = f(6), b - aproksymowana modelem idealnie pla-
stycznym, c¢ - aproksymowana modelem plastyczno-kruchym

Przyktadem tu moze by¢ wyidealizowana charakterystyka 6-£ przy $ciska-
niu i rozcieganiu skat plastycznych (rys. 1b) oraz skat krttehych (rys.lc).
Skaty karboéskie se w zasadzie kruche, sted dla ich prawidtowego opisu
zachowania sie adekwatna jest charakterystyka przedstawiona na rys. lc.
Uwzgledniajec wyzej wyszczeg6lnione whasnosci reologlczne oraz fakt, ze
odksztatcenia se zalezna od czasu, opracowano wiele modeli mechanicznych

dla fizycznego opleu zachowania sie naruszonego osrodka.

2.2. Przeglad stosowanych modeli do opisu deformacji gérotworu

Z praktyki gorniczej oraz badan laboratoryjnych wiadomo, ze go6rotwor
posiada whasnosci plastyczne 1 Teologiczna. Czesto do opisu zjawisk za-
chodzecych w goérotworze stosuje sie rézne modele mechaniczne. Sktadaja
sige one z elementéw, ktére nie maje odpowiednikéw w rzeczywistym materia-
le. Najprostsze z nich to: sprezyna (rys. 2a) obrazujgce wkasnosSci spre-
zyste osrodka, cylinder z cieczg lepka, w ktérym porusza sie perforowany
thok (rys. 2b) iluetrujecy lepkosé¢ I} oraz plastycznosé¢ (G uwzgledniaja-
ca tarcie (rys. 2c).
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a) +p b) L

Rys. 2. Oznaczenia cech Teologicznych aka#t
a) sprezystosé¢, b) lepkos¢? c) plastycznosé

Zastgpienie materiatu skaty o nieznanej strukturze modelem, zaktadaj ec,
ze zachowywa¢ sie bedzie w spos6éb podobny Jak materiat rzeczywisty [13 -
e. 136], Jest duzym przyblizeniem. Pozwala to jednak na analize zachodze-
cych zjawisk fizycznych w sesiedztwie naruszonego gérotworu wywotanego eke-
ploatecje poktadu, z mozliwie duzym przyblizeniem w zaleznosci od zasto-
sowanego modelu. W mechanice gérotworu przyjmuje sie nastepujace podsta-
wowe modele: sprezysto-liniowy i nieliniowy (rys. 3a®l c), sprezysto-pla-
styczny (rys. 4), sprezysto-lepkl (rys, 5) oraz aprezyeto-lepko-plaetycz-
iny (rys. 6).

Rye. 3. Charakterystyki <S« f(6) dla réznych os$rodkéw

a) osrodka liniowo-sprezyetego, b) osrodka nielinlowo-sprezystego odwra-
calnego, c) osrodka nielinlowo-sprezystego nieodwracalnego

Dla opisu osrodka linlowo-sprezystego (rys. 3a) zalezno$¢ miedzy na-
prezeniem (6) i odksztatceniem (£) Jest liniowa. Zwlezek miedzy napreze-
niem a odksztatceniem w przypadku jednoosiowego stanu naprezenia i od-
ksztakcenia okreslony Jeat prawem Hooke ‘a

6- E .6 (1)
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Dezeli proces obciezenla 6 -6 przebiega po krzywej (rys. 3b) 1 wszyst-
kie posrednie stany zachodze w odwrotnym porzedku, a w zakonczeniu tego
procesu Jest oelegniecle punktu 0, zaleznos¢ £ -6 Jest réwniez Jedno-
znaczna, ale os$rodek taki bedziemy nazywali niellnlowo-sprezyatya lub fi-
zycznie nieliniowym. Analitycznie naprezenia dla tego osrodka okresla za-
leznos¢ t

(2)

Analiza sprezysta oparta na modelu liniowym Jest w stanie zobrazowac¢ w
sposo6b r6elny Jedynie poczetkowe faze procesu deformacji. W miare rozwoju
odksztatcen okreslona obliczeniowo rozktady naprezen ulegaje w rzeczywi-
stosci znacznej redystrybucji wskutek bedz to pojawienia sie trwatych de-
formacji, bedz tez rozwoju 1 propagacji peknigeé, co wymaga uscislenia a-
nallzy zjawiska zniszczenia goérotworu [5], Po przekroczeniu granicy spre-
zystosci zaleznos$¢ naprezenia 6 1 odksztatcenia czynnego £ Jest na ogod
nieliniowa (rys. 3c) 1 moze by¢ przedstawiona ogélnie zaleznos$cie:

6m f(E) ®)

Stanem materiatu w obszarze, w ktérym naprezenia przekraczaje granice spre
zystoscl, czyli po pojawieniu sie odksztatcen trwatych, zajmuje sie teo-
ria plastycznosci. Ola Scistej analizy zachodzecych naprezen 1 odksztat-
cen w strefie sprezyeto-plsstycznej opracowano wiele teorii opartych na
réznych modelach matesatyczno-mechanlcznych.

Wyréznié¢ mozna nastepujece charakterystyki modeli materiatu: sztywno
idealnie plastyczny (rys. 4a), sprezysto idealnie plastyczny (rys. 4b),
sprezysto-plastyczny za wzmocnieniem liniowym (rys. 4c) i aprezyeto-pla-
styczny ze wzmocnieniem nieliniowym (rys. 4d). Model sprezysto sztywno
plastyczny (rys. 4a) zaktada nleograniczone clegllwos¢ materiatu, dopu-
szczajec Jednoczes$nie mozliwos¢ wystepowania odksztatcen trwatych 1 za-
lezno$¢ cech wytrzymatosSciowych od cis$nienia hydrostatycznego. z kolei
Jednak dla szerokiej klasy materiatow kruchych, takich jak np. beton,ska-
4y, zniszczenie przy dziataniu rozclegajecym nastepuje w zakresie matych
odksztatcen sprezystych. W tym przypadku bardziej realnym Jest wyideali-
zowany model krucho plastyczny [8, 9], obrazujecy w zakresie rozcieganla
spadek wytrzymatosci do zera po oelegnleclu wartos$ci granicy 6p.

Zastosowanie w gérnictwie modelu sprezysto-idealnie plastycznego [9] do
opisu deformacji naruszonego gérotworu Jest pewnym przyblizeniem do wa-
runkéw rzeczywistych w analitycznym opisie zachowanie sie gérotworu w fa-
zie sprezystej i plastycznej, uwzglednlajec przy tym dwa ciata Coulomba 1
weretwowo$¢ osrodka. Prace w zakresie anizotropii se prowadzone 1 w naj-
blizszych latach nalezy oczekiwa¢ znacznego postepu w tym zakresie.



Rys. 4. Charakterystyki 6 m ffe osrodka eprezysto-plaetycznego

a) sztywny idealnie plastyczny, b) sprezysto idealnie plastyczny, c) spre-
zysto-plastyczny ze wzmocnieniem liniowym, d) spreZysto-plastyczny z nie-
liniowym wzmocnieniem

W ostatnich 30 latach w mechanice go6rotworu do opisu deformacji skat
wywodtanych eksploatacje ztoze powszechnie zaczeto stosowa¢ model Kelvins
{rys. 5a), model Maxwells (rys. 5b) oraz model standard w odmianie Poyn-
tInga-Thomsone (rys. 5c) i Zenera (rys. 5d). Modele te sktadaje sie ze
sprezyny (sprezyn) 1 cylindra z ciecze Ispke, w ktérym porusza sie perfo-
rowany tdok. Te dws elementy se ektadene réwnolegle (model Kelvins), sze-
regowo (model Maxwells) i szeregowo-réwnolegle (model standard).

Zastosowanie modeli sprezysto lepkich w mechanice gérotworu pozwolito
na teoretyczne wyjasnianie szeregu zjawisk zachodzecych w agsiedztwie eks-
ploatowanego pok#edu wraz z uptywem czasu. Nalezy przy tym =zaznaczyé, ze
stosowanie modeli sprezysto-lepklch do analizy zjawisk deformacyjnych na-
ruszonego gorotworu Jest realne do momentu zniszczenia skat gérotworu.0d-
powiada to w przyblizeniu zachowaniu sie skat zwiezdych w granicach na-
prezenia nleprzekraczajecego wartosci 80 do 90% wytrzymatosci osrodka na
Sciskanie.

Obserwacje laboratoryjne zachowania sie skat towarzyszecych poktadom
wegla, szczeg6lnie do momentu ich zniszczenia, stworzyty przestanki do
wnikliwego $ledzenia zachowania sie skat wywotanych podzlemne eksploata-
cje z¥6z.
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W celu uscislenia opisu rzeczywistego zachowania sie skat zaistniata po-
trzeba zbudowania modelu uwzgledniajgcego stwierdzone cechy. Jakie mozna
zaobserwowa¢ w goérotworze naruszonym eksploatacje. OsSrodkiem, ktéry w
przyblizeniu uwzglednia te cechy Jest model sprezysto-lepko-plastyczny. Za
pomoca tego modelu mozna opisa¢ zachodzace zjawiska przy uwzglednieniu
wtasnosci aprezystyoh, lepkich i plastycznych.

Ola osrodka sprezysto-lepko-plastycznego opracowano wiele modeli Teolo-
gicznych, sktadajacych sie z wiekszej liczby elementéw (3 do 5, *aczonych
szeregowo, rownolegle i szeregowo-réwnolegle. Zaliczy¢ tu nalezy m.in.
modele: Binghama, Schwedoffa, M/V, Schefleida-Scott Blaira i inne.

Model Binghama (rys. 6a) sktada sie z uktadu: réwnolegle potaczonych ele-
mentéw lepkosci ~ , plastycznosci 6p i szeregowo dotgaczonego elementu
sprezystego G. Naruszenie rownowagi uktadu (rys. 6a) powoduje odksztat-
cenia sprezyste (odwracalne) i z chwilg osiagnigcia 1 przekroczenia gra-
nicznego stanu plastycznego 6p nastepuje uruchomienia lepko-sprezysto-
scl. w tym sanie deformacji os$rodka obowigzuje zwigzek miedzy predkoscia
odksztatcenie 1 naprezenia.

Sposréd modeli czteroparametrowych osrodka aprezyato-lepko-plastyczne-
go na uwage zastuguje model Schwedoffa (1B90 r.) przedstawiony na rys.
6b, Elementy tego modelu sa ztozona z szeregowego potaczenia elementu
Hooke®"s G1 i réwnolegtego potaczenia modelu Maxwells =z elementem pla-
stycznym 6p. Dopdki w oSrodku nie zostaje przekroczona granica plastycz-
nosci 6p (rys. 6b), modal Schwedoffa zachowuje sie Jak model oSrodka
Hooke®"a, a modal M/V ma whkasnos$ci osrodka standardowego. Z chwilg prze-
kroczenia granicy plastycznosci osrodek ten zachowuje sie jak model Bing-
hama.

Innym czteroparametrowym przypadkiem modelu sprezysto-lepko-plastycz-
nym Jest modal os$rodka M/V (Kisiel 1958 r.) - rya. 6¢c. Sktada ale on z
potaczonych roéwnolegle elementéw Maxwells i St.-Venauta (wzglednie Max-
wells 1 Hubara). Do czaau kiedy naprezenie wypadkowe nie przekracza grani-
cy plastycznosci. Jest oSrodkiem standardowym. Po jej przekroczeniu oSro-
dek ten zachowuje sie podobnie Jak model Binghama.

Bardziej ztozonym przypadkiem osrodka sprezysto-lepko-plastycznego Jest
model plecioperametrowy Schoflaida-Scott Blaira (rys. 6d). Sktada sie z
szeregowego potaczenia modelu zdozonego z réwnolegle potaczonych elemen-
téw Maxwells 1 elementu plastycznosci 6p oraz modelu Kelvins
G2* ?2 “ rys" 6cl” Mode* te9° osrodka ponizej granicy plastycznosci zacho-
wuje sie jak osrodek lepko-sprezysty Kelvina, a po przekroczeniu granicy
plastycznosci wkacza sie czton plastyczno-lepki i wéwczas spednia on wha-
snosci osrodka sprezysto-lepko-plastycznego.
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2.3. Analiza modeli 1 adekwatnos¢ Ich stotowania
do opisu zachowania elg naruazonego goérotworu

Dokonany przegled stosowanych modeli mechanicznych do opisu zjawisk
zachodzacych w sasiedztwie eksploatowanego pokdadu wykazuje caly szereg
parametrow majecych wpdyw na teoretyczne ujecie tych zjawisk. Przyjmowa-
nie. ze skaty zachowuje sie liniowo-sprezyscie Jest dalece odbiegajece od
warunkéw rzeczywistych. Stosowanie prawa Hooke’a nie znajduje tu potwier-
dzenia. Za powyzszym stwierdzeniem przemawia zaobserwowane laboratoryjnie
zachowanie sie skat przy ich $ciskaniu i rozclegenlu. W zakresie naprezen
Sclskajecych ywykres zaleznosci 6» f(fi) Jest |linie krzywe, a w zakre-
sie rozcleganle skaty te wykazuje nleznaczne wytrzymatos¢ 1 ulegaje na-
tychmiastowemu zniszczeniu przy nieznacznych obciezeniech. Ustalono, ze
dopbéki naprezenia nie przekraczaje wartosci granicznych 6p, dopoty osSro-
dek ten zachowuje sie Jak materiat sprezysty. Gdy naprezenia osiggne war-
tos¢ 6 , materiat ptynie w taki szczeg6lny sposéb, ze nie moze on prze-
nies¢ obclezenla wiekszego od granicznego 6p (granicy plastycznosci).

Krok naprzéd w kierunku uscislenia opisu plastycznego ptyniecia mate-
riatu oraz kruchego niszczenia stanowi zastosowanie wyidealizowanych mo-
deli sprezysto-plastycznych. Pozwolity one opisywaé¢ zachodzece zjawiska w
sgsiedztwie eksploatowanego poktadu, nie uwzgledniajec czynnika czasu kt6-
ry Jednak odgrywa duze znaczenie w procesie deformacji goérotworu.

Na matych gtebokosciach, gdzie goérotwédr zachowuje sie Jak os$rodek czysto
sprezysty lub plastyczny, wielko$¢ cisnienia eksploatacyjnego Jest nie-
wielka, poniewaz deformacje gérotworu tez se bardzo mate.

Na Srednich gtebokosciach gérotwér wykazuje cechy osrodka Kelvlna, cha-
rakteryzujacego sie opo6znione sprezystoscie czy plastycznoscle. Przemie-
szczenie Jego stopniowo ros$nie do okreslonej wartosci, wykazujec niejed-
nokrotnie wieksze cisnienie od cisnienia statycznego. Na duzych gteboko-
Sciach zachowanie sie gérotworu, zbudowanego np. z soli kamiennej lub 4up-
kéw i glin plastycznych, odpowiada o$rodkowi Maxwells lub BlInghama w kto-
rym przemieszczenia oslegaje teoretycznie wartos$ci nieskonczone. Wystepu-
je zjawisko zwane pedzaniem, a cisnienie na podsadzke, weddug badan A.D.

Pawkowa, K.W. Ruppenneida i 3.M. Libermana, oeiega wartosci naprezen pier-
wotnych. Modele Kelvlna i Maxwells tylko cze$ciowo odpowiadaje Teologicz-
nym wkasnosciom skat, ktére zwiezane se ze zjawiskiem petzania £tj. przy-
rostu odksztatcenia w czasie przy statym naprezeniu); modal Maxwells od-
powiada tym wkasnosciom skat, ktdére se zwiezane ze zjawiskiem relaksacji

(tj. samoodprezanla sie w czasie przy statym odksztatceniu). Dlatego tez
w ostatnim czasie oczy naukowcow zwrécity sie w kierunku modelu standard.

Interesujece se tu badania H. Fileka [15]. Przeprowadzi4 on doswiadczenia

ze $ciskania probek piaskowca, #*upku piaszczystego, +upku ilastego, weg-
la brunatnego i soli kamiennej. DosSwiadczenia byty przeprowadzone w dwo-
jaki sposéb:
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- ze state predkosciag zmiany naprezen
= const (O]

- przy statej wartosci naprezenia
6= con9t 5)

Pierwsze wyniki doswiadczen potwierdzity pod wzgledem jakosciowym model
Poyntinga-Thomsona, ktéry odpowiada podstawowym Teologicznym wiasnosciom
gérotworu, tj.

- zdolno$¢ do odksztatcen sprezystych,
- zdolno$¢ do petzania,
- zdolnos¢ do relaksacji naprezen.

Prace te potwierdzity réwniez prawidtowo$¢ Teologicznej hipotezy wytrzy-
matosciowej o przekroczeniu przez probke stanu krytycznego stan zniszcze-
nia probki) - decyduje praca odksztakcenia wykonana przez sity zewnetrzne
podczas obciazenia proébki. Praca ta jest réwna ilosci energii wewnetrz-
nej, ktorag probka zyskuje podczas Jej obcigzenia [14]. Kiedy model sts$n-
dard opisuje poprawnie zachodzgce zjawiska w gérotworze wraz z uptywem
czasu do chwili ich zniszczenia, to model sprezyeto-lepko-plaetyczny prze-
widuje trwate doformecje po przekroczeniu granicy plastycznos$ci.

W warunkach podziemnej eksploatacji z4#6z z zawatem stropu w sasiedz-

twie frontu eksploatacyjnego po przekroczeniu granicy plastycznosci two-
rzy sie strefa plastyczna o okreslonym zasiegu, a dalej strefa spekan. Z
badan laboratoryjnych wynika, Ze strefa sprezysta wystepuje w gérotworze
w obszarze kiedy 6Z < 50% RE wartosci, przy 6Z < 50-80% RC zacho-
dzg zjawiska sprezysto-lepko-plastyczne, natomiast przy 62 > 85% Rc po
pewnym czasie proéba ulega zniszczeniu.
Gérotwor wokot wyrobiska gérniczego zawsze (lub prawie zawsze) pracuje w
zakresie nlesprezystym, nie méwiac o tym. ze Jest on prawie zawsze speka-
ny i proces ten postepuje w gtab calizny. Przyczyng tego Jest fakt, ze
cidnienia wywierane w goérotworze (np. na strefe wokét frontu eksploata-
cji) sa na ogét wieksze od tych jakie dopuszczajg sprezysty rozkdad na-
prezenia i przemieszczenia. Prowadzone badania nad modelem opisu gérotwo-
ru sprezysto-plestyczno-lepkim np. Binghama sg w fazie poczgtkowych za-
stosowan przy uwzglednieniu Jednej powierzchni potencjalnej gtedkiej [12]
i z kilkoma osobliwymi powierzchniami plastycznymi [Ilj.

Oméwione wyzej modele reologlczne sg w pewnym sensie uogélnieniem mo-
delu Binghama. Z uwagi na prostote w dalszych rozwazaniach ograniczono
sie do rozwigzan zagadnien brzegowych w gérotworze weddug modelu Binghe-
me.
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3. Gorotwér lako osSrodek sprezysto-lepko-plastyczny Binghama

Dla Jednowymiarowego stanu naprezenia 1 odksztakcenia modelu Binghama
przedstawionego na rys, 6a, mechaniczne zachowanie sie tego modelu moze
by¢ opisane roéwnaniem konstytutywnym na predko$¢ odksztakcenia postaciowa*

go

| przy | t]>6p" ()
gdzie:
i - naprezenia styczne,
6p - dodatnio okreslona granica plastycznosci,
G- - wspéiczynnik odksztatcenia postaciowego sprezystego,
< - wspotczynnik lepkosci Newtona.

Z réwnania (6) wynika, ze po przekroczeniu granicy plastycznosci predkos¢
odksztatcenia postaciowego ~ jest sume cztonu odpowiadaJecego odksztat-
ceniu sprezystemu i czdonu odpowiadajacego odksztedcsniu lepko-plastycz-
nemu . Zaktadajec, zs i > 6p po wykonania odpowiednich przeksztatcac¢, o-
trzyntujemy:

W przypadku kiedy naprezenia styczne Jest ponizej granicy plastycznosci,
predkos¢ odksztatcenia postaciowego redukuje sie do czdonu odksztakcenia
sprezystego. Dla obszaru 11 i< 6p otrzymamy

i-i (8>

Wykres zaleznos$ci predkosci odksztaktcenia postaciowego od naprezenia
3tycznsgo (z uwzglednieniem granicy plastycznej) przedstawiono na rys. 7.

Ponizej przedstawiono podstawy teoretyczna dla osrodka sprezysto-lep-
ko-plastycznego z osobliwymi powierzchniami plastycznymi, sformufowana w
pracy Z. Mroza 1 Sharmaka [ii].

3.i. Podstawy teoretyczna dla wybranego modelu

Modela o$rodka sprezyato-lepko-plastycznego i eztywno-lepko-plastycz-
nago z osobliwymi powierzchniami plastycznosci oméwiono w pracy [li],
Rozpatrujemy materiat, ktérego whasciwosci lepko-plastyczna okreslone se
osobliwymi powierzchniami plastycznosci, ztozonymi z Kkilku powierzchni
analitycznych lub ptaszczyzn wzajemnie sie przecinajecych (rys. 8).0bszar
sprezystej wzglednie sztywnej deformacji jest ograniczony najbardziej wew-
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Rys. Wykres zaleznos$ci predkosci odksztatcenie postaciowego od napre-

zen dla modelu os$rodka Blnghana

i Vv v/f
I JR—
pyr/ g
\ 0
v>«*\ "
0/\

Rye. 3. Prawo ptynigcia i kontory statych wiako-plaatycznych dla
réznych praw wg £11]

trzech
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netrzne nie gtadka powierzchnie plastycznosci, ztozone z ptatéw clegtych
powierzchni gtadkich

f1(6) «0. f2(6) « O fk(@®) < 0 ([©)

Dla punktéw naprezenia potozonych na zewnetrz obszaru sprezystego wzgled-
nie sztywnego, predkosci odksztatcenia lepkiego rosne wraz z odlegtoscie
od granic tego obszaru i znlkaje, gdy naprezenie 6 spednia warunki (9).

Uogo6lnienie praw ptyniecia lepko-plastycznego dla osrodka Blnghama mozna
wyrazi¢ zwlezkami konstytutywnymi

8 Of
*U 2 Ztr < fr<t> >ST7- <>
r«l
gdziesymbole <f > okreslamy wzorami

<f>« f, gdy f >0
oraz an
<f>* 0, gdy f <o

za$ <fr jest state materiatowe nazywane parametrem ptynnosci (“fluldidl-
ty").

Prawo ptyniecia dla lepko-plastycznej czes$ci odksztakcenia w postecl(10),
z odcinkowo liniowymi powierzchniami plastycznosci, podane byty po raz
pierwszy przez Pragera [IlI] i uog6lnione przez Zarka" dla lepko-plastycz-
nego ptyniecia agregatu czeetek polikrystalicznych. Ze wzoru (10) wynika
istnienia potencjatow dla naprezen, stowarzyszonych z poszczegélnymi po-
wierzchniami plastycznosci

«J"". fr(6)>df<6) eztr(<fr>)2” r " 1= 8 (12

lub w relacji skalarnej
Wr @& */ N frekl)>i N d@ij *r (<fr>)2
13)
Na podstawia (12) 1 (I3) mozemy napisa¢ zwlezkl konstytutywna w postaci

skalarnej

«ii - ?
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lub w notacji wektorowej

Bardziej ogdlne zwigzki konetytutywne modelu osSrodks lepko-plastycznego
maje poataé¢ nieliniowe wzgledem potencjatéw plastycznych fr(6), a miano-
wicie

H r » N <=

i.J.k.1 -1.2,3

lub w notacji wektorowej

®F (6)
iV - XtETrM<Ar » - * = - an
r-1
gdzie: ¢r(<-fr*) m 0 Sy < "oex

Funkcja £r(<fr> ) pozwala uwzgledni¢ nielinlowe posta¢ praw ptyniecia
lepko-plastycznego.

Tego rodzaju uog6lnienie osrodka Binghams ma postaé¢ nieliniowych zwlez-
kéw i podano byto po raz pierwszy przez P. Perzyne [12], ale z ogranicze-
niem do pojedynczej powierzchni potencjalnej gtedkiej. 0gé6lna analiza
lepko-plastycznych praw ptyniecia z osobliwymi powierzchniami plastyczny-
mi przeprowadzona zostata w pracy Z. Mroza [lii. Uwzgledniajec czes$¢ spre-
zyste predkosci odksztalcenia, mozemy napisa¢ ogélne postaé¢ zwiezkéw kon-
stytutywnych dla modelu os$rodka sprezysto-lepko-plastycznego w postaci:

cU - £, + 6~ - BlJkl6kl *>r(<fr>f “00~T" 18)
r-1 J
i.J.k,I,m,n - 1,2,3

lub w relacji wektorowej
*fr (6)
i “le+irm~ ;o * 2  ¢herCfrs>; -itr- (19)
r«l
Dla ciata sztywno-lepko-plastycznego zwiezki konstytutowyne maje postac:

- o ONT- / * n)
*U €U *Z#Ir*r( <fr » 20>
r*
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tj. gdy pomijamy czesS¢ sprezysta predkosci odksztatcenia, przyjmujac, ze

W réwnaniu 118) macierz aij|<i Jest macierzga modu4éw sprezystych,w przy-
padku ciata lzotropowego mamy

8ijkl = AKAIL * 1 ALJAKI 1)

Uwaga: - symbol Kronockera. tj. <5 » 1 dla i-J oraz & =0 dla
MJ.

Podstawiajgc do roéwnania (18) zalezno$¢ (21), otrzymujemy roéwnanie dla mo-

delu sprezysto-lepko-plastycznego

*1J * [*£ *ik*Jl - i ¢ij*«] KI *Z  *rM<fr> <22>
L r-i 1J

3.2. Algorytm rozwiazania probleméw brzegowych

Warunek plastycznosci Coulomba dla ptaskiego stanu odksztatcenia opi-
suje sie dalej podanymi réwnaniami. W przypadku ptaskiego stanu odksztat-
cenia warunek Coulomba-Treskl Jest reprezentowany przez dwie linie o row-
naniach

c fl “ Tc bosy {61 - 62> + 2§ (61 * 62)tg*>- 1-0, > @
@3

f2 " Tc cosy (62 " 61> + 2B- (61 + b2)t"®- 1 * °- 62> 63 >61
Linie i f2 przecinajg sie w punkcie B, ~ * 02 -m)j «c ctg¥?(rys.

9a).
Ola opisu zachowania sige osrodka sztywno-lepko-plastycznego przyjmuje sie
potencjat naprezen w nastepujacej postaci potegowej:

Wi@ *ATT t<ti>n+l (24>

Stosujac warunek Coulomba bez obcieé w obszarze rozciggania, otrzymujemy
nastepujace wielkosci predkosci odksztatcen lepkich dla naroza (rys. 9a)

ewA  @®W2 r o i+tlnp i_,ing7
6i " * «37 *E*i 2bdbv/ - 2 TToYe
(25)
8W1 e r n l-sine n 14sin0,

2 ©ST e<C "L i <V J
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Rys. 9. Wykres ptynigcia i powierzchnie potencjalne

a) warunek Coulomba w ptaskim stanie odksztakcenia, b) warunek Coulomba »

ptaskim stania odksztatcenia 2z obciezeniemi w obszarze rozciggania

c,d) - powierzchnia ostabienia i granice potencjatu dla v_-1 1 vO0-3
w przypadku ptaskiego stanu naprezen

W przypadku materiatu kruchego (rys. 9b) warunek ptyniecia przyjmuje po-
stac :

«l -Vd ( c ctgtp - 1) (26)

2] 172

D + (C_ Czt 9 1)

—[<r4E9@'

Idec za my$le Z. Mroza i wsp. [II] , stosunek bezwymiarowej odlegtosci mie-
dzy-punktem naprezen i powierzchnie pdynigcia h/c, Jeet obliczany wektor
skalarny ze wzoru

gdzie: g oznacza modut wektora

g - -i (i +2 tg2p i @7
V2
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Prawo ptyniecia w tak sformutowanej postaci przyjmuje forae

f. n,
(28)
fa n .
<= hzgt
*»V<t>" LRO)
Wprowadzajac dalej I1loczyny skalarna, otrzyaany:
i 8f,

" "g (&- C CtW & «3-

(€Y)

1/ of2
*2 * g < C ctxH)

gdzia < oznacza wektor /mfl.l1)," mozemy rozwazy¢ nastepujace przypadki.
Przypadek pierwszy, kiedy al> 0 1 m2 < 0, wdwczas oplsujeay zachowa-
nie lepko-plastyczne w narozu (rys. 9a). W przypadku gdy > 01 a2<o0
lub 2> 0 1 m" < 0, wowczas znajdziemy sie na jednej powierzchni
lepko-plaetycznej. Kiedy a*< O 1 a2 < 0, wowczas znajdziemy sie w
obszarze plastycznego odeletenla.

3.3. Wyznaczenie zasiegu strefy zniszczenia

Podobnie Jak dla innych wyzej oaéwlonych aodeli, takze dla analizowa-
nego medalu sztywno-lepko-plastycznego, przy wyznaczaniu zasiegu strefy
plastycznej (zniszczenia) zastosowano numeryczng technike obliczeniowg.
Zastosowano metode elementdw skonczonych opracowang przez 0.G. Zienkiewi-
cza [Ii],
oznaczajec wektor przealeezczen wezta elementu, maay naatepujece wyraze-
nia:

u - Na fi- BE? (31)

i réwnanie na prace wirtualng w postaci

fisS d,i *firi dv -j«Ti dv (32>
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Réwnanie roéwnowagi na poziomie elementu otrzymujemy podstawiajgc (31) do

(G0
h &T(S dv - R « 0, (33)
gdzie wektor elt weztowych okresla wzér

R« INTE dS, ;¢ NIF dv (34)

Stosujec posta¢ predkosciowe 1 zaniedbujac zmiany konfiguracji mozemy zréz-
niczkowa¢ réwnanie (32) wzgledem czasu i podstawiajec roéwnanie konstytu-
tywne (35) do otrzymanegozrézniczkowanego roéwnania (32), otrzymujemy (36)

6 - 0(¢ - CV - D6 -Dfiv . (35)

/ptg”\lf.dv m otV dv + R m F, (36)

gdzie:
0 - sprezysta macierz sztywnosci,
£ - oznacza predkos¢ catkowitych sit.

Ze wzoréw (36) i7(31) otrzymujemy nastepujece wzory dla predkosci prze-
mieszczen weztowych:

Ké- F < 0, K -_BT . BBdv @(37)
««b sl « D Fhe*

Procedura bezposredniego rozwlezania byta zastosowana do rozwlezan réwnan
(37), czyli dla kazdego kroku czasowego n*l se obliczone nastepujece za-
leznosci :

cn+l Men *in Atn

5n+l * £b + Sn Atn (38)

1 "6t -f-%'%h Aty o ALy
Krok musiat by¢ dostatecznie maty dla zachowania numerycznej stabilnosci
réwnan.
PrzykH+*+ad

Rozwazmy ptaski stan odksztatcen tarczy gérotworu o podstawie AB m16 m
i wysokosci BC < 14 a (rys. 10), obeiezonej rownomiernym cidnieniem
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Rys. 10. Obcigzenie gycletej tarczy oraz podziat na alaaanty skonczone
(czworokatna) w ptaski* stanie odksztatcenia. Blok zbudowany z natarlatu
kruchego wg [II1]

pionowy* na krawedzi (j-D i cis$nienie* boczny* (pochodzacy* od cisnienia
eksploatacyjnego) na krawedzi A-C oraz z uwzglednienia* ciezaru wkasnego.
Tarcze te podzielono na czworoketne aleeenty skorficzone z  zobrazowanie*
wyeksploatowania proatoketnego pasa wegla o wyblagu L » 12 * i grubosci
poktadu * » 2 a, pozostawiajac przy ocloala otwér prostokatny, ktory *a
odwzorowywa¢ pole robocza i niepodsadzong cze$¢ zrobdow poeksploatacyjnych.
Stosujac dyskretyzacje kontlnuu* aetoda eleaantéw skonczonych, rozwigzano
prébie* przyrostowy, gdzis koncowy spreZyeto-lepko-plaetyczny rozktad na-
preZan 1 przaalaszczsh zostaja osiagniety przy wzroscie obcigzenie wyni-
kajacego z ciezaru gérotworu. Rozwiagzania probleau uzyskano *atoda po-
czatkowych napreZen.

Zasieg strefy zniezczenla gérotworu hjw wywotany zawatowg eksploata-
cja poktadu okreslono ze wzoru oadéwionego w pracy [14]. Ola grubos$ci po-
ktadu * « 2 *, przy wspétczynniku rozluzowanla skat kf - 1,35, zasieg
zawatu wysokiego h e 5,85 *, co w odniesieniu do grubosci poktadu (m)
stanowi on okoto 3-krgtne Jego grubos¢ (rys. 1I).
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Teoretyczne okreslenie zasiegu etrefy uplastycznianie ele goérotworu
nad zawalen wyeokin (hzw) uzyskano przy zatozeniu [9. *4] -« te skaty za-
legajace nad wyeksploatowanyn poktadea spedniaje dwa roézne aateriaty Cou-
loaba [9], tj. aateriat rozdrobniony typu Couloaba nie aajacy spéjnosci o
nieliniowej charakterystyce zageazczenia (na wyeokosci hlw), powyzej tego
zawatu O zasiegu (Sp) gérotwor aodaluje sie jako aateriat eprezyeto-lep-
ko-plaatyczny o warunku plastycznosci Couloaba potgczonego =z warunkiea
ograniczonej wytrzyaatosci na rozciaganie [14].

Cechy nakroakopowe elenentu goérotworu okreslono przaz Sredni kat tar-
cia 9 , Srednig sp6jnos¢ c, Sredni kat kierunku szczelin <" 1 granice
plastycznosci 6p.

Warunki pdtyniecia aatariatu sg okreslone réwnaniea:

FI " 7 Br 0% f2 m62 Ar ook
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Zastosowano dla wszystkich standéw naprezenia 1 se reprezentowana przez
dwie linie rownolegte do osi gtéwnych naprezen (rys. 9b).

Uplastycznienie goérotworu powyzej zawatu wysokiego zwiezane jest z od-
dziatywanie« cisnienia pionowego pz oraz bocznego px powiekszonego o
cisnienie eksploatacyjne, jakie wystepuje przed frontem poktadu poziomego
i zalegajacego na okreslonej g#ebokosci h, dla ktdérej znane Jest napre-
zenie GEmax'

W celu numerycznego wyznaczenia zasiegu strefy plastycznej (Sp) uzyto
zmodyfikowane programy numeryczna dla EMC: pierwszy dla modelu sprezysto-
-lepklego, opracowany przez W. KraJda w Instytucie Mechaniki Gérptworu w
Krakowie oraz drugi program dla modelu sprezysto-plaetycznego opracowany
w Instytucie Mechaniki Konstrukcji Inzynierskich Politechniki Warszaw-
skiej. Programy te przepracowano z jezyka ALGOL na FORTRAN w dostosowaniu
do rozwiazywania zadan sprezys$to-lepko-plastycznych za pomoce EMC typu
UNIVAG serii 1106.

Przyktad rozwigzano dla statych materiatowych E * 950 kPa, '7» 0,3,
staty wspoétczynnik "J m 10, Sredni ciezar whasciwy gérotworu 23,5 kPa.

Kierunki zarysowan spekan rozwazanej tarczy powstatych nad zrobami wy-
eksploatowanego poktadu (zruszenie sie skat stropowych na wysokosé hZW)
sg ortogonalne do kierunkéw gtoéwnych naprezen rozciagajacych (rys. 11).

Zasieg strefy spekan w odniesieniu do grubosci eksploatowanego poktadu
stanowi ok. 2-krotnej grubosci poktadu (Sp «2 . m). Zatem *aczny zasieg
zruszenia (h2W) i uplastycznienia (Sp) wynosi ok. 5 x m.

4. Uwagi wyptywajgce z rozwazan teoretycznych

Analizowane wczes$niej pojedyncze przypadku zachowania sie gérotworu w
wyniku naruszenia eksploatacji przy zastosowaniu modelu sprezystego [2,
3, 4], sprezysto-plastycznego [5, 9] i sprezyato-Ispkiego [3, 15] wykaza-
dy, ze realne szanse efektywnego rozwigzania zagadnien wyznaczenia pola
naprezen i odksztaktcen oraz strefy spekan (w otoczeniu wyrobiska eksploa-
tacyjnego) mozna uzyska¢ przy zastosowaniu nowych nieliniowych modeli go6-
rotworu np. sprezysto-plastycznych [5, 9], sprezysto-lepkich [3, 4, 15]
uwzgledniajacych ostabienie sie materiatu na skutek kruchego pekania,kté-
remu towarzysze zmiany objetosci. Modele tego typu w potgczeniu z efek-
tywna technika obliczeniowg (np. metody elementéw skoniczonych) daty roz-
wigzania o wiekszej wartosSci niz pétempiryczne i niepedne schematy, ktory-
mi czesto Jeszcze operuje sie w ramach stosowanej inzynierskiej mechaniki
goérotworu.

Prezentowane wyzej rozwazania teoretyczne zaktadaty, ze skaty oddzie-
lajace poktady spedniaja whasnosci sprezyste, eprezysto-plastyczne, epre-
zyeto-lepkle i sprezysto-lepko-plastyczne. Stosujgac wymienione wyzej mo-
dele do zagsdnlenla podbierania poktadéw, pozwolity na wyjasnienie szere-
gu zjawisk wystepujacych w sasiedztwie podebranego pok#adu, a szczegdlnie
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Wptywu parametrow geologiczno-gorniczych gérotworu 1 czasu zwigzanego z
dokonanym podebraniem na skutki w podebranym poktadzie. Zatozenie o dy-
skretnej strukturze materiatu dla akat jeet blizsza rzeczywistej budowie
gorotworu niz postulat ciggtosci. Niemniej modela mechaniki os$rodkéw cig-
gtych maja te podstawowg ceche, ze wigzg przemieszczenie (odksztatcenie)
w punkcie materiatu ze stenem naprezenia panujacym w tym punkcie, zgodnie
z zasada lokalnoscl.

w przypadku przyjecia goérotworu Jako osrodka sprezysto-lapkiego aztyw-
no-plastycznego [li] , wyznaczona strefa zniszczenia skat nad wyeksploa-
towanym wyrobiskiem Scianowym wykazuje roéwniez zrdéznicowane wartosci. w
bezposSrednim sasiedztwie rozpoczecia eksploatacji etrefa zniszczenia skat
wykazuje zasieg najwyzszy, by przy dalszym postepis eksploatacji odpowied-
nio sie obnizy¢, przy okreslonym wybiegu eksploatacji zasieg etrsfy zni-
szczenia ustala sie. Wykazano teoretycznie, na podstawie przyktadéw, ze
zniszczenia gorotworu obejmuje zaaleg spedniajgcy stosunek M/g2~” 5(6. War-
tosci niezbednej odlegtosci miedzy poktadami przy podbieraniu uzyskana r.
obserwacji podziemnych podbierania poktadéw i obliczona teoretycznie przy
Zatozeniu, za gorotwdr spednia whkasnosSci omawianego wyzej osSrodka,sg zbli-
zone do siebie.
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MOIUTKA CEHOHEKHE RETOMATi KVEULIEX MECTO
b rEFEVEEHHb! ropHoit NopaitE: GIE'YH yrapyro-BHSKO!

ItHACTHHECKOit MOfIEIM
P e 3joue

B pad6oie c,nejiaH nepecuorp npHueHaeuux uexaHauecKHXx uoxexeS, onHcuBanmax
Ae~opuapza Hueiogax uecio b pe3yjibtaTe nojiHoro HCTomeHHx 8KczuiyaTaQHefi onpe-
xeaSHHoft noBepxHOCTH njiacza. AaazH3 3Thx uo”ejiefl noxas&i, no ajih onacuBa-
HHIJt nueKWHHX uecto HBxeHHft b HapymeHBoft ropHoit nopoxe HanSoxee peaxbHo0S hb-
jiHeica ynpyro-BaoKo-njiacTHBecKaa uo”ezb. OimcaHH Teopeiagecxxe ochobu aju
BudpaHBOIt UOAG6AH EHHrxaua a laxxe axr-opHTii pemeaHH ajik Kpaesux 3axagq. Mo-
Aezb npoHlixiocTpHpoBaHa npaxTHiecxHif npHuepou. B oxoHgqaHKH paOoiu Xa.au BU-
BOAH.

AN ATTEMPT AT THE FORMULATION OF DEFORMATIONS TAKING PLACE
IN DISTURBED ROCK MASSES ACCORDING TO AN ELASTIC-PLASTIC MODEL

Summary

Tha paper gives a survey of applied technical models describing the
deformations resulting from tha exploitation of soma part of tha volume
of a seam. The analysis of these models revealed that in order to descri-
be the phenomena occurring in disturbed rock strata, most approximate to
real conditions it is advisable to apply an elastic plastic nodal. The
theoretical principles of the chosen Bingham model have baan given, as
well as the algorithm for the solution of boundary problems. An example

of the practical application of this model has been provided.In the final
part of tha paper conclusions have been drawn.



