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GLOBA1KIE ZBIEŻNA ANALIZA HYBRYDOWA

Streszczenie. W praoy przedstawiono globalnie zbieżny algorytm 
analizy hybrydowej sieci rezystancyjnyob nieliniowych oparty na me­
todzie kontynuacji. Algorytm ten posiada dwie fazy.
W fazie pierwszej związany Jest z rozwiązywaniem zagadnienia począt­
kowego dla układu równań różniczkowych zwyczajnych stowarzyszonych 
ze zmodyfikowanymi homotopijnie równaniami hybrydowymi sieci. W fa­
zie drugiej rozwiązuje się równania hybrydowe sieci metodą Newtona- 
-Raphsona z przybliżeniem początkowym otrzymanym w fazie pierwszej. 
Użyteczność algorytmu zademonstrowano na przykładzie obliczań nume- 
rycznyoh wybranego obwodu nieliniowego.

1• Wsteo

W pracy rozważone zostanie zagadnienie rozwiązania równań hybrydowych 
nieliniowej sieci rezystancyjnej o postacis

F(x) = f(x) - Ax - b = 0

A11 A12 } n1 b = ’bi
A21 A22 } “2 ’ *2 ff

n 1 n2

gdzie:
x&Rn - nieznany wektor napięć i prądów rezystorów nieliniowych,
A - macierz n x n reprezentująca część liniową obwodu,
f(.) - odwzorowanie na Rn reprezentujące charakterystyki rezystorów 

nieliniowych, 
b - stały wektor źródeł,
n1 - liczba uzależnionych napięciowo rezystorów należących do drzewa

grafu sieci,
n2 - liczba uzależnionych prądowo rezystorów należących do przeclw- 

drzewa [[i].
Skuteczne rozwiązanie równania (1) wybraną metodą iteracyjną wiąże się 

z wyborem punktu startowego.
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W przypadku m6tody Newtona-Raphsona pojawia się zasadnicza przeszkoda 
związana z brakiem systematycznej metody wyboru punktu startowego.
Trudność ta może być pokonana przez wykorzystanie metody kontynuacji, w 
której zamiast funkcji F : D-»-Rn, gdzie DcRn, rozważa się specjalną 
funkcję H(x, t) s DxT-*-Rn , gdzie T = {t|OaSt«l}, zwaną homotopią, tzn.s

H(x(t), t) = 0 , xeD, teT (2)

H(x, 1) = F(x) , H(x, 0) - E(x) V xeD (3)

taką, że:
a) rozwiązanie x° = x(0) równania E(x) = 0 jest znane lub łatwo je 

uzyskać,
b) rozwiązania x(t) wyznaczane dla t rosnącego tworzą ścieżkę łączącą 

punkt x(0) z rozwiązaniem x* = x(1) funkcji F(x).
Niech

H_1 = {[x,t] | H(x, t) = o} (4)

oznacza zbiór wszystkich rozwiązań £x,t[] eRn układu H(x,t) = O.
Z twierdzenia o funkcji niejawnej [V] wynika, że ścieżka bomotopii istnie­
je, jeśli H jest regularna, tzn. macierz Jacobiego H;(x,t) » [h^(x,t).ff 
ma maksymalny rząd dla każdego [x,t]eH-1 .

2. Y/yznaczanie ścieżki bomotopii

Wprowadźmy oznaozenie:

w o [x,t] (5)

tak, aby:

wŁ » xit i = 1.....  wQ+1 . t .

Następnie, niech oznacza częściową macierz Jacobiego utworzoną z
pełnej macierzy H przez usunięcie i-tej kolumny.
Zauważmy, że istnieje n + 1 macierzy H ^ ,  ponadto:

H-(n+1) = (6)
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Przyjmujemy, że w = [x,t] zależy od parametru a, który można interpre­
tować jako drogę przebyta wzdłuż ścieżki homotopii, tzn«:

w(s) = [x(s)t(s)J dla w(s)&H-1 (7)

Pokażemy, że Jeśli funkcja H jest regularna i jest klasy C2, można wyzna­
czyć ścieżkę homotopii w H-1 rowziązująo zagadnienie początkowe o posta­
ci [5] :

wt = (-1)1 det H^iw) = <p(w(s), s) i = 1,...,n+1 (8)

w(s°) - w° - [x°, oj (9)

gdzie:
dw.

*i 3 "i(s) “ cis” *

Ponieważ H e c 2, więc det H ^ e C 1 i - 1,...,n+1, zatem jeśli dodatkowo 
przyjąć, że funkcja «p(w(a),s) spełnia warunek Łipschitza, to wiadomo [3], 
że istnieje dokładnie jeden układ funkcji w 1(s),...,wn+1(s) będących roz­
wiązaniem równania (8) i spełniających warunki początkowe (9)- 
Rozwiązanie to istnieje na pewnym przedziale zmiennej s obejmującym war­
tość początkową s°.
Jeżeli w ( s ) e H ~ \  to:

H(w(s)) = 0 . (10)

Różniozkując równanie (10) względem s, otrzymuje się:

n+1Ei-1
Podstawiając wzór (8) do (11), mamy: 

n+1Ei-1

UT I
X  Ü j  " i ( B ) " 0
4 1

(1 1 )

n+1 r -i
£  I S j  [<-1 ) l  det Hl i ] a 0 • (12)

Ponieważ H Jest regularna, więc np. dla i - 1  macierz H_1 jest nle- 
osobliwa.
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Zatem:

n+1
Iw ?  [< "1 ) i  det K i j  -  | £ -  dat H l i  . (13)

i=2 1 1
(13)

Na podstawie wzorów Cramera dla i = 2,...,n+1 zachodzi:

(14)

Po wyłączeniu czynnika det i przestawieniu kolumn otrzymuje się:

(15)

a zatem równanie (8) spełnia (11), co oznacza, że rozwiązując równanie (8) 
dla danego w(s°) = w°, otrzymuje się ścieżkę homotopil w(s)eH"1.
Warto zauważyć, że podejście to pozwala wyznaczać ścieżkę homotopil także 
wtedy, gdy dla pewnej wartości t macierz Hx (x,t) jest osobliwa, co - 
jak wiadomo - stanowi główne ograniczenie dla ciągłej metody kontynuacji 
opartej na tzw. równaniu Dawldenki £2].

Przy rozwiązywaniu równania (8) należy zwrócić uwagę, jak zmienia się 
t - (-1)n+1 det H^U.t) przy zmianach parametru s, gdyż zależy nam na 
tym, by te<0,1> .

Proces obliczeniowy rozpoczyna się od t = 0.
Jeżeli więo t >  0, to zwiększając s, zwiększamy t, jeśli natomiast 
t<0, należy zmniejszać s, by zwiększać t.
Zatem jeśli t(s°) <  0, należy rozwiązywać układ równań:

Uzyskanie dokładniej wartości rozwiązania x (1) może wymagać stosowania 
małego kroku przy rozwiązywaniu równania (8), co zwiększyłoby czasochłon­
ność procesu obliczeniowego. Dlatego całkuje się równanie (8) z maksymal­
nym krokiem As, by uzyskać rozwiązanie dla pewnej wartości tx ~  1, by 
następnie przyjąć je jako przybliżenie początkowe dla ciągu iteracji New- 
tona-Raphsona:

w t  = ( - O ^ d e t H ^  , i = (16)
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3. Homotopie równań hybrydowych

Aby uzyskać rodzinę rćwnań (2), modyfikuje się obwód nieliniowy zastę­
pując wszystkie rezystory uzależnione napięciowo przez równoległe połącze­
nie liniowe rezystora o konduktancji (l-Oy^ z rezystorem nieliniowym 
o charakterystyce ik = tgk (uk ), k = 1,...,n^. Podobnie wszystkie rezy­
story uzależnione prądowo są zastąpione szeregowym połączeniem liniowego 
rezystora o rezystancji (1-t)zk z rezystorem nieliniowym o cbarakterysty-

Przybliżenie początkowe x° uzyskuje się łatwo rozwiązując dla t = 0 
układ równań liniowych:

Macierz Jacobiego, która stanowi podstawę do formułowania układu równań, 
jest równa:

ce uk = trk (ik ), k = n.|+1,• •• .n-j+ng [4]. 
Równania hybrydowe tego obwodu są następujące:

H(x, t) = tf(x) - Bx - b = 0 (17)
Z

B = A - (1-t) K (18)

(19)

gdzie:
Y = diag [yn, y2 y ]]

Z = diag ( 2 0 )

(2 1)

(2 2)

Równanie (2) można uzyskać również w następujący sposób:

H(x, t) = P(x) - (1 - t)P(x°) (23)
Ponieważ

E(x) = F(x) - F(x°) (24)

zatem rozwiązanie x° e D może być dowolnie przyjęte.
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Macierz Jacobiego w tym przypadku jest równaj 

H ' (x, t) = . A, f(x°) - Ax° - b] (25)

W obwodzie z elementami rezystancyjnymi pasywnymi f(0) = 0, więc przyjmu­
jąc x ° = 0, otrzymuje sięt

H ' (x, t) = - A,- bj (26)

4« Przykłady

A) Przedstawione rezultaty wykorzystano do rozwiązania równań hybrydo­
wych o postaci [[4] J

gdzie:

-A V—
» 1

a
_r(i2)_

g(un) - 0,5

r(i2) = 0,25

0,5 - 0,5

0,5 - 1,5 L Ł2J

2 1 2 r

Macierze Jacobiego, na podstawie których formowane są równania (8), mają
postaói
macierz (22)

H'(x, t) =
tg(u1)+0,5+(1-t)y 

-0,5
0,5 g(u1 )~y u-i

tr(i2)+1,5+(1-t)z r(ig)-z i2

macierz (25)

H'(x, t)

gdziet

¿ ( O

g(u1)+0,5 0,5 g(u°)+0,5 u° + 0,5 i£ - 1

- 0,5 r(i2)+1,5 r(i2)-0,5 u? + 1,5 i| - 3

(a)

(b)

dg<ul) . dr(i2)
“3irp- • r <12) = s r r
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W szczególności opierając się na macierzy (26) otrzymano układ równań 
o postaci:

u1 = - r(i2)

i2 = - 2 - ¿(u-j) (c)

t = - 1 - g(u.j )r(ig) - 1,5 g(u.|) - 0,5 r(i2)

z warunkiem początkowym:

u.,(0) = 0, i2 (0) = 0 , t(0) = 0 .

Ponieważ t(0) <■ 0, rozwiązywano układ (c) w postaci (16). W tabeli zesta­
wiono wyniki uzyskane przy rozwiązywaniu równań (8) utworzonych na podsta­
wie macierzy (a) i (b).

Tabela 1

Macierz
Jacobiego x(0) S U1 Ł2

(a)
r a 0 >

0,005 0,2802544 1,6422668 t (0 ,7 2 5 ) = 0,9994

[o ,1 5 3 8 4 6 l(2)
[_1,230769j 0,005 0,2718017 1,6371297 t(0 ,2 6 5 ) = 0,9924

(b )

[0] 0,025 0,2640274 1,6201000 t(0 ,7 2 5 ) = 0,9747

0,005 0,2771341 1,6422924 t(0 ,7 2 5 ) = 0,9976

W 0,01 0,2750000 1,6512000 t(0 ,5 5 )  = 0,9793

0,005 0,2775000 1,6464167 t(0 ,5 5 5 ) = 0,9918

[0,1538461

[1,230769]
0,005 0,2787483 1,6423877 t (0,545) = 0,9977

= 0, z = 0 ,
(2)y =2, z = 1.
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Przyjmując wszystkie wyniki jako przybliżenie początkowe dla ciągu itera­
cji (17), uzyskiwano rozwiązanie:

u., = 0,2790562, i2 = 1,6430714

z błędem || A x  ||  ̂<  10*"̂ .

B) Rozważano także obwód nieliniowy przedstawiony na rys. 1.

Rys. 1. Obwód nieliniowy 
Fig. 1. Nonlineai Circuit

Równania hybrydowe tego obwodu mają następującą postać pi]:

g1(u,) 1 1 1

i
c

i r 
■

m

g3 (u3) - 0 - 1  0 u3 - 5
_r2(i2)_ 0 1 1_ 1 H* r\

3
L

. _-5_

gdzie g1(u^), g^u^), r2(i2) reprezentują charakterystyki rezystorów
nieliniowych pokazane na rys. 2.
Równanie (d) rozwiązywano wykorzystując opracowany ogólny program kompu­
terowy rozwiązywania równań o postaci (1), zmodyfikowanych do homotopii 
(17) lub (23), na podstawie zależności (16) i (17). Program napisano w ję 
zyku Fortran, wykorzystując procedury biblioteki systemu Odra 1305:
a) obliczania wyznacznika macierzy - F4DET; do formowania równań różnicz­

kowych o postaci (1 6) na podstawie macierzy (22) i (25),
b) rozwiązywania równań (16) metodą Runge-Kutty 4-rzędu - F4RUNG,
c) rozwiązywania układu równań liniowych - FPIMDE, przy rozwiązywaniu 

równania (21) oraz przy poszukiwaniu kolejnych przybliżeń rozwiązania 
równania (1) na podstawie zależności (17).

W tabeli 2 przedstawiono wyniki rozwiązania równania (d) na podstawie za 
leżności (16) dla przybliżenia startowego x ° = Po 5 o], co odpowiada ma­
cierzy K=0.
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Rys. 2. Charakterystyki rezystorów nieliniowych 
Pig. 2. Characteristics of nonliaear resistors

Tabela 2
Homotopia As s(tx )

(17)

0,05
-0,1263494"
2,6167815
2,4899940_

t(0,80 = 1,077

0,01 •
'-0,1369311' 
2,7315580 

_ 2,3834697.
t(0,76) = 1,004

(23)

0,05
'-0,1611111" 
2,6388889 

_ 2,4953704.
t(0,85) = 1,046

0,01
'-0,1422222" 
0,2722222 

_ 2,3962963.
t(0,82) = 1,020
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Uzyskane rezultaty pozwoliły na otrzymanie w jednej iteracji (17) rozwią­
zania:

U1 -0,150
u3 = 2,750

2,375

z błędem || Ax  || 1 10-8,
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rJIOBAJIbHO CXOARMií rH£PH£Hii,i AHAJIHb

P e 3 jo m e

3  ciaibe npeacTasjieH aarapaiu raopa,nHoro aH 3 JiH3 a HeJiHHe3 HHX pe3 HCiHBHtix 
ąenefl. AaropaiM ochobsk Ha ueio^e npoflajixeHaa pemeHHa no napauerpy. A j i r o -  

pHTM Hueei ABe $a 3 M. 3  nepBoft oh CBa 3 aH c pemeaneM 3 axavH Koma jyia cHcxeuu 
oÓUKHcaeHHux «H$pepeHUHajibKbtx ypaBHenxa nepBoro nopaaxa conpaaceHHHX c roiio- 
TonHftHO uo^HipHUHpoBaHHUMH rHÓpHAHbiMH ypaBHeHaaua uena. do btopoíl c¡)a3 e pema- 
*31 ca raópaaHue ypaBHeHaa ueiokou IibiOTOHa - PaipcoHa c nepBOHaaaabHuu npaóJiH- 
xeuaeu, noayaeHHUK b nepBoa <pa3 e. uojieaaocTb aaropaixa noxa3 UBaei npauep 
aacJieHHoro pacveia HejiHHeaHoa uena.
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A GLOBALLY CONVERGENT HYBRID ANALYSIS 

S u m m a r y
A globally convergent algorithm of the hybrid analysis of nonlinear 

resistive networks based on continuation method has been presented in the 
paper. The algorithm has two phases.
In the first one, it is related to the solution of initial value problem 
of the systems of first order ordinary differential equations associated 
with homotopy modified hybrid equations of the network.
In the second phase, hybrid equations are solved by Newton-Raphson method 
with the initial approximation obtained from the first phase. Usefulness 
of the algorithm has been demonstrated by numerical computation of a cho­
sen nonlinear network.


