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1. PRZEDMOWA

Pojecie wigzki wprowadzili C. Ehresmenn, 0. Feldbau i B. Eckmer.n w
1941 r. , nastepnie do rozwoju teorii wigzek przyczynit sie g#oéwnie N.
Steenrod. Zwiezty zarys historii tego pojecie, Jak i pewnych podstawowych
poje¢ wspétczesnej qeometrii roézniczkowej Czytelnik moze znalezé¢ w pracy
[U]. s$. (9-14)i Tam tez oraz np. w ksigzkach €£ij , [19] znajduje sie ob-
szerniejsza bibliografia dotyczecs teorii wiagzek oraz rozmaitosci roéznicz-
kowych. w bibliografii niniejszej pracy zamieszczone sg pozycje, na ktére
powotuje sie w tekscie. Osobno wymienionych Jest kilka pozycji podstawo-
wych. dotyczacych geometrii roézniczkowej 1 teorii wigzek.

Teorie wigzek znalazta zastosowania w rozmaitych dziatach fizyki, no.
w mechanice - artykut [21J . przede wszystkim za$ w teorii wzglednosci.

M elektrotechnice spotkatem sie z nimi w artykule [18], gdzie chodzi
Jednakze tylko o wigzki styczne. Przedstawiajac czytelnikowi te orace.
chciatbym przyczyni¢ sie do dalszych zastosowan w elektrotechnice wspom-
nianego pojecia (jak i zwiagzanej z nim problematyki geometrycznej) oraz
do wskazania niektdérych korzysci stad ptynacych. Postuze sie tu pewnym,
mozliwie prostym, przyktadem poprzedzonym krétkim przypomnieniem aksjoma-
tyki wigzek oraz pewnej metody ich konstrukcji.

jednoczes$nie chciatbym wyrazi¢ podziekowanie Panu Prof. dr hab. Mie-
czystawowi Kucherzewskiemu za przeczytanie rekopisu oraz poczynione uwaqi.
Dziekuje roéwniez Panom Prof. dr hab. inz. Zygmuntowi Nowomiejskiemu oraz
Prof. dr hab. WH#odzimierzowi Waliszewskiemu za posSwiecony mi czas oraz
sporzadzenie recenzji niniejszej pracy.

Gliwice, 1981 r.

Marek Brodzki



2. OKRESLENIE WIAZEK WLOKNISTYCH

Wiezke whdékniste nazywany cieg (b, Y, F, G, O, p.ip) spekniajecy po-
nizsze warunki.

1. Elenenty 8, Y, F se rozmaitos$ciami rézniczkowymi, "8" nazywamy
rozmaitoscig wiezki, *Y" - rozmaitoscig bazowe, "F" - whoéknem wzorcowym.
Oednoczes$nie wymiar (din B) rozmaitosci B Jest réwny sumie wymiaréw roz-
maitosci Y oraz F. (Cudzystowy uzywane se tu oraz w podobnych sytua-
cjach w dalszej czesci tekatu, dla odréznienia wyrazen od ich nazw ([12],
R. XIl, 8§ 2S5 [4], s. 10).)

2. Element p Jest odwzorowaniem réznlczkowalnym rozmaitos$ci B na
rozmaitos¢ Y

p: /8/-——-/Y/. (1)

Element ten nazywamy rzutem wiezki whdéknistej.

3. Uporzadkowane tr6jka (G, F.o) stanowi grupe Llego przeksztatcen

(lewostronnych). Element o Jest dziataniem grupy Liego G we whdknie
wzorcowym F

® : /6/ x /F/  [F/. (2)

4. Element T Jest atlasem wiezki ztozonym z map tyy, tzn. 1

tcf - /F/. (©)]

oraz U~/F/ zaopatrzone se oczywiscie w odpowiednie topologie i atla-
sy - indukowane z “8" i iloczynowe. “1* jest zbiorem indekséw map. Czyli
mamy tu bijekcje zbioru map na zbidér indeksoéw.

5. Ola kazdego elementu ({U zachodzi zwlezak:

(©)



ornaczajecy, ze wiékno p_1(lyll, vyt odwzorowywane s6 przez ~"pre ns
produkt Jy I x/F/. "pr “ jest rzutem produktu U, x/F/ ne jego pierwszy
R ) ucf °f
czynnik.
6. Dla dowolnych wskaznikoéw e € 1, dla ktérych spedniony jest zwic¢
zek n f € oraz dla dowolnego elementu ye n definiujemy dy-

feomorfizm :

Wiy O AZp) " \ G

gdzie

W) -"M(y.w), we/F/, y 1,

(uwazemy, ze ztozenie odwzorowah zawsze dokonywane jest dla wspélnej cze-
Sci przeciwdziedziny pierwszego i dziedziny drugiego.) Moznaréwniez trak-
towa¢ odwzorowania ‘{JVy Jakodyfeomorfizmy, definiujac dla Pl -
topologie i atlas przeniesiony przez odwzorowania 2 “F“(s], s, 19,
20). Z podwyzszej mozliwosci wprowadzenia atlasu dla wkdékien skorzystamy
réwniez poézniej, definiujac pewne ich dyfeomorfizmy. Z drugiej strony,
dla dowolnych poprzednio wymienionych wskaznikéw of . fi, istnieje takie

odwzorowanie przejscia Yo :L% n u, —— /G/, ze oonizej okpreSlane odwzo-
rowanie 1 (~ : /F/--/F/ speinia dla kazdego elementu w e /F/ waru-
nek : we
-1
tWoy)() 7V (y) # WOV o t<y(ii)- (6)

7. Odwzorowania przejscia

se rozniczkowalne.

Uwaga 1. Wzorujac sie na umowie wprowadzonej w pracy [17], s. 80 dla
przestrzeni rézniczkowych, odrézniamy w przypadku rozmaitosci roézniczko-
wej sarne rozmaitos$é, to Jest pare uporzedkowane : (przestrzen topologicz-
na. atlas maksymalny), np. 8, od zbioru rozmaitosci oznaczonego przez /B/
i nazwanego nos$nikiem rozmaito$ci. To samo dotyczy rozmaito$ci roézniczko-
wych Y, F. Wprzypadku grupy Liego G zastosowana symbolika(/G/) ozna-
cze dodatkowo pominiecie dziatania grupowego, czyli utworzenie podktadu
grupy ([is], s. 20). Ola uproszczenia wypowiedzi bedziemy oznaczali i na-
zywali tak samo odwzorowania homeomorficzne (dyfeomorflczne) nosnikéw prze-
strzeni topologicznych (rozmaitos$ci roézniczkowych) jak i przeksztatcenia
homeomorficzne (dyfeomorficzne) przestrzeni topologicznych (rozmaitosci
rézniczkowych), tzn. uporzedkowane tréjki (odwzorowanie, obie przestrze-



nie lub rozmaitos$ci) uzywane jako morfizny w kategoriach przestrzeni to-
pologicznych czy tez rozmaitos$ci roézniczkowych ([15], s. 21). Roéwniez dla
skrécenia zapisu pomijamy czesto w okres$leniu rozmaito$¢ rézniczkowa. sto-
wo rozniczkowa. Poza tym nazwa rozmaito$¢ rézniczkowa wydaje sie oopraw-
niejsza niz rozmaitos¢ roézniczkowalna. W Slad za prace (17) (w szczego6l-
nosci s. 10) postuguje sie te plerwsze.

Uwaga 2. Ze wzgledu na przyktady wiezek, ktdre podamy, przyjmujemy dla
uproszczenia, ze rozmaito$ci roézniczkowe 8, Y, F se klasy CM, odwzorowa-
nia p oraz g i dziatanie © se tez klasy C«. Podobnie zaktadamy, ze
mapy (oraz odwzorowania 1) se dyfeomorfizmami klasy C~. To samo moz-
na powtérzy¢ dla klasy Ck, k 3*1.

Uwaga 3. W ksiezce Ti] przyjmuje sie dodatkowo, ze grupa Liego G dzia-
+a we whdéknie wzorcowym F efektywnie. Wprawdzie obie wiezki , ktore zde-
finiujemy bede spedniac¢ taki warunek, lecz przy wskazanej ponizej kons-
trukcji wiezki przyjecie go nie jest konieczne. Wypada Jednak zaznaczyé¢,
ze w przypadku braku efektywnosci dziatania o dobrze bytoby wzbogacic¢
cieg definicyjny wiezki wkdéknistej o rodzine niepustych odwzorowa¢ ze zbio-
PU el™ Poniewaz woéwczas mapy atlasu wiezki nie wyznaczaje jed-
noznacznie’dla danych wskaznikéw & ,fi tych odwzorowan. Jednoczes$nie przyj-
mujemy spednienie warunku (8) i wynikajecych z niego warunkéw g~cfr) < e
("e" - element Jednostkowy grupy G), a*-(y) » (< Wv)rl* ([19J -s- 80)-
W przypadku efektywnos$ci dziatania ® mozna wykazaé¢ spednienie tych wa-
runkéw ([20], ss. 76, 77).

Z podanym okres$leniem wiezek Czytelnik moze zapozna¢ sie w ksiezkach
[i], s- 216, [19], ss. (79-81): z definicje grup Liego przeksztaktcen np. -
[19] , s. 39.



3. PEWNA METODA KONSTRUKCJI WIAZEK

Istnieje metoda konstrukcji wiezek. ktére wykorzystany w neszyn przy-
ktadzie. Metode ta opisana jest w ksigzkach [1j, ss. (217-220)i [19] , ss.
87, 88. Zachodzi nianowicie nastepujace twierdzenie.

Zaktadeny (poréwnaj uwage 2 w punkcie 2 dotyczece kwestii gtadkosci),
ze dane se: rozmaito$¢ rézniczkowa bazowa Y, grupa Liego przeksztatcen
lewostronnych (G, F,o0), otwarte pokrycie ju~jofSj rozmaitosci Y, od-

wzorowania :U”n UN- /G/, k2 ,jb 6 1. n J>). spekniajece wa-
runki :
g (y) = /)cryn " dI" dowcln®e, 2"lenned y * u,9 ft un ugy” n

(nie wystepuje tu sunowanie podtug wskaznika b oraz: of . fi-f « 1). Wow-
czas istnieje wlezka wkdéknista (8. Y, F, G, ®, p.Y) (spetnlajeca defini-
cyjne warunki (1-7)).

Szkic dowodu. Rozmaito$¢ wiezki 8 otrzyaana jest jako pewien zbior
ilorazowy, zaopatrzony w topologie i atlas w spos6b opisany poniZej. Two-
rzyny zbiory U”k /F/ x jofJprzyjaujec w zbiorze 1 topologie dyskrotne
<M. e 27), a w wymienionym zbiorzo topologie Tlchonowa ([7], SS. 105,
106). Nastepnie tworzyay sune H tych zbioréw, gdy wskaznik naleZy do
Zbioru 1, wprowadzajec topologie suay ([7], s- 102). W zbiorze H buduje-
my relacje réwnowaznosci

(@.*cHh € WD) s (v = V) a (W>» gh(y) @ ™). (O

Wéwczas: /B/ » Hio. Zbioér /8/ zaopatrujeay w topologie [llorazowe []-

ss. 122, 123). Definiujemy odwzorowania, (bijekcje - wzér (3))", CF « 1
w nastepujecy sposob:

1riy.w) -8 (y,S,0f), y« UA, w e/F/. (10)

gdzie odwzorowanie 9 : h— /B/ jest zdefiniowane

9 (y.S.CFH) - z « /B/, (11)

tzn. "e" przyporzedkowuje’elementowi (y,w,0f) zbioru H klase réwnowaznos-
ci z relacji « . do ktérej on naleZy. Okreslamy jednoczesnie odwzorowanie
suriektywne (rzut wiezki whoéknistej) p: /B/- /Y/ przyjaujec p(z) - y-
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(y,w,08) € z i stwierdzajac, ze przyporzadkowanie to nie zalezy od wyboru
reprezentanta klasy abstrakcji z. Wzér (4) Jest wéwczas spedniony. Mozna

wykaza¢, ze odwzorowania se homeonorfizmami ([I], s- 218) ,uwazamy je
za mapy atlasu wiezkl Y. Dziedziny (otwarte) tych nap pokrywajg zbiér /B/
i z ich pomoce zdefiniujemy atlas rozmaitosci wigzki B rozumiany Ja-

ko zbiér map

u :U.-~RdH"8. Uu. c¢ /B/. s 1 12)

Mianowicie, jesli homeomorfizmy

Uy gy~ RAETY . o c Y/ e el (13)

w \ C/F/- *FelF )

se mapami odpowiednio rozmaitosci bazowej i wkdékna wzorcowego, to defi-
niujemy:

U @ = (U C432)). U (Q<(2)))« RAi“B,  dimB - dinY + dinF,

gdzie
i* p%° V m prF O tor
i zachodzi
dur. ) do(sii) 4i, du, )nad(p) i*.
czyli
>B * (Y X\ )0V <15>

(Znak x stosujemy tu dla iloczynu kartezjadskiego odwzorowan™ Many wiec
prsyporzedkowanie wskaznikéw (op, epY , <PF)- — cpg- Dla wygody w oznaczaniu
konkretnych map mozemy zatozy¢, ze zbiory I, ly; 1F< Ig se parami roz-
teczne. Stwierdzamy teraz, ze napy u” se zgodne i otrzymujemy etlas§Q
klasy C« (zobacz: [l1j, s. 219, 220 oPaz uwage 2 p. 2). Nastepnie atlas
ten uzupetniamy do maksymalnego klasy CM. tatwo wykazaé¢, ze wéwczas mapy
atlasu wlezki «p ,o0ee X se dyfeomorfizmami "p“1l (Ucj)" nB *Ucp * /F/*°"
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w oparciu o wzér (4) stwierdzamy, ze rzut p jest odwzorowaniem klasy CV,.
W ten sposd6b przeprowadzilismy konstrukcje rozmaitosci B, rzutu p oraz
atlasu wiezki "*f i sprawdzilismy, ze punkty (I-7) dotyczece okreslenia
wiezki se w przypadku podanej konstrukcji spednione.

Ilwaga. Jesli atlas wiezki nie jest maksymalny, nozna go uzupe#nié
do maksymalnego, tak by warunki (1-7) definicji wiezki byty speknione.
Nie zawsze w zastosowaniach jest to korzystne z punktu widzenia potrzeb
opisu danego obiektu fizycznego. Roéwniez nie zawsze wygodnie Jest opero-
wa¢ atlasami maksymalnymi rozmaitosci B, Y, F, G, np. ze wzgledu na za-
pis w poszczeg6lnych uktadach wspétrzednych rozmaitosci G oraz F wzoru
g~ (y)o w zwiezanego z teorie obiektéw geometrycznych (zagadnienie to
oméwimy wraz z podaniem przyktadoéw wiezek). W przypadku atlasu, ktéry nie
Jest maksymalny, méwimy o rozmaitos$ci wspéirzednosciowej zamiast roéznicz-
kowej ([1], s- 50). Przez analogie, mozna méwi¢ o wiezce wspoédrzednoscio-
wej, gdy atlas pewnej 9posrdéd rozmaitosci rézniczkowych B, Y. F, G nie
jest maksymalny.



4. PRZYKLADY WPROWADZONYCH WIAZEK

W my$l twierdzenie podanego w punkcie 3 konstrukcje wiezki nalezy roz-
pocze¢ od rozmaitosci bazowej, grupy Liego przeksztatcen, otwartego po-
krycia rozmaitosSci bazowej 1 odwzorowan przejscia. Z chwile wprowadzenia
tych poje¢, reszte pojeé¢ figurujecych w okresleniu wiezki otrzymujemy w
spos6b opisany w punkcie 3.

Trzeba wobec tego poda¢ obiekty elektryczne, do ktdérych odnosi¢ sig
bede powyzsze rozumowania. Se nimi sieci elektryczne ztozone ze skonczo-
nej liczby gatezi szeregowych normalnych. Budowe ich objasnia rysunek 1.

i9
Magh Rgh sgh eg geG
Q9
Rys. 1

Oznaczenia (dla ustalonych wartosci wskaznikoéw g, h):
- indukcyjnos¢ whasna gatezi g (g»h) i wzajemna gatezi ¢ i h
(g*h). Mgh 6 R.

“R -rezystancja gatezi g, mozna uzy¢ tez oznaczeniarezystancji
9P R9 . OP_hP

R, R » p ). R € R,
9 9p p 0 , gpfhp P

S " - elastancja gatezi g. podobnie Jak dla rezystancji mozna wpro-
wadzi¢ oznaczenie S ., S e R,

9 9p

“6g“ -sita elektromotoryczna gatezi g, eg : R-*-R,

mg9" - +adunek wskazanej na rys. 1 oktadki kondensatoragatezi g, 9q9:
R-— R,

"ig« - pred gatezi g, i9: R- R,

”(c)ug" “ catkowite gatezi g, Ug: R— R, (klasy wystepuje-
cych tu funkcji zostane okreslone pézniej).

B - zbio6r indeksow gatezi sieci (istnieje bijekcja zbioru G na zbidr
gatezi).

Sens wystepowania wskaznikéw na rdéznych poziomach, jak i obecnosci

wskaznika p, bedzie tez wyjasniony po6zniej. Gatezie zorientowane se pre-
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dowo. Orientacje uzyskane za pomoce napie¢ catkowitych se przeciwne do
predowych.

Uwaga. Poprawne zdefiniowanie gatezi, ich orientacji, sieci (zoriento-
wanej), jej elementéw oraz pewnych innych wielko$sci dotyczecych sieci nie
stanowi tresci niniejszej pracy. Czytelnik, ktoéry nie jest elektrykiem mo-
ze zapoznaC sie z tymi zagadnieniami w rozmaitych pracach z dziedziny e-
lektrotechniki np. [I13], [4].

Budowe geometryczna sieci (nie zawierajecej petli) okreslaje dwie rze-
czywiste macierze a « [aug]” * “ "9* G* u *u> keK, (g" jest
wskaznikiem wierszowym w obu macierzach), gdzie “U" Jest zbiorem indekséw
tak zwanych niezaleznych wez46w sieci zorientowanej, "K" - indekséw nieza-
leznych obwodéw (oczek) tejze sieci (obowiezuje tu ta sama uwaga co przy
oznaczeniu gatezi sieci). Uméwimy sie, ze wskaznik h bedzie wystepowac

réwniez w roli gateziowego, czyli h e G, "v* - wezktowego, v € U oraz "1"

- obwodowego, 1 e K. Macierze transponowane a 1 b nazywane se odpo-
t t
wiednio macierze incydencji eraz obwodewe (oczkowe). Ich definicje Czy-

telnik moze znalez¢ np. w pracach [13], sa. 186, 194 lub [4], ss. 26, 27.

Aby wprowadzi¢ teraz rozmaito$¢ bazowe trzeba obra¢ Jakie$ wielkosci
elektrycznej natury, ktore maje by¢ w niej “rejestrowane”™. Ola sieci z#o-
zonej z n, n c N gatezi szeregowych normalnych rozsadnie uwaza¢ za ta-
kie wielkosci +*adunki kondensatoréw kolejnych jej gatezi, w pewnych mo-
mentach czasu opisane za pomoce ciegéw g » (61,...Z"M) 6 Rn. Za tym. wy-
borem przemawia mozliwo$¢ *atwego uzaleznienia (typu algebraiczno-roz-
niczkowego) wszystkich pozostatych wielkosci gateziowych od funkcji +a-
dunkéw g zmiennej czasu.

Uwaga. Aby rozrézni¢ funkoje (odwzorowanie) np. zmiennej t (czasu) od
jej wartosci w punkcie, wprowadzamy nastepujece umowe. Zmienne nalezece
do przeciwdziedziny danej funkcji lub do pewnego zbioru zawierajecego je,
oznaczamy literami zaopatrzonymi wezykiem np.: q (q e R ), same za$ funk-
cje - literami bez wezyka np. : q. Czyli przyktadowo mamy wyrazenie-» q *
> q(t). Umowe te przyjmiemy dla zmiennych bedecych wspodrzednymi map roz-
maitosci Xn, oraz wkdékien wzorcowych i rozmaitosci obu konstruowa-
nych wlezek. Umowa powyzsza spowodowana Jest checie zachowania tej samej
litery w przypadku funkcji oraz jej wartosci w punkcie dla ustalonej wiel-
kosci fizycznej, z ktére dana litera jest tradycyjnie skojarzona.

Najprosciej bedzie wiec przyje¢ za zbiér (zwiezany =z +Hadunkami gate-
ziowymi), na ktorym zdefiniujemy atlas, zbiéor Rn. Topologia Jego jest
naturalna wyznaczona np. przez metryke euklidesowe ([7], s- 304). Praukta-
dem wspodrzednych u jest odwzorowanie tozsamosciowe (homeomorfizm)

przestrzeni (topologiéznej) R" ha nle sarne. Atlas otrzymamy skdadajec
wymieniony prauktad z transformacjami (odwzorowaniami) “R “ na “R “ nale-
zecyml do grupy centroafinicznej (tzn. u nt °cu )
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(16)

Uwaga. Kreske przy wskazniku g lub jej brak nalezy Interpretowa¢ Ja-
ko zalenne dotyczece uktadéw wspotrzednych, lecz ze wzgledéw na wygode
zapisu wielu wzoréw traktujemy znak ¢
niez, ze obowiezuje umowa sumacyjna dla wskaznikéw powtarzajecych sie w

iloczynie - tutaj dla wskaznika g w zakresie zaznaczonym we wzorze (16),

Jako catos¢. Przypominany réw-

Gorny wskaznik traktujemy Jako wierszowy - tu dla macierzy c.

Atlas otrzymany w ten spos6b nazywa sie strukture F. Kleina ([li], s.
32). Nie Jest on atlesem maksymalnym klasy CM , lecz okaze sie, ze whas-
nie opisany atlas nsm wystarczy. Uporzedkowane pare (przestrzen topolo-
giczna Rn, jej atles) nazwiemy rozmaitosScie wspétrzednosciowe Xn.

Uwaga. Wprowadzenie nowych wspé4rzednych kreskowanych mozna interpre-
towa¢ fizykalnie poprzez zastosowenie uktadu przeksztatcajgcego stare
wsp6drzedne g na nowe "gq™, realizujgcego macierz trensformacji (16).
Czyli danemu stanowi sieci przyporzadkowujemy rozmaite pomiery cf, g"itd.
zwlezane z rozmaitymi ukdtadami wspétrzednych.

Punkty tak otrzymanej rozmaitosci odzwierciedlaje prace,w pewnych chwi-
lach czasu, dowolnych sieci "prébnych"™ sktadajecych sie z n gatezi sze-
regowych normalnych odseparowanych galwanicznie Jedna od drugiej (tak,
by ich *adunki mogty byé dowolne). "Na tle" takich sieci bedziemy obser-
wowa¢ prace (na razie pod wzgledem #*adunkéw kondensatoréw) dowolnej wy-
branej sieci o n gateziach, f obwodach niezaleznych (n, f t N) oraz
n-f weztach niezaleznych. W ten sposéb ustalamy, ze zbiér G Jest n ele-
mentowy, "K" - f elementowy oraz "U" - (n-f) elementowy. Rozmaito$¢ Xn
nie jest jeszcze nasze rozmaitoscie bazowe ze wzgledu na te, ze w rozpa-
trywanych sieciach zachodzi nieréwnos¢: n-f > 0, a #adunki w weztach nie-
zaleznych zwlezane se zasede zachowanie. Czyli nie kazdy punkt rozmaitos$-
ci  Xn bedzie przez take sie¢ "osiegalny” i wkasnie prawo zachowania #+a-
dunku elektrycznego pozwoli n8m dopiero zdefiniowa¢ rozmaito$¢ bazowe ja-
ko zenurzone w "Xn" oraz spednlajece wspomniany warunek oslegalnosci.

Prawo to mozna w prauktadzie uPX zapisaé¢ nestepujece:

an

1
o0 cd



u
adzie "Q" oznacza #adunek wezta niezaleznego u. Zwiezek (17) obowigzuje

dla dowolnego stanu sieci okreslonego ciegiem #adunkéw &g) e Rn_f. (Dla
0
uoroszczenla zapisu pomijamy indeks X przy indeksie pj Przyporzedko-

ETAY
wawszy obwodom niezaleznym #adunki obwodowe oznaczone QI r(/(Q r)\« Rf)\.
mamy zamiast roéwnania (17) definiujacego w rozmaitosci Xn f - wymiarowe

g
hioerotaszczyzne , jej réwnanie parametryczne (przypominamy,ze punkty £f )
se tu jednoczes$nie punktami przestrzeni punktowej /Xn/ 1 analitycznej Rn)

»9p 9 "k g
g p = bkPQ *qp- kre {; ||
18)
N g n. 98 «9p
o o

Uwaga. Poniewaz rzed macierzy ag jJ wykosi n-f.amacierzy |b Pk j* *©

oraz zachodzi zalezno$¢:

agpb9pkr = 0. (19)

wiec sted wnioskujemy, ze rzeczywiscie dla dowolnego ciegu © ) € R

g
punkt (™ p) okreslony roéwnaniem (18) lezy na hiperptaszczyznie okreslo-
nej roéwnaniem (17) oraz kazdy punkt tej\l(hiperp}aszczyzny moze by¢ osieg-

niety przez odpowiedni wyb6ér punktu (Q r). Czyli réwnania (17) i (18) do-
tycze tej samej hiperptaszczyzny.

Hiperptaszczyzne te zaopatrujemy w topologie indukowane przez topolo-
gie przestrzeni Rn ([7], s- 92). Woéwczas roéwnanie (18) definiuje homeo-
morfizm przestrzeni topologicznej R* na przestrzen topologiczne utwo-
rzone dla omawianej hiperptaszczyzny, czyli odwrotno$¢ prauktadu wspot-
rzednych u . Prauktad ten poddajemy transformacjom centroafinlcznym "R*"

na “Rf" Y

(20)

ke
det[~dkj i O. {. """ ,}.

W ten sposéb otrzymujemy na naszej hiperptaszczyznie strukture F, Kleina
i czynimy z niej podobnie jak w przypadku "Xn” rozmaitos¢ wspétrzednos-
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ciowg Yf klasy CRozmaitos$s¢ YT jJest podrozmaitoscia rozmaitosci
Xn ([i?]* s- 32), whozenie "y*' jest odwzorowaniem regularnym (rzed

macierzy b pg | Jest réwny f) klasy C«,.
Postepujac w powyzszy sposéb uzyskalibysmy rézne hiperptasrczyzry roz-
u
maitosci bazowej dla réznych ciegéw +*adunkéw wezdoéw niezaleznych (6)

tych samych macierzy Bytoby to niewygodne. Bedziemy ope-

* "

rowa¢* Jedng rozma{tgégi;:%azowe YT, dla Kktorej hiperptaszczyzna /Y*/
przechodzi przez poczetek uktadéw wspétrzednych rozmaitosci X (oraz po-
czetki uktadéw wspétrzednych rozmaitosci Y~ pokrywaja sie z ooczetkami
uktadéw wspoétrzednych rozmaitosci Xn) i powiezemy je z pozostatymi hi-

g
perptaszczyznami translacjami wyznaczonymi przez wektor o sktadowych (@ p*

w prauktadzie u . Se to oczywiscie homeomorfizmy odoowiednich rozmalto-
PX
Sci majece te whasnos¢, ze punkty hiperpteszczyzn. ktére sa nimi powleza-

ne, maje te same wspdé4rzedne O w odpowiadajacych sobie uktadach wspot-
rzednych. powstatych przez jednoczesne transformowanie ich prauktadéw za
pomoce tych samych transformacji.

Role przestrzeni punktowej przy konstruowaniu rozmaitosci X odgrywa-
+a przestrzen Rn. Mozna znalezé¢ inne wyjs$cie, bardziej zadowalajece zwo-
lennikéw opisu wielkosci fizycznych z uwzglednieniem ich wymiaréw. Miano-
wicie budujemy zbidér ztozony z nastepujecych ciegow:

ENp.Cy..... (8"P .0)).

gdzie “C" symbolizuje jednostkowy #adunek elektryczny - kulomb. Wprowa-
dzamy dziatanie dodawania elemep&ow tsgo zbioru, polegajace na dodawaniu
kolejnych liczb rzeczywistych q p ¢ P dla ciegéw 1 oraz 2. Wprowadza-

my dziatanie mnozenia elementéw naszego zbioru przez liczby rzeczywiste

g
OfF€ R, polegajace na mnozeniu: ceq p. tatwo stwierdzié¢, ze uporzadkowana
czworka (wymieniony zbidér, ciato liczb rzeczywistych, dziatanie dodawa-
nia, dziatanie mnozenia) stanowi przestrzen liniowag. W oczywisty sposéb
1 n 1

zachodzi bljekcja tego zbioru na zbiér Rn: ((q p,C),--.,(q P.C))—— (q p,

,..,an). Bijekcja ta postuzy do przeniesienia topologii z przestrzeni to-
pologicznej Rn do utworzonego zbioru wielkosci fizycznych oraz jako od-
wzorowanie przestrzeni topologicznych na siebie bedzie stanowi¢ homeomor-
fizm, czyli globalny uk#ad wspodrzednych. Nastepnie w pokazany juz sposéb
tworzymy strukture F. Kleina i rozmaito$¢ wspétrzednosSciowg.

Mankamentem podobnej metody (przypisujacej wymiar fizyczny punktom prze-
strzeni punktowej) zastosowanej odno$nie do dowolnych rozmaitosci, jest
fakt polegajacy na tym, ze w przypadku transformacji nieliniowych o pos-

taci u, o u“l wiazacych uktady wspétrzednych, dodawanie elementéw prze-
X *X
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strzeni punktowej rozmaitosci, o ile w og6le Jest zdefiniowane, nie pole-
ga na dodawaniu ich wspédrzednych w poszczeg6lnych uktadach wspodrzed-
nych. To samo dotyczy mnozenia tych elementéw przez liczby rzeczywiste.
2 kolei operowanie przestrzeniami analitycznymi Jako przestrzeniami wiel-
kosci fizycznych ma te stabe strone, ze wymiary fizyczne wspétrzednych o
danym numerze nie musze by¢ identyczne we wszystkich uktadach wspétrzed-
nych, co przeczy samej definicji rozmaitosci. Dodatkowo zachodzi koniecz-
no$¢ rozniczkowania i catkowania odwzorowah pomiedzy tak rozumianymi prze-
strzeniami analitycznymi (trzeba wéwczas uczyni¢ z nich uprzednio prze-
strzenie Banacha). Rzecz jasna, prosciej robi¢ to dla odpowiednich odwzo-
rowan "Rn“ w "Rn"

Pewnym kompromisowym wyjsciem bytoby przyporzedkowanie kazdemu uktado-
wi wspo6drzednych (zbudowanemu bez uwzglednienia wymiaréw fizycznych) od-
powiedniej przestrzeni liniowej wielko$Sci opatrzonych tymi wymiarami, na-
stepnie rachowanie z uzyciem zwyktego uktadu wspétrzednych i "tdumaczenie
wynikéw na jezyk przestrzeni opatrzonej wymiarami™. W oparciu o takie pa-
ry uporzedkowane (uktad wspodrzednych, odpowiednia przestrzen liniowa)
mozna utworzy¢ atlas rozmaitos$ci, ktére nazwalibysmy rozmaitoscie fizycz-
ne. Komplikowatoby to Jednak spis rozmaitosSci oraz w nastepstwie 1 tak Juz
ztozony opis wiezki whoknistej. Z powyzszych powodéw wolimy operowaé war-
tosciami bezwymiarowymi wielkosci fizycznych, pamietajec, aby dotyczyty
one konkretnie ustalonego uktadu jednostek.

W dalszym ciegu zdefiniujemy odpowiednio grupe Liego oraz grupe Liego
przeksztatcen. Zbiory nieosobliwych macierzy kwadratowych c"(wzér (16))
oraz d* (wzér (20)) zaopatrzone w atlasy sktadajece sie z pojedynczych
map bipecychxongoquaniami! cL» (cr rF* i c"in..,c") oraz d"-— —(di
..,df oL dj....df) (oczywiscie mozemy méwi¢ tu, w wiadomy sposo6b,o ho-
meomorfizmach zbioréw otwartych) oraz dziatania mnozenia macierzowego,
stanowie grupy Liego oznaczone przez GL(n,R) oraz GL(f,R).

Uwaga. Nie zedamy spéjnosci dziedzin (oraz przeclwdziedzin) map rozma-
itosci.

Tworzymy iloczyn kartezjanskl ww. grup Liego Gr « GL(n,R) x GL(f,R),
tworzec iloczyn prosty grup i zaopatrujec go w atlas ztozony z mapy ilo-
czynowej powstatej z poprzednio wymienionych map. Czyli mamy +tu do czy-
nienia z grupe Liego Gr (r « n2 + f2), dla ktérej rozmaitos¢ powstaje z
iloczynu kartezjanskiego rozmaitosci wspédrzednosciowych wystepujecych w
definicjach grup Liego GL(n,R) i GL(F,R). Wprawdzie w definicji grup
Liego ([I9) , s. 36, 37) wystepuje rozmaitosci roézniczkowe (zaopatrzone w
atlasy maksymalne), a nie rozmaitos$ci wspétrzednosciowe, ale uzupstniajec
w razie potrzeby atlas do maksymalnego sped#niamy wymég tej definicji.

Zdefiniujemy teraz rozmaitos¢ wspotrzednosclowe Fra. Definicja ta be-
dzie skonstruowana tak, by grupa Liego przeksztatcen kojarzyta sie z o-
blektami abstrakcyjnymi specjalnymi ([lo] , [11j, s. 60) uzytymi do opisu
wielkosci fizycznych dotyczecych sieci elektrycznych. Wymienimy wobec te-
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go najpierw te sieciowe wielkosci, ktérych znaczenie fizykalne objasnione
zostato pod rys. 1. a = (q9)€ Rn, q - (g9)e Rn. (CH)U » ((c)Ug)e Rne

en (?")0€ Rn, ai= (@ )e Rn (dla kazdego ustalonego wskaznika u € -li.
e g T L 2

n-f}), M » (Mgh) eR , R = (Rghi1€ R = s * ghn6 R . *» -
» (b9k) e Rn*. b m (b”g) e Rn™ (potrzebe wprowadzenia ostatniej wiel-
kosci 1 sposéb jej powiezenia z "b" wskazemy nieco poézniej). Przy okazji
podamy wielkosSci, ktére potrzebne bede w konstrukcji nastepnej wiezki.
Qm (0O)€ER - predy obwodéw niezaleznych,
x 7 f - .
Q= % e R - pochodne predéw obwodéw niezaleznych,

W

& R f R
(c)U * (c)Uk'e R 7 catkowite napiecia obwodéw niezaleznych (w kazdej
sieci réwne zeru na mocy drugiego prawa Kirchhof-

fa) ,
<o/ ** . f - . - .
E « 6 R -sity elektromotoryczne obwodéw niezaleznych,
S - (agS\) a R?
uell,...,n-f] -dla dowolnej sieci wielkosci te se zawsze zerowe
) (wzér (19)) ,
im iRN) «R* - obwodowe Indukcyjnosci,
il » (CRjgj) * R* - obwodowe rezystancje,
X2
"S» Cs™")«R - obwodowe elastancje.

Uwaga. Pod wzgledem matematycznym konstruujemy teraz grupe Liego prze-
ksztatcen zupednie niezaleznie od map rozmaitosci bazowej. Skojarzenie z
tymi mapami wystepuje dopiero podczas budowy wiezki. Ola lepszego zrozu-
mienia Tfizykalnego mozemy tu zaznaczy¢, ze wymienione wielkosci fizyczne
opisujemy sktadowymi odpowiednich obiektéw specjalnych szczegélnych ([II],
s. 61) dla dowolnego punktu rozmaitosci bazowej i dowolnej mapy tej roz-
maitosci, wzglednie mapy rozmaitosci Xn. Zazwyczaj sktadowe tych wielko-
Sci podajemy dla gieci w prauktadach o indeksach px oraz ry.

Zbiory s" , R" , Rnf zaopatrujemy w topologie naturalne i nastepnie
mno%ymy je kartezjansko. W iloczynie tym wystepuje: "Rn" - 4*(n-f) razy,
“Rn * - 3 razy, "Rn ” - 2 razy. Utozsamiamy ww. iloczyn kartezjanski ze

zbiorem Rm. Uprzednio, dla wystepujecych tu ciegéw podwéjnych tworzymy
pojedyncze, tak Jak dIB macierzy «c¢“ oraz d> Elementami "R®" se wiec ciegi
oplsujece omawiane wielkosci elektryczne wystepujece we wskazanej poprze-
dnio kolejnosci, tzn. zachodzi: &\ g, (c)u. a, M, R, 8§, S\ b}¥Rm. Za-
opatrujemy wynik, tzn. "Rm” (m « 4n+(n-f)n + 3n2 ¢ 2nf) w topologie Ti-
chonowa. Dla przestrzeni topologicznej Rm definiujemy atlas z4ozony z
jednej mapy stanowiecej odwzorowanie tozsamo$ciowe (homeomorfizm) "Rm” na
"R ". W ten sposéb otrzymujemy rozmaito$¢ wspétrzednosciowe Fm(/Fm/ = Rm)
(klasy Coo) stanowiece nasze w#dékno wzorcowa.
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Uwaga. Rozmtiite sposréd wymienionych wielkos$ci fizycznych, dotyczgcych
dowolnych sieci elektrycznych, moge podlega¢ pewnym ograniczeniom, np.
forma kwadratowa zmiennych pradowych oparta na macierzy R (symetrycznej)
jest istotnie dodatnio okreslona, macierze T2 i ? se rowniez symetrycz-
ne i odpowiednie formy kwadratowe oparte na nich se dodatnio okreslone.
Analogiczne wnioski obowiezuje dla macierzy *°M, ﬁ,%g Podobne ogranicze-
nia (np. wzﬁr ngh; oozostaje tez kwestia ewentualnych obcie¢ wiokien dla
wielkosci 9, b, B w oparciu o ich definicje) sugeruje, ze wiékno wzor-
cowe wiezki jest zbyt "szeroko zakrojone”. Zacie$nienie go wiezatoby sie
z wyznaczeniem whdékna podobiektu abstrakcyjnego zdozonego ([Ilj ,sa. 62,66)
obiektu zwiezanego z wkdknem wzorcowym F®. Powstaje tez pytanie, czy ta-
kie obciete wkdékno da sie przedstawié¢ Jako rozmaito$¢ rézniczkowa bedeca
podrozmaitoscie -Fm"™ (z topologie indukowana). Gak wida¢ obciecie wkdkna
bytoby procederem bardzo skomplikowanym i dlatego pominiemy go.

Posiadajgac Juz grupe Liego Gr i wkékno wzorcowe Fm trzeba zdefinio-
wa¢ dziatanie © i zarazem grupe Liego przeksztatcen (Gr, Fm,©). W tym
celu scharakteryzujemy najpierw wymienione wielkosci fizyczne jako pewne
obiekty abstrakcyjne specjalne podajec ich prawa transformacji. Kwestie
pewnego wyboru tych praw oraz ich weryfikacji eksperymentalnej oméwimy
p6ézniej.

Gest to prawo transformacji wektora kontrawariantnego. Podobne prawo obo-
wigzuje dlawielkosci osktadowych (g9). Matematyczne wuzasadnienie tych
praw polega w pierwszymprzypadku na spostrzezeniu, ze wektor osktado-
wych (A9) moze by¢é stycznym do nos$nika ([I16] , s. 451) gtadkiej krzywej pa-
rametrycznej g Ww pewnym jego punkcie oraz w drugim, ze transformacje
wiezgce uktady wspoédrzednych rozmaitosci Xn se liniowe.

(c)V" cg'(OV (22)

Gest to prawo transformacji”wektora kowarientnego. Podobne prawo mamy dla
wielkosci o sktadowych e. a. Wielkosci o sktadowych M. R, S transformuje
sie jak tensory o walencji (0,2). Przyktadowo:

"g-h" = Cg<Ch " > - (23>

Spostrzegamy, ze wymienione reg"uly transformacji nie zaleze od elementéw
d* grupy GI_(f.R); Reguty transformacji dla wielkosci o sk#adowych Q, O,
dotyczecych drugiej wiezki se nastepujece:
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iy g¥ Q . 2%
<> &S 2
za$ dla wielkosci o skfadowych (c)u- A
(c)Uk” * dk* (c)Uk- (25)
Dla "™*M-. ”"R" . ”"S" mamy :
“fik-1-- d~-d},-MkI. (26)

Z kolei teraz reguty (24) . (25) , (26) nie zaleze od elementéw c" grupy
GL(n.R)zg Pozostaje poda¢ reguty transformacji dla wieII%oéci o sktadowych
[ (6] <«

b i b oraz sposoéb ich powiezania dla rozmaitos$ci Y

2N

(28
Se to reguty obowiezujece dla wielkosci rozdwojonych ([?9] . s. 152).
Wprowadzmy teraz najezenie rozmaitos$ci ([®]= ss. 154, 155):
0. g6 ji fl, wec jf+l,...,n|,
b M , } -(29)
Q =W,
WT g, wsjf+l .. ,nj.
9 fw

Nastepnie, w stosunku do macierzy utworzonej z wyrazéw b9k oraz £9 (wskaz-

nik g uwazamy za wierszowy). zdefiniujmy macierz odwrotne o wyrazach
b™ , Bh  (wskaznik h - kolumnowy). Oest to mozliwe, bowiem Jesli dla
pierwszych f sposréd wskaznikéw g mozemy z zatozenia zbudowac¢ podma-
cierz nieosobliwe macierzy b, to na skutek przedstawionego doboru naje-
zenia rzed odwracanej macierzy roéwny Jest -n. Mamy wiec:

b9k bkh ¢ b9 bh = <9 .

g,he |l nj . (30)

ke |1 fl, we [f+1..... nl.-
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Wzér (30) zachowuje swoje posta¢ po dokonaniu transformacji @7, (28),
w
Jesli zatozymy, ze wielkosci o sktadowych b, b transformuje sie kolejno
w
Jak wektory kontrawariantne oraz kowariantne - wskazniki w se martwe ([,

s. 36). Czyli wzdér ten Jest wspétzmienniczy (kowariantny). Dla zaznacze-
nia faktu, ze po dokonaniu transformacji wzo6r (29) nie musi obowiezywad,
9tosuJemy gwiazdke nad znakiem roéwnosci (poréwnaj np.: [9], s. 62). 0d-
wracajec wprowadzone macierz kwadrstowe typu (n,n) po dokonaniu trans-
formacji (27), (28) i pordwnujec ze wspédzmienniczym wzorem (30) widzimy,
ze wyrazy macierzy odwrotnej transformuje sie kolejno Jak wielkosci o

sktadowych (bkh) oraz fﬂh). Mozna poza tym przekonaé¢ sie, ze zachodze
nastepujece wzory :

ke - 1

bkh i 0, ll f} X (31)
hc {ﬁ'ﬂ. u}:

Bh *<h, woht 1Fe1..... nf. 32)

Wielkos¢ b potrzebna Jest np. do obliczenia "' 2z nastepujecego wzoru:

g9 = b9k Qk, (33)
<
dla Hq"™ wzietego z przsciwdzisdziny wystepujecego tu odwzorowania. Wow-
czas :

5k = bkg | 9. (34)

Oczywiscie macierz b nie Jest Jedyne pozwalajece odwréci¢ wzér (33).
Spostrzegamy Jednocze$nie, ze za pomoce wielkosci b Jestesmy w stanie
dokona¢ rzutowania wielkos$ci kontrawariantnych na rozmaitos$c¢ (nie tyl-
ko w przypadku wektoréw kontrawariantnych i nie tylko, gdy Jak we wzorach
(33), (34), wektor ten Jest styczny do "Y*"). Obserwujec obecnos$¢ sktado-
wych wielkosci b we wzorze (18) stwierdzamy, ze odgrywa ona role tenso-
ra posredniczacego dla rozmaitosci YT, xn ([9], s. 153). Opr6cz tego wi-
dzimy, ze wzory (17), (18), (19) se wspoétzmiennicze.

Uwaga. Przyjmujemy dodatkowo, ze wielko$¢ o sktadowych ~ posiada re-
o]
gute transformacji wektora kontrawaégantnego wzgledem struktury rozmaito-
Sci Xn, a wielkosci o sktadowych Y - skalaréw. Opréocz tego sity elek-
0

tromotoryczne obwod6éw niezaleznych pochodzece od 4adunkéw poczetkowych o-
raz catkowite sity elektromotoryczne tych obwodéw opisywane se skdtadowymi
E, (C)E wektoréw kowariantnych wzgledem struktury rozmaitosci Y . Dla



- 23 -

uproszczenia konstrukcji wigzki nie umieszczany ich we wkdéknie wzor-
cowym.

Uktadajac sktadowe wymienionych obiektéw abstrakcyjnych w ciag w ko-
lejnosci wymienionej poprzednio oraz uwzgledniajgc podane regudy trans-
formacyjne otrzymujemy obiekt abstrakcyjny z#ozony o sktadowych fi6R® =
* /Fm/ oraz regule transformacji zapisanej nastepujaco:

w"= I"c d)G*) = (c.d) o W.

(35)
(c.d)e /Gr/, w 6 /F1/.

Poniewaz reguty transformacji obiektéw sktadajgacych sie na nasz obiekt
ztozony spetniajag réwnanie fundamentalne i warunek identycznosci ([li], s.
61) (kontrola tego faktu Jest prosta), wiec reguta dla obiektu ztozonego
(zupednie przywiedlnego) tez podobne réwnania spednia. Oest to obiekt li-
niowy Jednorodny ([I1], s. 65). Nietrudno sprawdzic¢.ze odwzorowanie I”c
jest bljekcjg "Rm™ na "Rn". W dalszym ciggu stwierdzamy, ze dziatanie (o-
kreslone wzorem (35)) e : /Gr/ x /F1/- /F*/ jest odwzorowaniem klasy CM
oraz odwzorowanie I”c 7~ Jest dla kazdego elementu (c.d) defeomorfiz-
mem klasy C~,. Nastepnie dla dowolnych elementéw (Cj.dj), (c2,d2)*/Gr/ za-
chodza zwigzki:

1(c2.d2) . (Cj.dj) * 1(c2,d2)° 1(cl,d1) = (36)

(kropka Jest dziataniem mnozenia w grupie Gr) oraz

Ig = 1dRm, (37)

gdzie "e" Jestelemerttemneutralnym grupy Gr. Zwigzki (36), (37) sa wha-
$nie odpowiednio roéwnaniem fundamentalnym naszego obiektu ztozonego oraz
warunkiem identycznosci zapisanymi w terminologii algebraicznej wzorowa-
nej na pracy [19] , s. 39. Mamy zatem spedniong aksjometyke grupy (.lego
przeksztatcen (lewostronnych) (Gr, Fm,o0).

Uwaga. Wprowadzony obiekt zdozony Jest obiektem efektywnym ([I0]s [19],
s. 39), miedzy innymi ze wzgledu na obecnos¢ obiektéw sktadowych bedacych
wektorami kontrawariantnymi wzgledem grupy GI(n,R) oraz obiektéw b, b.
Nie wszystkie Jednak poszczeg6lne obiekty sktadajace siena niego sa obiek-
tami efektywnymi wzgledem grupy Gr, np. nie sanimi wszystkie oregule
transformacyjnej zdefiniowanej w oparciu o jedng tylko grupe GL(njR). Sku-
tek tego Jest taki, ze Istniejg elementy dj f d2> takie ze zachodzi roéw-
nosé: I(c d ™ « I(c d Wydaje sie, ze ze wzgledu na prostote oraz sze-

roko znane zastosowaniauzywanych tu obiektéw geometrycznych, lepiej zde-
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cydowa¢ sie na ich nieefektywno$¢, niz na zastosowanie takiej procedury
Jak opisana w twierdzeniu 4 na str. 124 ksigzki [19] doprowadzajacej do
obiektu efektywnego i efektywnej grupy Liego przeksztatcen.

Zgodnie z naszkicowanym programem postepowania podamy teraz otwarte
ookrycie rozmaitosci bazowej Y~. Oako zbidér indekséw I dla tego pokrycia
przyjmiemy zbidr par uporzedkowanych indekséw numerujacych kolejno mapy

atlasu rozmaitosci Xn oraz Y~A. Czyli zachodzi: (@©x ,ofY) e I. Dla upro-
szczenia pisowni zamiast zastosujemy oznaczenie og, zamiast ‘'gly" -
® Kazdy ze zbiordéw pokrycia Jest identyczny z "/YV"™ = /YV)-

Zdefiniujmy nastepnie pojecie kietkéw dla dowolnych dyfeomorfizméw (co

najmniej klasy C?) zbioréw otwartych "Rn'" oraz zbioroéw otwartych "RA"
(C20J, s. 68). Se nimi odpowiednio klasy roéownowaznych (w sensie roéwnowaz-
nosci logicznej) uporzedkowanych par (q,t) oraz (o,T) (qiD(t), Ocd(t)),
Pary (q,t) oraz s? réwnowazne wtedy i tylko wtedy,gdy zachodzi:
q = gL oraz istnieje taki zbior otwarty U wprzestrzeniRn, dla ktére-
go mamy t\U = t™NJU. Podobne rozumowanie przeprowadzamy dla "QQ.T)". Two-
rzymy pary uporzedkowane kietkéw [cj,t] i [o ,tdJ, tzn. : ([¢Ff,t], [o x1)- W
zbiorze tak otrzymanych par kiedtkéw wprowadzamy zdozenie oznaczone O:

([tf.f], [Q.T]) = ([sritr] . [a"t,A)n ([g-f] . Q.T-D ., (38)
odzie
=t@.,. Q7= V() -
t" =t” o tl, T =T-aTl

tatwo zauwazyé, ze nie wszystkie pary kietkéw se sktadalne, a dla tych,
ktére se - ztozenie nie zalezy od wyboru ich reprezentantéw. Wspomniany
zbior par kietkéw wraz ze zkozeniem D tworzy grupoid Brandta ( . SS.
41, 42). Oznaczymy go GB.

e Odwzorujemy przedstawiony powyzej grupoid Brandta (jego podktad /GB/)
na zbidér par uporzedkowanych z#ozonych kolejno z macierzy pochodnych czast-
kowych transformacJi t* w punkcie oraz Tl w ounkcie 0, czyli na
VGr/"

([q.t], [S.TD P- @, v ®),

gdzie

A(@ =[a9°(G)I , Ajfol) -gfe).
(9)
M@ = Tovol ) A (3)-
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Powyzsze odwzorowanie jest suriekcja, lecz nie jest injekcja. Stosujac
twierdzenie o rézniczkowaniu ztozenia odwzorowan oraz wzér (38) +atwo za-
uwazy¢, ze mamy tu do czynienia z homomorfizmem, doktadniej - epimorfiz-
mem grupoidu GB na grupe Gr, powstaltag przez pominiecie struktury ré6z-
niczkowej grupy Liego Gr (poréwnaj: [20], s. 69).

Uwaga. Wprowadzenie grupoidu Brandta kiekkow nie jest niezbedne do
przeprowadzenia zgdanej konstrukcji wigzki. Zostat on podany, aby uwypuk-
li¢ mozliwos¢ okreslenia pewnych struktur algebraicznych w zbiorze klas
dyfeomorfizméw pozwalajacych na wyznaczenie elementéw grupy G . Innym po-
jeciem, Kktére rowniez mogtoby tu by¢ zastosowane jest grupoid Brandta ze-
tow ([I1] , s. 54).

Powigzmy nastepnie transformacje uzyskiwane za pomocg map rozmaitosci
Xn oraz YT 2z dyfeomorfizmami wystepujacymi w definicji naszego grupoi-
du Brandia oraz zdefiniujmy odwzorowania

wystepujace w przytoczonym twierdzeniu o konstrukcji wigzki.

tl » P ™ =
uib® < m fyr« ubo

=V Vv * 1 V/TV  u-r 4D

> u=-1, ™ «
\oe *V o V<*= uy 0 u <

Nasladujac definicje macierzy a"(3). d(Q) ze wzoru (39) oraz postugujac
sie wzorami (16) , (20) mamy:

A@ =c . B () =d. *
A“(@ = , by =d;. (42)
at@) = ¢t bt (®) =d
oraz
9("/9(0Ffcp(y ) = A" (5) = B" ,
9(-JW /5(y) = ¢ ¢>- << <>, “43)

9y toto(y) = (A" (9)> =
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dla
$ =ur(y)m Q “uA) "
q°= uw(y) = Q(muiry) - y« /yf/.

Stad tez wynika :

9 (SNCRN(Y) = 9(FF Y)W () = 9IW(og of)(y)” (44)

dla dowolnych elementéw y e /Y*/. (tyty » - (/P 6 I1*

Widzimy jednoczes$nie, ze odwzorowania (40) s? klasy Coc.

Zaznaczmy jeszcze spos6b powigzania map atlasu wigzki oraz map rozmai-
tosci bazowej Yf i rozmaitosSci wiazki BN. Czyli zapiszmy w naszym przy-
padku wzér (15) :

"W# o (UW X §dRm)° e&»*)e (45)

Zaden z atlaséw rozmaitosci BN, Y*, Fm, Gr, ani tez atlas wigzki nie
sa tutaj maksymalne.

Uwaga. Mogliby$Smy dla rozmaitosci Gr, Fm wprowadzi¢ atlasy maksymal-
ne i dziatanie zapisane we wzorze (35) traktowa¢ Jako przeprowadzane tyl-
ko na punktach nalezgcych do “/Gr/” i , hie pytajac Jak go zapisac
w poszczeg6lnych uktadach wspétrzednych rozmaitosci Gr i Fm. Dzieki
wprowadzeniu jednej mapy dla "Fm"™ mamy jednak bardzo proste powigzanie map
rozmaitosci BN z mapami rozmaitosSci Y~. Fm 1 atlasu wiazki “f Mogli-
bysmy roéwniez operowa¢ atlasem maksymalnym rozmaitosci bazowej, lecz wow-
czas rozpatrywane obiekty geometryczne bytyby okreslone wykgcznie dla map
rozmaitosci YN wprowadzonych przy pomocy wzoru (20).

W ten spos6b zakonczylismy konstrukcje pierwszej z wigzek oznaczonej
litera W, W = (sN, Y~, Fm, Gr,0 , p,”). Poniewaz przeciwobrazy map atla-
su tej wiazki sg iloczynami kartezjanskimi /Y / x /F /, wiec Jest ona
trywialna (péréwnaj : [19], s. 97).

Uwaga. Zauwazmy, ze w przypadku operowania rozmaitosciami Y~ i Xn kla-
sy Ck oraz obiektami abstrakcyjnymi specjalnymi klasy s ([11] . s. 58),
(ze wzgledu na struktury obu ronraaitosci), klasa odwzorowan przejscia
9 (D (afty bVioby ~k-s (zaktadamy: k-s >0). Miedzy innymi z tego powo-
du wygodnie Jest uzywa¢. Jak to zaznaczono w punkcie 2, wszystkich rozma-
itosci i odwzorowan klasy C~.

Przedstawiona konstrukcja wigzki uproscitaby sie dos¢ znacznie, gdyby
nie obecno$¢ obiektédw rozdwojonych. Nastepna wiazka (ktérej spos6b wpro-
wadzenia juz tylko naszkicujemy) bedzie pozbawiona takich obiektéw, po-
niewaz zwigzana bedzie wytacznie z wielkosciami elektrycznymi obwodowymi.
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Role rozmaitosci bazowej dla wiezki tej spednia réwniez, ta sama co
poprzednio, rozmaitos¢ wspoétrzednosciowa stuzeca do rejestracji +a-
dunkéw obwodowych. Grupe 1-iego bedzie grupa GL(Ff,R) » "6r (r = f2). Zbior
r11 (m « 4f+(n-f)f+3f2) tworzymy z kolei dla rejestracji wielkosci obwo-
dowych o sktadowych (Q, O, E, AAMAR.S) . Posiada on naturalny to-
pologie oraz atlas ztozony z jednej mapy bedecej tozsamoSciowym odwzoro-
waniem "RIm"” na "R,m". W ten spos6b powstaje wkdékno wzorcowe *“f1'. Ols wy-
mienionych wielkosci obwodowych zachowujemy poprzednio podane regudy trans-
formacji ich sktadowych, czyli charakteryzujemy Je tymi samymi obiektami
abstrakcyjnymi specjalnymi. Uwzgledniajec ww, kolejnos$¢ ich sktadowych kon-
struujemy z nich obiekt abstrakcyjny z4ozony o regule transformacji, kto-
re zapiszemy nastepujeco:

o 1» = d"®"w,
(46)
de /t°r/, "we /=m/.

Podobnie tez stwierdzamy, ze odwzorowanie 1N Jest dyfeomorfizmem klasy
C«, "/Fm/*“ na ’/F*/" oraz dziatanie " Jest odwzorowaniem klasy C~. Za-
chodzi réwnoczesnie dla dowolnych elementéw d~.d”e /fer/ zwiezek:

1H . =1.6 1. “n

It = idRm (48)

(symbol "= jest dziataniem mnozenia w grupie "Gr, "t" jest elementem neu-
tralnym tej grupy). Czyli mamy do czynienia z grupe Liego przeksztakcen
(lewostronnych) 0g*™, “m,"0). Ze wzgledu na obecno$¢ w opisanym obiekcie
abstrakcyjnym z4#ozonym wektoréw kontrawariantnych, wzglednie kowariant-
nych, grupa ta jest efektywna. Za zbiér indekséw *1 otwartego pokrycia
rozmaitosci bazowej, przyjmiemy tu zbidér indekséw map atlasu tej rozmaito-
Sci. Indeksy te oznaczymy symbolami "ce,"b ,"f e "I. Odwzorowania przejscia
klasy CM

g U — A/

u'e= > =Y/

49

definiujemy nastepujeco:

V
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B = [BK'@] < n
BQ
(50)
a (& =8O *=d
dla
Q »ulv). vs /vf/.
Podobnie zachodzi zwiezek:
Ghipe = 950Y) " 912JY) <
dla dowolnych elementéw (51)
ye Af/. 106;. iy e L.
Mamy tez odpowiednik wzoru (45) :
u (u  x id "myo"ib (52)
"Be* ® RV r<1
Symbolem oznaczylidmy tu mape rozmaitosci wiezki. W oparciu o twier-

dzenieprzedstawione wpunkcie 3 konstruujemy wobec tegowiezke trywialne
wielkosci obwodowych "W = (BN, Y~ ,1F1', "GI',"0 , "p,"Y) - Kreskiwystepujece z
lewej strony przy oznaczeniach pewnych elementéw tej wiezki zwiezane se
zamiarem powiezania obu wiezek W oraz "W za pomoce pewnego morfizmu na-
Sladujecego rzutowanie obiektéw geometrycznych na podrozmaitésé¢ ([9], ss.
154. 155).



5. KONSTRUKCJA PEWNEGO MORFIZMU WIAZKI W W WINZK™ "W

Morfizmem wigzki W w wigzke *w ([19], ss. 101, 102) nazywamy naste-
pujacy cieg odwzorowan (h, h, h”, hQ, h) (klasy C«,) :

h: /BN/— -/E%/m, h: /YF/— /YT/.
hIS /§7 -A*V  hQ: /Gr/— /fe'l. (63)

hz ZHM/ _~AIW. M = Ff+r, ¥ = f+,

gdzie "HM™, ‘YM"™ sa odpowiednio rozmaitosciami gtoéwnych wigzek wiéknis-
tych W, W, przyporzadkowanych wigzkom W,"w ([19], ss. 82, 88). W przy-
padku iut;j rozwazanym rozmaitosci bazowe obu wigzek W,"w sa identyczne
- ogélnie nie musi tak by¢. Odwzorowania wymienionego ciagu spedniaja pew-
ne warunki, ktére bedziemy omawiaé, budujac nasz przyktad morfizmu.

Odwzorowanie hQ(suriekcja klasy CM ) zdefiniowane jest nastepuja-
co :

ho(c,d) =d, (c.d) e Gr. 54)

tatwo spostrzec, ze odwzorowanie h Jest epimorfizmem grupy Gr na gru-

pe 'Gr.
Odwzorowanie h~(suriekcja klasy Cw ) podane Jest za pomoca wzorow:
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£h
Kkl k "gh 0 11
55
0 on «© <h S

3kI " b k Sgh b 1"

Na podstawie regut transformacyjnych wielkosci zwigzanych z w#déknami
Fm i1 "FI' oraz wzoréw (55) stwierdzamy spednienie dla dowolnego elementu
(c,d) e /Gr/, rbéwnania:

iho(c.d) ° hl = hl o X(c,d) = (56)

ktére mozna zapisa¢ w postaci przemiennego diagramu

ypry (c,d) ypmy
" ht , (c.d)f ,/r]|. (€D

/EY/ /Fn/
xh (c,d)

Oe$li uporzadkowane tréjki (Gr, Fm, a), (Br,"Fm,"0) sa grupami Liego
przeksztatcen (lewostronnych) oraz spei#nione Jest roéwnanie (56) (czy tez
diagram (57)), ”h0" jest homomorfizmem grupy. Gr w grupe *Gr, to upo-
rzadkowang pare odwzorowan (hO0 ,hj) (pewnej klasy) nazywamy wspo64zgodnag
([19], s- 43). W naszym przypadku mamy wiec do czynienia z odwzorowaniami
wspétzgodnymi (ho>h1).

Zauwazmy, ze roéwnanie (56) podobne jest do tego, jakie wystepuje w de-
finicji komitanty dwu obiektéw abstrakcyjnych specjalnych ([n]. s. 88).
R6znice polegaja na tym, ze definiujac komitante nie zadamy rézniczkowal-
nosci odwzorowan hQ, h® oraz odwzorowanie hQ jJest identycznoscig. We
wzorach (55) dostrzegamy definicje rzutu wielkosci kontra i kowariantnych
na podrozmaitos¢ YFf. Na razie jednak, rzut ten dotyczy tylko samego po-
wigzania punktéw wiékien wzorcowych Fm i °F1, Celem naszym bedzie teraz
powigzanie obiektéw geometrycznych szczegélnych, czyli punktéw rozmaito$-
ci wigzek BN i "BN.

; Aby to osiagnac zbu%pjmy najpierw Jeszcze wsp6tzgodng pare odwzorowan
(hQ ,h). Odwzorowanie h definiujemy nastepujgco:

(58)
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Wykorzystujac reguty transformacji dla elementéw wiékien wzorcowych obu
wigzek gt#oéwnych (poréwnaj wzér (6)) oraz fakt, ze odwzorowanie h stanowi
epimorfizm grupy G na grupe 'G'r, tatwo wykazaé¢, ze odwzorowanie ,ﬁ nie
zalezy od wyboru map o indeksach of,"ce, czyli jest prawidtowo okreslone.
(Mapy rozmaitos$ci bazowej oraz atlasu wigzki i rozmaitosci wigzki indek-
sowane sg tak samo w przypadku wigzek W, W, jak i odpowiednio wigzek W,
IWJ Jednoczes$nie spostrzegamy, ze odwzorowanie to (suriekcja klasy C.J
indukuje odwzorowanie tozsamos$ciowe h » id"yf* rozmaitosci bazowych wig-
zek g#oéwnych. Dziatania (I)-I’ _%(klasy C«) oraz odwzorowania I-lI/ -, I%I}(-l)
(dyfeomorfizmy klasy C<) definiuje(reny ponizej (pordéwnaj: [19] , s. 85):

(cd) ® * = (c.d)(®> =t<”"v e (c'd)" K
y = p(2), z 6 /HM/. (c.d) e /Gr/. <591
H H H
d oz = 1d@) i d i),
*H'H h A
y® p(z), ze AIM/, di /Gr/. (60)
1H"H "H

A
Podobnie jak w przypadku odwzorowania h mozna wykazaé, ze odwzorowania

M(c,d)’ Hd nie zalezg od wyboru map ot ,"of. Stwierdzamy nastepnie, ze wa-
runki podobne do okre$lonych wzorami (36), (37), (47), (48) sa spednione,
czyli mamy do .czynienia z grupami Liego przeksztatcen (lewostronnych) (Gr,
HM , 8), (tr, -HM. _H©).Wdalszym ciggu moznawykazac¢ spetnienie dla do-

wolnego elementu (c,d) e /G /."rb6wnania:

,iho (c,d) 0 ° i(c.d)" (61)

lub tez przemiennego diagramu

(c.d)
/hm/ /hm/

V20V A ——— ARM/ . (c.d)e /Gr/. (62)
“Hho (c "d)



- 32 -

Wobec tego odwzorowania (hO ,h) sa wspétzgodne oraz odwzorowanie h wyzna-

cza z pomocg rzutéw p i p odwzorowanie h. Stanowig one tzw. homomor-
H "H
fizm wigzek ([19j, s. 94).
Odwzorowanie h postuzy nam teraz do konstrukcji odwzorowania R

R= 172~ 0 hi° Z 6

gdzie dla z
H

e P_1(||yj) dyfeomorfizmy klasy Co”jzL“1
H
([z1"1 : p-1Qyi) - /Fm/) oraz [h(z)d (h(z) :/Fm/ _ "o-1QGyD)
zdefiniowane sa nastepujaco (patrz: [I19] , s. 89):
" =[h_A2D) = ¢ ¢ )yHNI®(CiINV(2)'

y =p@ =p®@, ©4)
H H

"z . [8(Z>] («> ]

y =p(2 = p(2)-
H H
Mozna wykaza¢, ze odwzorowanie R jest suriekcja klasy (o,, oraz ze nie
zalezy ono od wyboru indekséw oe, "of ani od wyboru elementu zsp *(jyl)-0Od
wyboru indekséw of ,*cF nie zalezg roéwniez odwzorowania’Tza_lH, Eh(z)& . Sy-
tuacje opisang wzorem (63) przedstawiamy za pomocg przemiennego (dla kaz-

dego elementu =z e /H/) diagramu:
H M

/Fnv -~ L /& /

[h]l [[fi(z4 (66)

/BN/ A"n/



33 -

Mamy w ten spos6b odwzorowane wkdkna rozmaitosci BN na wkdkna rozmaito-

§ci  "BN, czyli zachodzi rzutowanie obiektéw specjalnych szczeg6élnych na

rozmaitos¢ bazowe Y*. 0Oes$li obra¢ element 2z oraz w konsekwencji z, tak
H *H

by dla pewnych wskaznikéw op , "gf zachodzity zwiezki:
eeoe $*<';> | el

wzory (64), (65) przybiore szczeg6lnie przejrzyste postac.

Powracajec do definicji morfizméw zamieszczonej na poczetku punktu 5,
podamy teraz warunki, jakie musi spednia¢ cieg odwzorowan rézniczkowal -
nych @i, h, hj, hQ, h). Mianowicie para (ho>h) ma by¢ homomorfizmem wie-
zek, para (h°’W') - pare odwzorowah wspé4zgodnych oraz dla dowolnego "ﬁ'

diagram (66) ma by¢ przemienny. W omawianym przyktadzie, jak widac,warun-
ki te se speknione.

Umiejetnos¢ konstruowania dowolnych morfizméw wiezek polega na doborze
tréjki odwzorowan (h ,hﬂ,ﬁ) spetniajecych dwa pierwsze z wymienionych wa-
runkéw. Dak mozna wykaza¢, odwzorowanie h okreslone przez wzdér (63) Jest
wowczas zawsze niezalezne od wyboru elementu z e p-1(yj)- W omawianym

przyktadzie morfizm mozna nazwa¢ rzutem wiezki W na wiezke "W. Dokonu-
Jec rzutowariia wiezek wystarczy wkasciwie zbudowaé¢ pare odwzorowan wspod-
zgodnych (hQ ,h1), gdyz odwzorowanie h okreslone wzorem (58) zawsze spe#-
ni warunek (61), Jesli "h *“ bedzie okres$lone wzorem (54). Podane konstruk-
cje rzutowania wiezek mozna zastosowa¢ w przypadku teorii Lagrenge®a ukita-
dow elektromechanicznych. Wystepuje tam réwniez wiezy powodujece, ze nie
kazdy punkt rozmaitosci Xn stuzecej do okresSlenia Dotozen ukdtadu jest
\przez taki uktad "osiegalny”. Wiezy te definiuje podrozmaitosc rozmai-
tosci Xn. Sted tez pojawi sie konieczno$¢ wprowadzenia operacji rzutowa-
nia wiezek.



6. SPOSOB OPISU PRACY SIECI W WIAZKACH W, "W

Sam fakt dysponowania pojeciem odpowiedniej wiezki pozwala na rejes-
tracje punktéw pracy rozmaitych sieci w kolejnych momentach czasu. W na-
szym przypadku ustaliwszy wiezki W,"W mamy mozliwo$¢ analizy pracy kon-
kretnej sieci o n gateziach 1 f obwodach niezaleznych dla ustalonych
liczb n, f(n;>f). Jednakze wspomniane rejestracje pracy sieci musi po-
przedzi¢ podanie réwnan opisujecych Je i to w formie niezaleznej od wybo-

ru indekséw ce, "of map rozmaitosci bazowej i Jednoczes$nie map atlasu wiez-
ki i rozmaitosci wiezki (patrz wzory (45), (52)) - tzw. formie wspokzmien-
niczej.

W roéwnaniach sieci figurowaé¢ bedzie zmienna czasu t. Czas nie by} re-
prezentowany ani w rozmaitosci bazowej, ani we whéknie wzorcowym. Mozli-
wa Jest realizacja bedz pierwszej z tych koncepcji, bedz drugiej. Wystar-
czy w tym celu wzbogaci¢ rozmaitosci Xn, o Jeden wymiar i zmienne
czasu transformowa¢ niezaleznie, stosujec dla niej transformacje tozsa-
moéciowe - dalszy tok postepowania by#by analogiczny do przedstawionego w
punktach 4, 5. W drugiej koncepcji wzbogacamy wkdkna wzorcowe FQ oraz "F m
o Jeden wymiar, traktujec czas jako skaler (w sensie obiektu abstrakcyj-
nego). Przeprowadzenie rozwazan podobnych Jak w punktach 4, 5 1 w tym
przypadku nie nastrecza trudnosci. Oba wyjsScia se jednak dos¢ sztuczne.
Pierwsze ze wzgledéw geometrycznych (transformacje wszystkich pozostatych
wielkosci nie ulegaje wéwczas zmianie)} drugie ze wzgledéw fizykalnych,
poniewaz woéwczas, przynajmniej formalnie, transformacje dla czasu uwaza
sie za uzaleznione od transformacji dotyczecej #*adunkéw elektrycznych. Nie-
bawem stwierdzimy, iz obrazem pracy sieci w przypadku #adunkéw elektrycz-
nych obwodowych bedzie krzywa parametryczna, ktérej nosnik zawarty bedzie
w Gdyby w oparciu o ten nos$nik mozna zawsze utworzy¢ rozmaitosé
jednowymiarowa (podrozmaito$¢ rozmaitosci YF), mozna by traktowaé chwile
czasu jako wsp6trzedne map takiej rozmaitosci. Niestety nie zawsze tak
musi by¢é. Do tego dochodzi Jeszcze kwestia oslegniecle wspétzmiennosci
réwnan sieci przy zmianie wspéirzednych czasowych, ktéra komplikuje take
koncepcje. Wobec powyzszego pezostawimy tu czas Jako wielko$¢ natury nle-
geometrycznej przynajmniej w sensie reprezentowania go w rozpatrywanych
wlezkach. Stanowi ta pewne luke, ale upraszcza 1 tak Juz dos¢ zkazony
opis sieci.

Podamy teraz roéwnania sieci wiezeca ze eobe sktadowe obiektéw geome-
trycznych, dla kolejnych wartos$ci zmiennej czasu t, wystepujacych w Jej



opisie. Oest to prawo zachowania 4adunku elektrycznego dla rozpatrywanej
sieci zapisane w zwyczajnej postaci

u u
agq =0Q. (67)
lub tez w formie parametrycznej
q9 " b9okQk ¢ %8. (68)
gdzie
u u
Q =aq9, (69)
o] yo

drugie prawo Kirchhoffa dla naszej sieci

(c)Uk = b9k (c)ug m 0 <70>

oraz roéwnania definicyjne gatezi (rys. 1)

(c)ug = Mghgh ¢« W 9 * Sghgh " V - 1)

W Swietle wzoréw (16). (20), (22), (27), (25), (@i) . (23) oraz zamiesz-
czonych uwag o wektorowym charakterze transformacji sk#adowych q 1 ska-

larnym 8 wspodzmienniczo$¢ roéwnan (67) - (71) Jest oczywista. We wzo-
rach (67”, (69) poroéwnujemy dla poszczegdlnych wartosci zmiennej t skia-
dowe skaleréw, we wzorze (68) - wektoréw kontrewarientnych (wzgledem struk-
tury rozmaitosci xn), we wzorze (71) - wektoréw kowariantnych (tez wzgle-
dem struktury rozmaitosci Xn), we wzorze (70) wystepuje skitadowe zerowe-
go wektora kowarlantnego (wzgledem struktury rozmaitosci Y ).

Réwnania te nie se zbyt wygodne do analizy, bowiem mamy n réwnah roéz-
niczkowych (wzér (71)) i réwniez n algebraicznych (wzory (67), (70)).
Podstawiajec prawe strony zaleznosci (68) do (71) i mnozec te ostatnie
przez “bg." otrzymujemy, po wykorzystaniu wzoru (70), réwnania obwodowe
(oczkowe) :
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gdzie
MKl “ b9kMghbV @3)
Rkl * b9kRghbhl~ (€£0)
Skl " bokSghbi- (75>
(o) = E- + Ei.. (76)
EK - bV g - an
Ek - -b9kSgh2h- <78>

Na podstawie wzoréw (20), (24) , (25, (26), 23), (27 ,(22) stwierdzamy

wspodzmienniczos¢ wzoréw (72) - (78).
Na ogé+ za wielkosci zadane pewnej sieci mozna uwazac, dla obranych
uktadoéw wspotrzednych o wskaznikach @, (zazwyczaj prauktadéw u ,u ),
PX Y

macierze a, b, M, R, S, e, q. W oparciu o nie obliczamy wielkosci obwo-

o
dowe “M,"R,"S, E, E, (c)E. Zaktadamy, ze funkcja e i w $Slad za nimi
"E", M/,\E” se co najmniej klasy C . Nastepnie zaktadajec warunki  po-
czetkowe Q(f0) = 0, Q(to) « 6( rozwigezujemy roéwnania (72) (jak wiadomo

réwnania takie maje jednoznacznie okreslone rozwiezanie klasy CEw zbio-
rze R, spedniajece podane warunki poczetkowe). Zatozenie Q(tQ) =0 uczy-
nione jest po to, by mozna interpretowa¢ na podstawie zwiezku (68) state
g9 (réwne wartosciom funkcji statych q9) jako "q9(t0)". Przyjmujec do-

wolne wartosci “I", zaktadamy milczeco,®ze rzed macierzy *M jest roéowny f
o}
(czyli, ze roéwnanie (72) sprowadzalne se do postaci normalnej). Jes$li nie

poczynimy zadnych uproszczen odnos$nie do indukcyjnos$ci, mozna wykazaé¢, ze
tak jest rzeczywiscie ([4], s- 35). Znajec funkcje Q (co najmniej klasy
C2) spetniajece roéwnania (72) , na podstawie roéwnan (68) i (71) obliczamy
funkcje q oraz (c)u* tatwo przekona¢ sie, ze roéwnania (70) bede woéw-
czas spetnione. Odwrotnie Jesli funkcje q, (c)u spekniaje roéwnanie (67),
(70), (71), to wprowadzajec funkcje Q za pomoce réwnan (68) stwierdzamy
spetnienie przez nie roéwnan (72).

Prace sieci interpretujemy w wiezce W, podajec Kkrzywe parametryczne
Q, w (okreslone np. na catym zbiorze R). Na podstawie wzoru (45) widac,
ze przy znajomos$ci obu tych krzywych mozemy skonstruowa¢ krzywe parame-
tryczne, ktérej nosnik zawarty bedzie w Fizykalnie oznacza to, ze
w danej chwili czasu t obserwujemy obiekt geometryczny zdozony (szcza-
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g6lny) zwigzany z naszg sieci? elektryczng, Obiekt ten nalezy do w#dékna
nad punktem rozmaitos$ci Y osiaggnietym w tymze momencie t. Rzutujac ten
nosnik za pomoca ”p" otrzymujemy wspomniany poprzednio nos$nik zawarty w
../Y y.. opisujecy sam tylko przebieg +adunkéw obwodowych. Zupednie podobny
rezultat otrzymamy dla wigzki "W, operujac krzywymi parametrycznymi Q,"w.
Wigzka ta. Jak wida¢, dostosowana Jest do operowania wydacznie wielko$-
ciami obwodowymi.



7. WNIOSKI KONCOWE

Czytelnik, ktéry zna zastosowania teorii wiazek w teorii” pola elek-
tromagnetycznego zastanawia sie z pewnos$cig nad motywacjg wyboru wielko$-
ci fizycznych rejestrowanych w rozmaitosci bazowej oraz we wkdéknach roz-
maitosci wigazki. Podobnie powstaje pytanie czemu reguty transformacyjne
wsp64rzednych rozmaitosci bazowej sa takls, a nie inne; czemu tez po-
szczegblne wielkosci fizyczne zostaty opisane takimi, anie innymi, obiek-
tami geometrycznymi. OdpowiedZ na te pytania musi by¢ poprzedzona stwier-
dzeniem, co w przedstawionej teorii powinno by¢ weryfikowane na drodze
eksperymentalnej oraz na ile w tej materii teoria ta jest podobna, np. do
teorii pola elektromagnetycznego. Rzecz Jasna, chodzi tu Jedynie o wska-
zanie, co powinno by¢ zmierzone, bez komentowania jak to nalezy zrobi¢.
W tym celu trzeba przesledzi¢ definicje wigzek zwigzanych z wystepowaniem
obiektéw geometrycznych specjalnych.

A wiec, ogélnie rzecz biorgc, nalezy po pierwsze sprawdzi¢, czy ’poto-
zenia" opisywanych uk#adéw fizycznych, ktére chcemy rejestrowaé w roz-
maitosci bazowej, rzeczywiscie dadzg ale "zorganizowac"
rézniczkowg (badz tez tylko wspoédrzednosciowg). OczywisScie sam proces tej
organizacji Jest Jul procesem natury geometrycznej - musimy po prostu wy-
bra¢ taki zbidér, by miedzy Jego elementami 1 potozeniami uktadéw zacho-

w taka rozmaitosé

dzita wzajemnie jednoznaczna odpowlednio$¢é. Natomiast procesem pomiaro-
wym Jest rejestracja wspédrzednych tych potozed za pomocg odpowiednio do-
branych i przyporzadkowanych tym potozeniom miernikéw. Os$ll teraz na pod-
stawie pomiaréow stwierdzimy, ze pewne podzbiory zbioru potozedé uktadéw po-
wigzane sa wzajemnie jednoznacznie z pewnymi podzbiorami otwartymi prze-
strzeni arytmetycznej Rn (o ustalonym wymiarze n), to tym samym kon-
trolujemy pomiarowo uktady wspétrzednych naszej rozmaitosci bazowej, bo-
wiem w zbiorze potozen uktadéw mozna wprowadzi¢ topologie, przy ktérej u-
ktady wspoétrzednych sa rzeczywiscie homeomorfizmami, jak tego wymaga ich
definicja (poréwnaj: [s], b. 19, [5], es. 11, 12; gdzie tez podane sg za-
tozenia, jakie spekniajag wspomniane odwzorowanie, by topologia byta jed-
noznacznie okreslona oraz by byty one homeomorfizmami zbioréw otwartych).
W niektdrych przypadkach kontrolujemy pomiarowo tylko pewne mapy rozmai-
tosci bazowej oraz transformacje prowadzace od nich do pozostatych map
jej atlasu. Trzeba pamietaé¢, ze od strony pomiarowej mozna uwazac¢, ze
sprawdzamy tu dla map i transformacji tylko wzajemna jednoznaczno$¢ dane-
go odwzorowania (z pewna okreslong doktadnoscia oczywiscie) w skonczonej
liczbie punktéw jego dziedziny. Wobec tego z pomiarowego punktu widzenia
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przedtuzamy odwzorowanie dyskretne do ciggtego, czy tez nawet gtadkiego
pewnej klasy okreslonego, np, na podzbiorze otwartym "Rn". Sposdéb dokona-
nia takiego przedduzenia wigze sie whasciwie tylko 2z checig po6zniejszego
stosowania twierdzen wymagajacych odpowiednich zatozen dotyczacych oma-
wianych odwzorowan.

Po drugie, nalezy dokona¢ pomiaréw sktadowych obiektéw geometrycznych
szczegb6lnych, opisujgcych wielkosci fizyczne rejestrowane w rozmaitosci
wigzki, w pomiarowych uktadach odniesienia (realizowanych za pomocag odpo-
wiedniego przyporzadkowania miernikéw mierzonym wielko$ciom fizycznym)
zwigzanych z poszczeg6lnymi mapami rozmaitosci bazowej, Tym samym kontro-
lujemy mapy atlasu wigzki. Czasem robimy to tylko dla pewnych map, ale za
to sprawdzamy pomiarowo reguty transformacyjne obiektéow geometrycznych
obowigzujgce przy przejsciu od tych map do pozostatych. Pamietajmy jed-
nak, obserwujac przyktad wigzki budowanej dla sieci elektrycznych, ze nie-
raz trudno jest uzyska¢ rozmaito$¢ wiagzki w oparciu o odpowiednio zbudo-
wane wkdékno wzorcowe, tak by kazdy jej punkt odpowiadat jakiej$ wielkosci
fizycznej pewnej sieci. Czesto ze wzgledu na prostote rozumowah wygodnie
jest operowaé¢ rozmaitos$ciag wigzki posiadajgcag punkty bez interpretacji
fizycznej.

Po trzecie wreszcie, nalezy dokona¢ weryfikacji eksperymentalnej wzo-
row opisujacych konkretne "ruchy"™ konkretnych uktadéw obserwowanych na
“tle" danej wiagzki. We wzorach tych (formutowanych wspo6dzmienniczo) wy-
stepuja sktadowe uzywanych w wigzce obiektoéw geometrycznych lub tez pewne
ich pola. Weryfikacji tej dokonujemy w opsrciu o dowolne mapy pokrywajace
swymi dziedzinami rozmaitos¢ bazowa (oraz skojarzone z nimi mapy atlasu
wigzki). Trzeba sobie zdawa¢ sprawe, ze w zaleznosci od rodzaju takich
wzoréw, pomiary moga stanowi¢ sprawdzenie pewnych wnioskéw wyprowadzonych
na podstawie tych wzoréw. Z tymi eksperymentami wigze sie tez podziat o-
pisywanych wielkosci fizycznych na wymuszenia i odpowiedzi. Trudno Jednak
rozpatrywa¢ blizej te sprawe nie konkretyzujac teorii.

Realizacja wymienionych pomiaréw moze by¢ bardzo rozmaita w przypadku
réznych uktadéw fizycznych i réznych wigzek tworzonych dla nich. Wskazemy
wiec przynajmniej bardzo pobieznie Jakie sa podobienstwa i réznice wyste-
pujace pod tym wzgledem w teorii pola elektromagnetycznego i omawianej
teorii sieci elektrycznych. Dla uproszczenia przypusémy, ze rozpatrujemy
teorie pola w prézni. Przez utworzenie ukdtadéw inercjalnych 2z przyrzadoéw
stuzacych do pomiaréw odlegtosci przestrzennej i czasu weryfikujemy po-
szczeg6lne uktady wspotrzednych czasoprzestrzeni, ktére interpretowana
Jest w teorii pola Jako rozmaito$¢ bazowa. Nastepnie w kazdym punkcie cza-
soprzestrzeni mierzymy dla kazdego z inercjalnych uktadéw odniesienia skia-
dowe tensorow rozmaitych mozliwych pél elektromagnetycznych. (Tak szeroko
pomy$Slane pomiary sa oczywiscie idealizacja, Jesli chodzi o obserwacje
wszystkich po6l w catej czasoprzestrzeni”® Jesli w wigzce o wymienionej
bazie i wkdéknie wzorcowym, w ktorym rejestrujemy sktadowe tensoréw pola
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chcemy obserwowaé¢ Jakie$ konkretne pole (w formie ciecia wiezki ([19], s.
Pi)), to trzeba tez pomierzy¢ w poszczegdlnych punktach czasoprzestrzeni
dla danego uktadu inercjalnego sktadowe Jego tensora, w ten sposdb spraw-
dzamy dla obserwowanych po6l stuszno$¢ réwnan Maxwella. Zwréémy uwage, ze
wowczas transformacje dla wspédrzednych rozmaitosci bazowej bedg, ogdélnie
rzecz biorac, transformacjami nalezacymi do grupy Lorentza i prawo trans-
formacji dla wielkosci polowej bedzie tensorowe o wspodczynnikach wyzna-
czonych przez grupe Lorentza. Bez wykonania powyzszych doswiadczen nie
wiedzielibySmy o tym. Natomiast w przypadku teorii sieci elektrycznych we-
ryfikacji eksperymentalnej podlega tylko jedna mapa rozmaitosci bazowej i
jedna atlasu wiagzki. Transformacje prowadzace od tych map do pozostatych
mozemy realizowa¢ praktycznie, tworzac sami ukdady przeksztatcajgce stare
wsp64rzedne dotyczgce *adunkéw obwodowych na nowe oraz stare sktadowe wiel-
kosci fizycznych rejestrowanych we w#déknie wzorcowym na nowe. W ten spo-
s6b realizujemy tez tzw. uktady odniesienia. Czasem rzeczywiscie jest to
robione, np. moze dotyczy¢ to tzw. fFiltrow sktadowych symetrycznych prze-
ksztatcajgcych wspétrzedne fazowe sinusoidalnych pradéw i napie¢ gatezi
3-przewodowych na wspétrzedne symetryczne ([2], ss. 27, 28). W tym momen-
cie wida¢ jasno réznice pomiedzy stosunkiem do eksperymentu teorii pola
elektromagnetycznego i teorii sieci elektrycznych. Mozna powiedzieé, ze
omawiane transformacje w pierwszym przypadku sa w pewnej mierze dziedem
natury, w drugim - dzietem eksperymentatora. Poniewaz prawa Kirchhoffa i
réwnania definicyjne elementéw R, L, C, e stanowigce podstawe teorii

sieci zostaty dawno sprawdzone (w prauktadach u , u ), wiec whasciwie
PX Y
wida¢, ze operowanie wigzkami, w ktérych mamy wiele uktadéw wspéirzednych

dla rozmaitos$ci bazowej i atlasu wigzki nie wymaga przeprowadzenia nowych
doswiadczen w pordwnaniu z niegeometryczng wersja teorii sieci. Powstaje
wobec tego pytanie: jaki sens ma wprowadzenie do teorii sieci teorii wig-
zek. Podobne pytanie mozna zreszta postawi¢ odnosnie do analogicznego pro-
blemu geometryzacji innych teorii, np. teorii uktadéw elektromechanicz-
nych, w ktérej oprécz rozmaitych elementédw natury elektrycznej opisywane
sa ciata sztywne. Postaram sie teraz chocby czesciowo odpowiedzie¢ na nie,
jak i skomentowaé spos6b wprowadzenia w naszym przypadku teorii wigzek.
Pierwszy, zaznaczony ponizej powdd, przemawiajacy za tym zastosowaniem
teorii wiazek wydaje sie pod wzgledem teoretycznym najwazniejszy. Widzie-
lismy. ze w sensie eksperymentalnym mapom rozmaitosci bazowej oraz atlasu
wigzki odpowiadaja przyporzadkowania $rodkéw pomiarowych, sktuzacych do wy-
znaczania wspé4rzednych rozmaitosci bazowej oraz sktadewych obiektéw geo-
metrycznych. mierzonym obiektom fizycznym. Nazwijmy te eksperymentalne
odpowiedniki wymienionych map rozszerzonymi uktadami odniesienia. Jesli
teraz zdecydujemy sie na wspoOdzmiennicze sformutowanie réwnan sieci, to
stwierdzimy, ze "prawa rzadzace" siecig sa niezalezne od uzytych rozsze-
rzonych uktadéw odniesienia; nie sa rezultatem ich przypadkowego doboru.
Czyli w powyzszym sensie uniezalezniamy sie od tych uktad6éw odniesienia i



charakteryzujemy lepiej sam mierzony obiekt. Ildea ta Jest wsp6lna teorii
pola elektromagnetycznego 1 teorii sieci, niezaleznie cd ooprzednio wska-
zanych roéznic dotyczacych stosunku do eksperymentu obu teorii. Przyswieca
ona wszystkim teoriom fizyki sformutowanym za pomoce teorii wiegzek 1 ka-
nonu wspétzmienniczego formutowania ich wzoréw.

Gdyby nawet pomine¢ powyzszy argument i stwierdzi¢, ze w teorii sieci
mozna by ograniczy¢ sie do jednej mapy rozmaitosci bazowej i jednej atla-
su wiezki, to trzeba pamieta¢, ze teoria sieci moze by¢ uwazana za frag-
ment szerszej teorii uktadoéw elektromechanicznych. Tam na og6+ nie da sie
pokry¢ rozmaitosci bazowej dziedzine jednej mapy i sted wystepuje woéwczas
konieczno$¢ stosowania wielu map. (Tego rodzaju ograniczenie spowohrwatv-
by. ze do analizy pracy sieci wystarczytyby whasciwie przestrzenie IN Iub
RN.) "

Nastepny powdd Jest bardziej praktycznej natury. Mianowicie, dysponu-
jac wieloma mapami w danej wiezce mozna wybra¢ takie, w ktérych wykonanie
pewnych rachunkéw bedzie tatwiejsze niz w innych. Na przyktad w teorii
sieci wybieramy mapy takie, dla ktérych macierz "M wystepujacg w réwna-
niach (72) bedzie diagonajrna, wéwczas +atwo réwnania te sprowadzi¢ do po-
staci normalnej. Podobny motyw wystepuje w teorii skiadowych symetrycz-
nych. b teorii uktadow elektromechanicznych lub teorii pola elektromagne-
tycznego chodzi o rzeczy znacznie istotniejsze, mianowicie o taki wybor
map. dla ktérych catkowanie roéwnan rézniczkowych zwyczajnych w pierwszym
przypadku, a czestkowych w drugim jest najtatwiejsze. Przedstawiony tu
motyw mozna uzupednié. Zastosujmy mianowicie transformacje

Ua ° V Afl oraz u* . u: /IVM~ /fe’'N.
P PF BP ° 35

(Na skutek globalnoscl map transformacje te se dobrze okreslonej Moze
sie zdarzyé¢, ze transformacja taka przyporzedkowywaé¢ bedzie sieci, ktérej
praca przedstawiona jest w "BN" za pomoce no$nika odpowiedniej krzywei
parametrycznej (patrz: punkt 6) inne sie¢, ktérej rozwiezanie bedzie #+a-
twiejsze na skutek prostszej budowy macierzy wystepujacych w réwnaniach
(72). Analogiczne rozwazania Czytelnik moze znalez¢ w pracy [3] ,ss. (117-
121) , gdzie w powyzszy spos6b dokonuje sie dekompozycji (n+l) - przewodo-
wej (ns N) linii ddugiej symetrycznej, pracujecej w stanie ustalonym o
sinusoidalnych przebiegach czasowych predéw i napie¢, doprowadzajec do
rozwiezania zamiast niej n niezaleznych linii dwuprzewodowych.

Wreszcie sprawa niemniej wazna. Analizujec réwnania, opisujece jakis$
obiekt fizyczny, bez pomocy teorii wiezek, nie posiadamy dla danego roz-
wiezania tych réwnan "tda" jakim jest wiezka - patrzymy na to rozwiegzanie
w izolacji od innych mozliwych stan6éw tego obiektu fizycznego i innych
rozwiezan Jego réwnan. Konkretyzacja tej wypowiedzi wymagataby, rzecz ja-
sna, rozwoju przedstawionej teorii. Przewidujec go, mozna postuzyé sie
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pewng geometrycznag analogia dotyczgca mechaniki. Wystarczy mianowicie prze-
Sledzi¢ role, jaka odegraty w mechanice prostsze pojecia: przestrzenie kon-
figuracyjna 1 fazowa ss. 146, 225), aby nabra¢ przekonania, ze
zespolenie metod analitycznej 1 geometrycznej jest rzecza whasciwg.

Argumenty powyZsze stanowia, jak sie wydaje, uzasadnienie operowania
teorig wiazek w prezentowanym przypadku. Pozostaje Jeszcze kwestia, po-
bieznego choéby, wyjasnienia pytan postawionych na poczatku punktu 7, do-
tyczacych interpretacji poszczegélnych wielkosci fizycznych w obu zdefi-
niowanych wigzkach. Otéz wobec tego, ze nie trzeba weryfikowaé ekspery-
mentalnie regut transformacji wspédrzednych rozmaitosci bazowych oraz skta-
dowych obiektéw geometrycznych, mamy znaczng dowolno$¢ w wyborze wielkos$-
ci fizycznych rejestrowanych w rozmaitosci bazowej 1 rozmaitosci wigzki.
Dowolno$¢ ta dotyczy réwniez doboru obiektéw geometrycznych sdtuzacych do
opisu wielkosci fizycznych. Oest ona jednak krepowana pewnymi wzgledami
formalnymi. Zaznaczymy tu tylko pewne spos$rod nich, ktére s natury geo-
metrycznej. Mianowicie, roéwnania sieci powinny by¢ wyrazone w formie wspod-
zmienniczej. Wielkosci o odrebnym charakterze fizycznym powinny by¢ opi-
sane odrebnymi obiektami geometrycznymi. Oak to byko juz zaznaczone, roz-
maitosci bazowa i wiazki powinny by¢, w miare moznosci, pozbawione punk-
téw nie posiadajgcych interpretacji fizycznej. Powodem wystgpienia takich
punktéw w rozmaitosci wiagzki moze by¢ nie tylko nie uwzglednienie pewnych
zwigzkéw zachodzacych pomiedzy sktadowymi obiektéw geometrycznych posia-
dajacych interpretacje fizyczng (dotyczacych wielkosci mierzonych, podle-
gajacych opisowi w teorii), lecz takza wystgpienie pewnych obiektéw pozba-
wionych takiej interpretacji (patrz np.: [3], ss. (108-115)). Atlas roz-
maitosci bazowej powinien mle¢ wystarczajaco duzo map dajacych Kkorzysci
praktyczne przy rozwigzywaniu réwnan sieci, lecz zbyt duza Ich liczba tez
nie Jest dobra. Przypusémy bowiam, ze zamiast operowa¢ rozmaitos$cig bazo-
wg Jako wspotrzednosciowg, zaopatrzylismy ja w atlas maksymalny, tworzac
rozmaitos¢ roézniczkowg, wéwczas dla utrzymania wspé4zmlenniczos$ci roéwnan
(71), (72) musielibysmy operowa¢ pochodng absolutng, co skomplikowatoby
niepotrzebnie posta¢ tych roéwnan, czyniac Je nieliniowymi w pewnych uk#a-
dach wspé4rzednych.

W przedstawionej teorii sieci elektrycznych charakterystyczne Jest, ze
ujmuje ona z osobna sieci dla kazdej ustalonej pary liczb (n,f). Powstaje
pytanie, czy mozna zbudowaé¢ taka wigzke, w ktérej datoby sie opisywaé sie-
ci o dowolnej liczbie gatezi i1 niezaleznych obwodéw. Nie przesagdzajac tu-
taj odpowiedzi, trzeba zdawa¢ sobie sprawe, ze rozwiazania nalezy szukac
w teorii rozmaitosci i wigzek nieskonczenie wymiarowych.

Wreszcie trzeba zaznaczy¢, ze wybor metody obwodowej (oczkowsj), jako
kandydujacej do geoaezryzacji, zostat dokonany ze wzgledu na znaczne Jej
pokrewienstwo z teorig Lagrange®a uktadéw elektromechanicznych. Nie Jest
to Jednak Jedyny mozliwy wybdr. Pewng systematyka podziatu wielkosci fi-
zycznych zwigzanych z sieciami elektrycznymi na wielkosci wymuszen, odpo-
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wiedzi 1 stanu oraz uzyskiwanej postaci réwnan sieci zajmuje sie metoda
przestrzeni stanéw (patrz np.: [6]. ss. (159-ie2)). Teoria wiezek moze

stanowi¢ podbudowe geometryczng tej metody operujacej pod tym wzgledem
przestrzeniami arytmetycznymi.
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PEWNE ZASTOSOWANIA TEORII WIAZEK
W DZIEDZINIE SIECI ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie

w niniejszej pracy zbudowano dwie wigzki wkokniste w ramach teorii sie-
ci elektrycznych. Podano interpretacje poszczegélnych wielkosci siecio-
wych w wymienionych wiezkach. Rozwazania powyzsze poprzedzone se krotkim
przypomnieniem definicji wiezek wkdéknistych i pewnej metody ich konstruk-
cji. Przeprowadzona Jest tez konstrukcja pewnego morfizmu, wiezecego obie
wiezki, zwanego rzutowaniem. Podany Jest spoe6b opisu pracy sieci w tych
wiezkach. Nastepnie objasniona Jest kwestia celowo$ci zastosowan teorii
wiezek w#oknistych w teorii sieci elektrycznych, oméwione se najwazniej-
sze momenty zwiezane z takimi zastosowaniami. Jak tez, w pewnej mierze,
stosunek przedstawionej teorii do eksperymentu.



HEKOIOPOE IPHMEHEHHE TEOPHH PACCjIOEHHi*
B OEJIACTH 3JIEKTPH<ffiCKHX

Pe 3aue

B HacTOHiaed padoTe ouKoaHO co3AaHne A”yx pacclioeHHit b odaacTH Teo-
p«n sjiexipHHecxHX pened, a Taxxe AaéTca HHTepnpeTauas OTAelibHtix ceTeBHX se-
jihhhh b yKa3aHHKX paocjioeHHHX. BumeyKaaaHHbm paccysAeHHHM npeAmecTByei xo-
poiKoe KanoMkHaHHe o Ae$HHHipiH paccjioeHHR h HexoToporo MeToaa hx xoHCTpyx-
UHH. ilpOBOAHTCA Taxxe KOHCTpyKIiHH HeKOTOpOTO MOpi)H3Ma, COBAHHHS)gero o6a pac-
cjjoeHHH, Ha3UBaeMoro npoexuHed h noxa3aH cnocod onncaHUH paRoiH neu« b sthx
pacclioeHHHX.

BaieM oo-bACHfleioa npodJiena pejiecoo6pa3HocTn npHMeneHHFl TeopHH paocoJioeHHFt
B TeopHH aaexTpHaeoxHX pened, oOcyamaioTCH Baameamne Mowemu, CBH3aHHbie ¢

AaHHbM npHMeHeHHeM, a Taxxe, b Kexoiopoil oieneHH, OTHomeKHe npeACTaBJieHHOU
TeopHH K axonepHMeniy.



CERTAINES APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FIBRATIONS
DANS LE DOMAINE DES CIRCUITS ELECTRIQES

Résumé

Dans le travail présent oa a construit deux fibrations dans le cadre
de la théorie des circuits électriques. On a présenté une interprétation
des particuliers paramétres de circuits électriques dans les fibrations
mentionnées. Des considérations ci-dessus sont précédées d"un court rap-
pel de la définition des fibrations et d’une certaine méthode de leur con-
struction. On a aussi réalisé une construction d"un certain morphisme,
liant deux fibrations, nommé une projection. On a présenté la facon de la
description du travail du curcuit dans ces fibrations. Ensuite on a ex-
pliqué un probleme de la finalité des applications de le théorie des fi-
brations en théorie des circuits électriques; on a présenté des moments
les plus importants liés avec ces applications, ainsi que, en quelque sor-
te, une relation entre la theorle présentée et une expérience.
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