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ZAGADNIENIE SZACOWANIA HEURYSTYCZNYCH ROZWIĄZAŃ 
PROBLEMÓW KOMBINATORYCZNYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono statystyczne po­
dejście do zagadnienia szacowania rozwiązań heurystycz­
nych. Estymator zbudowany został na uporządkowanym ciągu 
statystycznym utworzonym ze zbioru rozwiązań. Za pomocą 
granicznego rozkładu estymatora określono wartość parame­
tru 9 ,wyznaczającego w zbiorze rozwiązań tzw. punkt ciecia 
i bodącego oceną rozwiązania optymalnego. Podano również 
górną granicę przedziału ufności dla tego parametru.

1. Wstęp

Wiele problemów mających duże znaczenie praktyczne jak np. problem 
szeregowani a, komiwojażera, trójpodziału, załadunku itp. posiada struktu­
rę kombinatoryczną. Już dla najprostszych modeli spotykanych w zastosowa­
niach problemy te są NP-zupełne;a wyznaczanie rozwiązań optymalnych staje 
się niee-fektywne z punktu widzenia przydzielonych środków obliczeniowych.
W takich przypadkach kompromisowym wyjściem jest uzyskiwanie rozwiązań 
heurystycznych, traktując programowanie heurystyczne jako podejście do 
rozwiązywani a praktycznie użytecznych zagadnień.
Celem programowania heurystycznego jest więc konstrukcja algorytmu dające­
go "dobre", ze względu na kryterium długości czasu obliczeniowego i obję­
tości pamięci rozwiązanie dopuszczalne.

Jeżeli w konkretnych^zagadnieniach mających taki sam model matematycz­
ny występuj.różnice w rozmiarze tego modelu czy też w narzuconych wyma­
ganiach na czasy dostępności rozwiązań, to są one z punktu widzenia prog­
ramowania heurystycznego odmiennymi zagadnieniami. Stąd tak duża liczba 
algorytmów heurystycznych spotykanych w optymalizacji kombinatorycznej 
Cl, 51. Z uwagi na to, że algorytmy heurystyczne pozwalają otrzymvwz*ć 
tylko rozwiązania przybliżone, powstaje wówczas problem oceny tych 
rozwiązań C2, 3, 41.
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2. Oszacowanie rozwiązani a heurystycznego 

Oznaczmy przez
xr , >:r , xr , ... , xr

1 2 3 n

uporządkowany zbiór rozwiązań heurystycznych, natomiast przez 0 nieznana 
wartość parametru ocenianą jako wartość dokładną. Ciąg <1) traktować bę­
dziemy jako realizację uporządkowanego n-elementowego ciągu statystyczne­
go <n-elementową próbę)

X , Xr , Xr , ... ,X . (2)
1 2  3 r>

Dla uproszczenia ciąg Cl) zapiszemy w postaci X^, Xg, ... ,X f przy
czym £ X2 < Xg ... < X^. Elementy każdej realizacji próby stanowią
uporządkowany ciąg wartości

x  <  x  <  X  . . «  <  x  .  ( 3 )1 2  3 n

Parametr 6 w zbiorze wartości rozwiązań wyznacza tzw. punkt cięcia. 
Szacowani^. wartości tego parametru dokonujemy za pomocą statystyki pozy­
cyjnej. Rozważymy zagadnienie maksymalizacji identyfikując prawostron­
ny punkt cięcia.

Oznaczmy przez (X^, ,...,X^> estymator szacujący wartość parametru &. 
Wymaga się. aby estymator T spełniał warunek zgodności, tj. lim T = 0.n ł “ n -»OS n
oraz dodatkowo^aby funkcja estymatora była rozwijalna w szereg Taylora w 
otoczeniu punktu 0. •
Jeżeli wartość oczekiwana funkcji estymatora ma postać

a a a
ET = e + — 2- + — 2- + — 2- + . . . , (4)n n 2 a 9n n

to wiwcsas estymator z wyeliminowanym obciążeniem w postaci czynnika a /n 
wyrazi się następującą zależnością C23

T i "  - „ T. ) ,

gcJ2 i e

f X jeżeli X * X
T n - . . i =  m a "  ( X 1 ’  X 2 ’  ■ • • '  X i - ,  x t  ...X n ) =  |  1 " ,  ( 6 1I X jeżeli X. = Xv n-1 i n

Stąd

■T<ł’« T, X - C(n-l)X + X } 3 , <7)r» n n n r»-l

<B)
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Ze wzoru (8) i z własności estymatora otrzymujemy szacowaną wartość para­
metru w postaci

2 Xn- xn_t , <<?)

oraz wartość oczekiwaną estymatora T(1>n

e t ‘ 1 ’= e + — - + — i + ...... (1 0 )2
z obciążeniem rzędu 0(n >.
W analogiczny sposćb otrzymujemy

(1 1 )
Cn - (n-l> 3

gdzi e
a a
- 2 -  + - 1 -  + ... ,3 4 ’n n

Jest wartością oczekiwaną estymatora z obciążeniem rzędu 0<n”3). Wartość 
parametru 0 oszacowana za pomocą estymatora T<2> wyniesie więc

e<Z’= lim T<2'= 3X — 3X + Xn-tOO n n n-1 n-2

W ogólności dla 0< k <n otrzymujemy
k

T<k>= y (-1)Ł f 1 X . (12)
n L  I 1 + 1  J  n -i1=0 +

i k* —kEstymatory parametru 0, z obciążeniem odpowiednio rzędu 0(n )
konstruowane są więc za pomocą liniowej kombinacji elementów ciągu
statystycznego (1).

3. Górna granica ufności dla parametru 9

Ograniczenie od góry przedziału ufności dla parametru 9 przyjmujemy
w postaci C61

przy czym
LU = X + c (X - X ) , (13)0 n a n n-i

P i LU> 9 > = 1 - a . (14)a 9
Na podstawie powyższego wyrażenia mażemy z prawdopodobieństwem (1-a) po- 
wiedziećy, że wartość parametru 9 ograniczona jest od góry wartością U^. 
Sórna granica przedziału ufności jest zmienną losową i im wartość jej 
jest mniejsza/tym dokładniejsze oszacowanie.
'Spróbujmv bliżej określić tę granicę. W tym celu wprowadźmy funkcję odwro­
tną do funkcji Y = F^(;<),tj. H = F~ł, xęCx ,91, Y«=C0,13, gdzie F^(x) jest

U  1 F  Cr 1 C7
dystrybuantą zmiennej losowej 9 , (0 <F^(x)< 1) i jako funkcja ciągła jest
rozwijalna w szereg Taylora w otoczeniu punktu 9 .
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Funkcja H (Y) należy również do klasy -funkcji rozwijalnych w szereg Taylo­
ra w otoczeniu punktu Y = 2. Wobec tego

x  =  e  +  < y  - i )  h ‘ ” ( 1 ) " + 4 t ( Y  - i i 2 H ' 2 i ( i )  +  . . .  ,
n  n  r  Z\1 n  F

(15)

X = e * (Y -1) « ‘‘’ii) + ¿ M Y  -l)2H i:!'(l) + ... . (16)
n - i  n - l  F 2  ! n - i  F

Podstawiając X , X do wyrażenia (14) otrzymujemy
n n-l

P IX +c (X -X >>£>} = P C(l+c >X -c X >a> = P {(1+c ) l (Y -l)H‘ł,(l> +
Ot n  Oi n  n - l  O» Ot ri  Ot n -l CX Ot n  F

- 4 - ( Y  - 1 ) 2H, 21<1> +  . . . 3 > c t ( Y  - l ) H ‘ “ ( i ) 4 r ( V  - l > H <a, U > + .  ,  .  (¡> =  1 - 0
2  ! n  F  Ot n - l  F 2  ! n - l  F

Wiedząc,±e Y - 1-Y y dla dużych wartości n otrzymujemy
J  n

C

( l - a )  S; P <c Y M c  +  1 ) Y  > =  — , .o o 2 a i c +1 -a

c S: 1 .  ( 1 7 )
a  o t

Podstawiając otrzymane związki do <14), dostajemy oszacowanie wiarygo­
dności na poziomie (l~cx)ftj.

P (X + S  (X - X ) > e >  = l~a . (18)
Ci n  Ct n  n - l

Powyższe zależności można rozszerzyć na inne rozkłady F^(x), cłla których
■funkcje gęstości f^(x) = F^1>(x^ są dodatnie y niemonotoni czni e ciągłe i 
mające pochodne w punkcie Dla monotonicznie ciągłych funkcji poziom
wiarygodności można zapisać w postaci

p = CX + — (X -X )>£>> = n fi.(y)t'F,(p2?)j''',dy '
Ot n  Cs n  n - l  J  6  B  1 - C (

-  c c

&
n(l-a) ffs (ae+(l-oi)y) CF^Jy) l ^ d y

-C O

który jest odpowiednio większy lub mniejszy w zależności od tego } czy 
f^(x) jest funkcją rosnącą czy malejącą.
Dla przykł adu f jeżel i f^<x) *= kxk 1/&k , (0<x<^)ito

k— 1 ^ (k— 1) ! k-i_P = (l-a)tl -+ —  ---- a ... + ----------    a 3 .a krv-l . J e - 1(kn-1)

Dla jednostajnych rozkładów F '<x> otrzymujemy c * (l— cx)/ct .& ot
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4. Uwagi końcowe

Przedstawiona metoda statystycznej oceny rozwiązań heurystycznych 
odnosi się przede wszystkim do problemów kombinatorycznych, dla których 
istniejące algorytmy heurystyczne pozwalają szybko uzyskać zbiór warto­
ści rozwiązań dopuszczalnych. Do zbudowania estymatora punktu cięcia wy­
korzystane zostały informacje zawarte w zbiorze rozwiązań.

—Ję□trzymane estymatory z eliminowanym obciążeniem rzędu 0(n ) zostały
skonstruowane jako kombinacje liniowe elementów uporządkowanego ciągu 
statystycznego rozwiązań.
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AN EVALUATION OF HEURISTIC SOLUTIONS FOR COMBINATORIAL PROBLEMS

S u m m a r y
This paper deals with the approach to estimate the value of heuristic 

solutions for combinatoric problems.
Estimator, considered is based on the order statistic obtained from a 

set of solutions. The simplest form of the problem is the estimation of 
unknown value parameter €>. This value determines the truncation

ipoint in the set of solutions.



60 L. Jamroż

BOnPOC OltEtiKH 3BP¡CTMECKRX PHUSiHÍÍ KOMBMHA.TOPHHX HPOBJIEM 

P e  3 ¡o M  e

B paóoTe npeACTSBJieH no,n;xon k savane onemcH jogtohhctes 3BpEc- 
TĤecKHX pemeHHñ komóhhstophhx npoöxeM. 3te npoOnewa nacTo npocra 
b fopMyjmpoBKe, a TpyíHH b pemeHHH H3-3a Toro, hto noTeHnxajiLHoe 
hhcjio onTHfcBJEbHHX pemeHEfi ,hxh naHHoß npoÖJieMU MoxeT óhtb oneuL 
BeJiHKo e onpeneJieHHe onraMajiLHoro pemeHHH HBjraeTCH HenpaKTHHHHM. 
Oiierata nocTpoeHa Ha ynopwoHeHHHX cTaTHCTEHecKHX paoneiax, nojiy- 
HeHHUX H3 Hatíopa 3BpHCTHHeCKHX peOieHHÄ. Ilpoöjiei« CBOflHTCH K oneH- 
Ke HeH3BeciHoÄ B8JIHHHHH napaMSTpa 9. 3Ta BeJDïHHHa onpê eJiHeT nyHKT 
pa3pesa b Haôope pemeHHË. B npoôjieœx *®KCHf®JiH3aiiHH onpeflemaeM 
HpHBOCTopohhhä nyHKT pa3pe3a. OnpeflemeHa xaKxe BepxHHH rpaHHra 
EHTepBama yBepeHHocTE ajir b&jiehehh ero napHMeTpa. npe&noxeHHHe 
noflXoflH MoryT öhtb Mcnoj¡B30BaHH jijw oneHKH pemeanfi 3bpecTHHecKHX 
upPHc/iaAHHX KOMÖEHaTopHHX npo&JieM.


