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Streszczenie. W pracy, wychodząc z problemu minimalizacji przesto
jów walcarki zgniatacza w procesie produkcyjnym w hucie na odcinku: 
stalownia konwertorowa - zgniatacz, sformułowano problem szeregowa
nia niepodzielnych zadań na jednej maszynie krytycznej z terminami 
gotowości zadań liniowo zależnymi od zasobów podzielnych w sposób 
ciągły (gaz). Wykazano, że problem ten Jest NP-trudny nawet dla i- 
dentycznych parametrów kierunkowych modeli gotowości zadań. Znale
ziono szereg wielomianowo-rozwiązywalnych przypadków tego problemu. 
Oo rozwiązania ogólnego problemu zaproponowano pięć algorytmów a- 
prok3 ymacyJnych, dla których przeprowadzono analizą najgorszego 
przypadku i analizą eksperymentalną.

1. Wstęp. Przykład zastosowań

W wielu dyskretnych 1 dyskretno-ciągłych procesach produkcyjnych wystę
puje cząsto tylko jedna maszyna krytyczna (np. z dużym kosztem zakupu lub 
eksploatacji), na której problem szeregowania zadań (i ewentualnego roz
działu zasobów) jest rzeczywiście istotnym problemem. Natomiast z punktu 
widzenia rozpatrywanych kryteriów optymalności problemy szeregowania za
dań na pozostałych maszynach 3ą praktycznie nieistotne i można w przybliże
niu rozpatrywać te maszyny jako maszyny o nieograniczonej przepustowości. 
Zatem w wielu praktycznych przypadkach można ograniczyć sią do problemu 
szeregowania zadań i rozdziału zasobów tylko na jednej krytycznej maszynie. 
Czasy obróbki rozpatrywanych elementów na maszynach poprzedzających (w sen
sie technologicznego procesu) maszynę krytyczną mogą być uwzględnione w tak 
zwanych terminach (czasach) dostępności (gotowości) danych elementów do ob
róbki na maszynie krytycznej. Natomiast czasy obróbki rozpatrywanych ele
mentów na maszynach, występujących w ciągu technologicznym po maszynie 
krytycznej, mogą być uwzględnione w tak zwanych czasach dostarczenia 
zadań, które muszą upłynąć po zejściu zadań z maszyny krytycznej, aby 
były one całkowicie zakończone. Czasy dostarczenia zadań - w porówna
niu z terminami ich dostępności - są znacznie mniej istotne z punktu 
widzenia problematyki szeregowania zadań (istotna jest krytyczna maszyna)

9 Praca częściowo finansowana w ramach problemu R.P.I.02.
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i dlatego są one rzadko rozpatrywane.
Terminy dostępności zadań do obróbki na maszynie krytycznej - traktowa

ne jako czasy obróbki rozpatrywanych elementów na maszynach poprzedzających 
w ciągu technologicznym maszyną krytyczną - mogą zmieniać się w sposób ciąg
ły w określonych granicach wynikających z technologicznych uwarunkowań, za
leżąc od ilości zasobów podzielnych w sposób ciągły, przydzielanych tym 
operacjom lub maszynom, na których są one wykonywane. Przykładowo, proces 
produkcyjny występujący w hutach stali na odcinku produkcyjnym: stalownia 
konwertorowa - walcarka zgniatacz, polegający na podgrzewaniu wlewków za 
pomocą gazu w piecach wgłębnych, a następnie walcowaniu tych wlewków na 
walcarce zgniataczu, można sprowadzić do jednomaszynowego problemu szerego
wania zadań na walcarce zgniataczu, z terminami dostępności zadań zależnymi 
od ilości przydzielonego do pieców wgłębnych podzielnego w sposób ciągły 
zasobu (gazu).

Proces ten krótko można scharakteryzować w następujący sposób [11,18].
Po zakończeniu cyklicznego procesu wytapiania stali w jednym z konwerto

rów (zwykle jest kilka konwertorów) płynny metal wlewany jest do kadzi, a 
następnie do wlewnic (specjalnych form), gdzie krzepnie i później zastyga. 
Wlewnice znajdują się na tzw. zestawach kołowych, na torach krystalizacji. 
Stygnięcie i starzenie się wlewków trwa od kilku do kilkudziesięciu godzin. 
Następnie po procesie stryperowania wlewki stygną na wolnym powietrzu, a 
później są odpowiednio segregowane na zestawy i transportowane do właściwej 
baterii pieców wgłębnych w celu ich podgrzania do wymaganej temperatury. 
Każdy zestaw wlewków składa się z kilku wlewków zazwyczaj o podobnej tempe
raturze, zbliżonym formacie i rodzaju materiału, z którego są zrobione.
Każdy zestaw wlewków jest podgrzewany za pomocą gazu w oddzielnym piecu 
wgłębnym. Wygrzewanie wsadu wlewków w piecu wgłębnym trwa od kilku do kilku
nastu godzin. Poszczególne piece wgłębne mogą być dostępne do podgrzewania 
w różnych momentach czasu (cykliczny proces). Następnie, poszczególne zes
tawy wlewków - po osiągnięciu pożądanej temperatury - są wyjmowane z pieców 
wgłębnych i wlewki po kolei za pomocą specjalnej suwnicy są dostarczane do 
walcarki zgniatacza, gdzie są walcowane na gorąco. Jeden wlewek jest walco-I
wany około kilku minut i następnie w postaci płyty jest przekazywany do 
dalszej obróbki na wydział walcowni. Zwykle jest tylko jeden zgniatacz w 
całej linii produkcyjnej, ponieważ jest on urządzeniem bardzo drogim (znacz
nie droższym niż wszystkie piece wgłębne). Z powyższego powodu może on być 
traktowany jako maszyna krytyczna w tej linii produkcyjnej. Piece wgłębne 
można tutaj praktycznie potraktować jako maszyny o nieograniczonej przepu
stowości. Czas podgrzewania każdego zestawu wlewków w każdym z pieców wgłę
bnych jest odwrotnie proporcjonalny do ilości spalonego w nim gazu. Czas 
ten także zależy od liczby, formatu i typu surówki wlewków w rozpatrywanym 
zestawie, zależy on również ad stanu technicznego rozpatrywanego pieca
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wgłębnego. Te ostatnie zależności są zwykle uwzględniane w stałych parame
trach modelu czasu podgrzewania wlewków. Każdy zestaw wlewków, podgrzewa
nych w oddzielnym piecu wgłębnym, tworzy oddzielne zadanie produkcyjne.
Czas walcowania (na gorąco) każdego zestawu wlewków może byś różny dla 
różnych zestawów wlewków, ponieważ zależy on od liczby, formatu, tempera
tury i gatunku stali wlewków w zestawie. Jednakże można go z góry łatwo 
ustalić i dla każdego zestawu wlewków przyjmuje się, że jest on zadany.
Czas podgrzewania każdego zestawu wlewków (z uwzględnieniem czasu dostęp
ności rozpatrywanego pieca wgłębnego oraz czasu zakrzepnięcia wlewków z 
rozpatrywanego zestawu, liczonych od chwili rozpoczęcia optymalizacji bada
nego procesu produkcyjnego) można potraktować jako termin (czas) dostępnoś
ci rozpatrywanego zestawu wlewków (zadania) na walcarkę zgniatacz (w celu 
walcowania jej na gorąco). Maksymalne natężenie przepływu gazu, dostarcza
nego zarówno do każdego pieca wgłębnego, jak i do całej piecowni, jest 
ograniczone.

Problem tutaj polega na znalezieniu takiej kolejności walcowania wlewków 
z rozpatrywanych zestawów wlewków na walcarce zgniataczu i takiego rozdzia
łu natężenia przepływu gazu (lokalnie i globalnie ograniczonego) pomiędzy 
rozpatrywane piece wgłębne w piecowni, aby przestoje walcarki zgniatacza 
były minimalne.

Można pokazać [lćj , że minimalizacja przestojów dowolnej maszyny jest 
równoważna minimalizacji czasu zakończenia wykonywania zadaó na tej maszy
nie.

2 punktu widzenia procesów zachodzących w hutach jest to bardzo istotny 
problem, bowiem - jak wcześniej już wspomniano - walcarka zgniatacz jest 
bardzo drogim urządzeniem i przestoje w jego pracy są niesłychanie koszto
wne. Godzina jego postoju kosztuje wiele milionów złotych, bowiem przesto
je zgniatacza są tutaj równoznaczne z bezczynnością całej walcowni z wyją
tkiem wykańczalni i pieców wgłębnych. Według zbiorczych statystyk i12]pro
wadzonych przez huty ponad 50% postojów zgniatacza jest spowodowane okreso
wym brakiem odpowiednio podgrzanych wlewków. Przestoje z winy pieców wgłęb
nych wynoszą od 20 do 50 godzin miesięcznie. Niewielkie nawet usprawnienia 
w sterowaniu tym procesem mogą przynieść znaczne efekty ekonomiczne, bowiem 
wielkość strumienia przepływającego w tym procesie materiału, wynosi w cią
gu roku kilka milionów ton stali . Podejmowano już wiele różnych prób roz
wiązania tego problemu, i tak np. pewne metody symulacyjne przedstawiono w 
[2] natomiast algorytmy suboptymalne proponowano w [3]. Niestety żadna z 
tych prób nie dała w pełni zadowalających rezultatów.

Podobne problemy pojawiają się także na innych wydziałach hut, np. na ' 
wydziale kuźniczym.

Niniejsza praca poświęcona jest właśnie problemowi szeregowania zadań 
na jednej maszynie, przy założeniu, że terminy dostępności zadań na tę ma
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szynę liniowo zależą od podzielnych w sposób ciągły ograniczonych zasobów. 
Głównym zagadnieniem będzie minimalizacja czasu zakończenia wszystkich za
dań na tej maszynie (równoważna minimalizacji przestojów tej maszyny).

Badanie tego problemu istotne jest nie tylko z praktycznego punktu wi
dzenia, ale również i z teoretycznego punktu widzenia, bowiem problemy ta
kie pojawiają się w kontekście wyznaczenia dolnych oszacowań przy rozwią
zywaniu wielomaszynowych problemów szeregowania zadań i rozdziału zasobów 
[71 .

W następnym rozdzialB badany problem zostanie precyzyjnie sformułowany.
W rozdziale trzecim zostanie pokazane, że problem tan jest NP-trudny (de
cyzyjna wersja tego problemu należy do klasy problemów NP-zupełnych).
W rozdziale czwartym zostaną podane wielomianowe rozwiązywalne szczególne 
przypadki tego problemu oraz algorytmy optymalnego rozdziału zasobów przy 
ustalonej kolejności wykonywania zadań. Rozdział szósty poświęcony jest 
aproksymacyjnym algorytmom rozwiązania tego problemu. W rozdziale tym krót
ko została również przedstawiona analiza najgorszego przypadku proponowa
nych algorytmów oraz ich analiza eksperymentalna. W ostatnim (siódmym) roz
dziale niniejszej pracy naszkicowano dalsze kierunki badań rozpatrywanej 
jednomaszynowej problematyki, z uwzględnieniem - w szczególności - minima
lizacji zużycia całkowitej ilości zasobów przy zadanym ograniczeniu na mak
symalną wartość przestojów maszyny oraz dwukryterialnego podejścia, w któ
rym jednocześnie minimalizuje się całkowitą ilość zużytego zasobu i prze
stoje maszyny.

2. Sformułowanie problemu

W niniejszym rozdziale zostanie precyzyjnie sformułowany jednoma3 zynowy 
problem szeregowania z terminami dostępności zadań zależnymi od zasobów, 
który został opisowo przedstawiony w poprzednim rozdziale.

Dany jest zbiór n niepodzielnych zadań ,...,Jj,..., Jn , które mają być 
wykonane na maszynie o przepustowości jednostkowej (tzn. w każdej chwili 
czasu maszyna ta może wykonywać co najwyżej jedno zadanie). Zadanie j^ jest 
wykonywane na rozpatrywanej maszynie w czasie p^, j * 1,2,...,n. Każde za
danie jest dostępne (gotowe) do wykonywania na rozpatrywanej maszynie w 
terminie r^, zakłada się, źe jest to czas wykonywania tego zadania na ma
szynie poprzedzającej maszynę rozpatrywaną. Przy czym czas ten może zmie
niać się w sposób ciągły w określonych granicach wynikających z technolo
gicznych uwarunkowań, zależąc od ilości zasobów podzielnych w sposób ciągły, 
przydzielonych tym zadaniom lub maszynom, na których są one wykonywane. 
Dalej będziemy zakładali, że zależność ta jest liniowa, tzn.:
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rj"rjCUj) = b j “ a^Uj, j = l , 2 ,.,.,n (1 )

gdzie u^ jest ilością zasobu przydzieloną do zadania 0 ,̂ a^, bj (aj > 0 , 
bj > 0) są znanymi parametrami. (Tego typu modele terminów gotowości zadań 
po raz pierwszy zostały wprowadzone do problemów szeregowania zadań (nawet 
w ogólniejszej postaci) w pracy [ć]. Później w pewnym sensie podobne modele 
(typu koszt/czas) zostały wprowadzone w pracach innych autorów [14,15]). 
Ponadto będziemy zakładali, że ilośó zasobów przydzielona zadaniom na ma
szynach poprzedzających maszynę krytyczną, jest lokalnie:

ofj - Uj * (3 y  j = i,2,... ,n (2 )

oraz globalnie: 

n

i Uj ś R • (3)
J = 1

ograniczona, gdzie c C y /?j ( 0 ź" i  i  b^/aj) są zadanymi technologicz
nymi (lub ekonomicznymi -nasycenie) ograniczeniami na zakres ilości zasobu 
przydzielanego do zadania 0^, celem jego realizacji na maszynie poprzedza
jącej maszynę krytyczną; R jest ograniczeniem na maksymalną ilość zasobów, 
które można wykorzystać do realizacji wszystkich zadań na maszynach poprze
dzających maszynę krytyczną. Ogólnie mogą to być zasoby takie, jak: gaz, 
paliwo, energia, tlen, katalizator lub ich natężenia przepływu, a także su
rowce i środki finansowe.

W dalszej części pracy - w celu uproszczenia zapisu - będziemy zakładali,
że dolne ograniczenia na przydzielane ilości zasobu do poszczególnych zadań
są równe zeru, tzn. of, = 0 , j « 1 , 2  n, bowiem przypadek z <  > 0 moż-

J j
na łatwo sprowadzić do przypadku z cĈ  = 0 poprzez odpowiednią modyfikację
parametrów b^ oraz f i y  a mianowicie poprzez następujące podstawienie: 
b^: =bj- a^ y  ć y ‘  f l y  Wszystkie własności i algorytmy prezentowane w ni
niejszym rozdziale przy założeniu, że of » o,  j * 1 , 2 ......   można trywial
nie uogólnić na przypadek, gdy o<\ >  0 .

Zbiór wszystkich dopuszczalnych rozdziałów zasobów, tzn. rozdziałów speł
niających ograniczenia (2) oraz (3),będziemy oznaczali przez U.

Niech r r oznacza pewną kolejność wykonywania (uporządkowanie, permutację) 
zadań a T̂rij) zadćtnie, które jest na pozycji j-tej w upo
rządkowaniu tt . Zbiór wszystkich (dopuszczalnych) kolejności wykonywania 
zadań rr będzie oznaczony J7  .

Dla zadanego sterowania dopuszczalnego, tzn. zadanej dopuszczalnej kolej
ności wykonywania zadań TTeJT oraz zadanego dopuszczalnego rozdziału zasobu 
u e U, czas zakończonia (TT,u) zadania j = 1,2,...,n, w rr
można zdefiniować w następujący rekurencyjny sposób:
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c r r ( i )  ( ? r ’ u )  "  r r r ( i )  C u t t ( x ) 5 + p i r ( i ) >  ( 4 )

c r r ( j )  ^ > u > 1 m a x { r T T ( j )  < “ i r ( j ) 5 » c r r ( j - i )  < ■ * < ' > ' > } +  P ^ j ) .  < 5 >

j = 2,3,...,n. Zatem, łatwo zauważyć, że czas zakończenia wykonania zadani 
^(j) można wyznaczyć w następujący sposćb:

Cn-(j) (7r>u) - lfm^ i rfr(j)<Vj)> + Z 3i  = i  Ptt( 1 )1 *

a czas zakończenia wykonania wszystkich zadań, oznaczany przez C (^u)
dla r r t  J I oraz u 6 U, można wyznaczyć z następującego wzoru:

Cmax (TT,u) = - ar r ( j ) u;r(j) + £ " = j  Pi*!)'}. (7)

Rozpatrywany jednomaszynowy problem szeregowania zadań i rozdziału zast
bćw polega na znalezieniu takiego dopuszczalnego sterowania, tzn. takiej
dopuszczalnej kolejności wykonywania zadań ir t  J T , oraz takiego dopuszcza!

*
nego rozdziału zasobów u i  U, aby czas zakończenia wykonania wszystkich z: 
dań cqlax(7riu) by* minimalny, tzn. aby zachodziła następująca zależność:

min min C (tt.u ) = C (tt*,u ’).
TrtJT U S u

Oczywiste jest, że badany w niniejszej pracy problem jest uogólnienie« 
klasycznego jednomaszynowego problemu z ustalonymi terminami gotowości 2i 
dań, rozpatrywanego w [16], jako "dualna" wersja problsmu rozpatrywanego 
nrzez Jacksona w [5].

Jak łatwo zauważyć, rozpatrywany problem dla ustalonej kolejności wyko.- 
wania zadań TT redukuje się do pewnego problemu, który można sformułować 
jako problem programowania liniowego (w rozdziale czwartym do jego rozwią! 
nia zostanie zaproponowany bardzo prosty algorytm o złożoności obliczenioi 
OCn1)). Z kolei, dla ustalonego dopuszczalnego rozdziału zasobów ufrU, prt 
lem ten można trywialnie rozwiązać w 0(n log n) krokach za pomocą algoryti 
Jacksona [5].

Jednakże w ogólnym przypadku problem ten, nawet dla identycznych param 
trów kierunkowych modeli, tzn. dla a^ = a, j = l,2,...,n, staje się NP-tn 
ny, co zostanie wykazane w następnym rozdziale.

3. Złożoność obliczeniowa

Obecnie wykażemy, że decyzyjna wersja (oznaczana dalej przez OWP) badanegt 
(optymalizacyjnego) problemu jest NP-zupełna, gdzie DWP jest zdefiniowane 
w sposób następujący:
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DWP: dany jest jednomaszynowy problem szeregowania niepodzielnych zadari o
czasach wykonywania równych p^, j = 1 ,2 ,,.,,n, dane są modele (1 ) terminów
dostępności zadart do wykonania z parametrami a^, b^, f i y  j = 1 , 2  n oraz
liczbami R i y, gdzie n, b^, /3̂ , p^, dla j = l,2 ,,..,n, są nieujemnymi licz
bami całkowitymi, natomiast R, y, aj (j = ] ,2 n) są nieujemnymi liczba
mi wymiernymi.
Pytanie: Czy istnieje dopuszczalna kolejność wykonywania zadari zrtJToraz do
puszczalny rozdział zasobów u e U, takie, że Cmax (ir,u) ś- y ?

Twierdzenie 1

Decyzyjna wersja (DWP) badanego problemu jest NP-zupełna dla aj = a, 
j = 1 ,2 ,....n.

Dowód: Oznaczmy przez OW 11 | Z  Tj decyzyjną wersję klasycznego jednomaszy-
nowego problemu szeregowania zadań z kryterium suma opóźnień zadari.

NP-zupełność DWP będzie dowodzona poprzez pokazanie, Ze DW1IIZTj (będąca 
NP-zupełną [ljjjest wielomianowe transformowalna do OWP. Rozważmy DW111STj: 
dany jest jednomaszynowy problem szeregowania zadań z m niepodzielnymi zada
niami o czasach wykonywania zadań równych oraz pożądanymi terminami ich 
zakończenia d^, i = 1 ,2 ,...,m, spełniającymi następujące zależności 
d. < Zisl^i’ 1(8113 jest tak* 13 liczba-z (gdzie m.z.ęj^.d^, i = 1 ,2 , —  ,m, są 
nieujemnymi liczbami całkowitymi).
Pytanie: Czy istnieje kolejność wykonywania zadari d , taka, że

E i  = l Ti * L  i = i ma* (0>^i = l V(i) ~ dd'(l)) ' z 7
Odpowiednia instancja DWP jest zdefiniowana w sposób następujący: 

n =  ̂j = d j ’ ^ j ~ '̂‘j=l d j ” d j * ”^j* ^ j ~  ̂  ̂ ~ 1,2,. •. , n , R - z,
y = J] qj. (Transformacja ta jest w pewnym sensie podobna do pewnej

transformacji rozpatrywanej w [14,15]). Obecnie pokażemy, że dla DWP zacho-
dzl Cmax('IT»u) i y (pod warunkiem, że u 6 U), wtedy i tylko wtedy, gdy dla
OWll!!] można znaleźć kolejność wykonywania zadań <f taką, że zachodzi:

£ i=lTi ' z>
(i) Jeżeli Z T = i Ti - 2 dla pewnego O", tzn. jeśli OWI || Z T^ma rozwiązanie, 
wówczas kolejność wykonywania zadari rr oraz rozdział zasobów u s U, przy 
których dla DWP zachodzi:

Cmax - y. s5 następujące:

ir (i) = 0”(n-(i-1 )), i - 1 ,2 ,... ,n, (8 )

> % U )  = m 3 x { 0 > Z j = l 1 ^  q i(j)_ d o'(n-(i-l))) ’ i =

Warto zauważyć, że rozdział u jest optymalny dla rr , tzn. u = uf, a dla 
sterowania (o,u) zachodzi:

£ j  = l °i(j)= R = 1 V(n-(j-l)) - z oraz
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C (*T,u) = ''f? 1 p . = ^ T . n  = y.max z- 3 = 1 j = l 1

(ii) Na odwrót, jeśli OW 11| V t . nie ma rozwiązania, tzn. jeśli Z i  = lTi~z:s
= : > 0 zachodzi dla wszystkich dopuszczalnych kolejności wykonywania zadań
<Ś , wówczas łatwo zauważyć, że dla każdego uporządkowania fi' postaci (8)((8)wy-
azerpuje wszystkie możliwe dopusżczalne uporządkowania zadań) i dla każdego
dopuszczalnego rozdziału zasobów ufrU zachodzi: Cmax(r7', u) > y (wskazówka: 
n"1 n n t \

i.i«i = R - 2 +i >•
Wykazanie, że DWPfr NP jest trywialne.
Uwaga 1 . U podobny sposóo [8] można pokazać, że jeśli parametry kierunkowe modeli 

są dowolne, to wówczas decyzyjna wersja badanego problemu jest silnie NP-trudna. W tyin 
przypadku pseudowielomianowa transformacja przeprowadzana jest z decyzyjnej wersji prob
lemu l|lX"jTj, która jest silnie NP-trudną f 13J .

4. Przypadki wielomianowo rozwiązywalne

Przez u» ć U będziemy dalej oznaczali optymalny rozdział zasobów dla u- 
stalonej kolejności wykonywania zadań rr , tzn. rozdział zasobów, dla które
go zachodzi: C OT,u* ) = min C (ff.u).

U€ U
łatwo zweryfikować 11 OJ , że rozdział ten, tzn. u*- ć Ujinożna uzyskać w 

0 (n2) krokach za pomocą następującego algorytmu:

A l g o ry tm 1

Krok-J.. Podstaw u£(i):= 0, CTr(i}: =bIT(i)+ £  " = i P^j), dla i = 1,2,....n,
oraz I: = |rr(i): i = 1 ,2 , ... ,n }, 1 := 0 , CQ := 0 , PQ : = 0 1  przejdź do kroku 2.

.2. Podstaw 1:=1+1 i znajdź zbiór P^: = { T(ł)i I •' “p-ęi) 11 ^ 1f\ t^tt(4)}’Krok

następnie podstaw I:=I-P^. Jeśli zbiór I jest pusty, wówczas podstaw 0:=?^
i przejdź do kroku 3; w przeciwnym wypadku wróć do kroku 2 .
Krok 3. Jeśli R = 0 lub 1 = 0 lub jnig |/Sh-u*J = 0, wówczas Stop - uJL 

jest poszukiwanym optymalnym rozdziałem zasobów dla v  ; w przeciwnym wypad
ku przejdź do Kroku 4.
Krok 4. Podstaw x:=min|c -C ,R/ Z  (l/a.), min {a. (, fi.-u*. )}|, gdzie q

n r  j  f  Q J  J  £ Q  J  J J
oraz p są indeksami zadań odpowiednio ze^zbiordw Q oraz Następnie
podstaw uj: =uj + x/a., dla j£Q, R:=R - Z  x/a., 1: = 1-1, Q:=QwP, i wróć

J J J 30 Q J
do kroku 3.
Można łatwo pokazać, że w przypadku, gdy bj = b, dla j = 1,2.....  powyż
szy algorytm redukuje się do algorytmu (oznaczanego dalej jako Algorytm 1’) 
o złożoności obliczeniowej 0(n).

Zachodzi następująca własność:

W łasność 1 
1’ Przypadki z :
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(i) bi = b, ai
(ii) bi = b,
(iii) bi = b, ai

3, f i i = f i , i = 1 ,2 , . . . , n ,
! , pi = p, i = 1 ,2 ,...>n,
a, Pj = P, i = 1,2,...,n,

można rozwiązać w 0(n log n) krokach szeregując zadania zgodnie, odpowied
nio, z (i) nierosnącymi wartościami p^, (ii) nierosnącymi wartościami a^,
(iii) nierosnącymi wartościami 0 . i rozdzielając zasoby zgodnie z Algoryt
mem 1 1 .
2* Przypadek z a. = a, - f i ,  = p, i = 1,2 n, można rozwiązać
w 0(nJ) krokach szeregując zadania zgodnie z niemałejącymi wartościami 
i rozdzielając zasoby zgodnie z Algorytmem 1.

5. Algorytmy aproksymacyjne. Analiza eksperymentalna i najgorszego przy

padku

W rozdziale tym, dla badanego w niniejszej pracy problemu, przedstawimy 
pięć algorytmów przybliżonych (w wersji prostej i zmodyfikowanej) wraz z 
analizą eksperymentalną i analizą najgorszego przypadku.

Będzie stosowany następujący ogólny schemat algorytmu aproksymacyjnego: 
Ogólny schemat algorytmu aproksymacyjnego A.

Krok 1. Wybierz kolejność wykonywania zadań tT* e T" .
Krok 2. Za pomocą Algorytmu 1 wyznacz optymalny rozdział zasobu u^jtU dla 

%  (uo = u ri >•
Dokładność powyższego podejścia aproksymacyjnego można zwiększyć poprzez 

dodanie następującego kroku (otrzymując w efekcie zmodyfikowane aproksyma
cyjne podejście H ) :
Krok 3. Dla terminów dostępności zadań wyznaczonych przy rozdziale zasobu
u^, otrzymanym w kroku 2, wyznacz za pomocą algorytmu Jacksona [5]
kolejność wykonywania zadań TT^ e TT , a następnie dla rT1 za pomocą Algo-

Mrytmu 1 wyznacz optymalny rozdział zasobu Uj £ U. Wykonaj co najwyżej zada
ną liczbę L kroku 3. Jeśli C ( Jrt1 , ,u,' , ) = C ( rr̂ ,û '), wówczas Stop -M M  M M  iTS a X X ̂ i 1 ̂ I BIc X X X '
( it(;,u ,) oraz C ( Ti',,ui) są, odpowiednio, przybliżonym sterowaniem oraz J i ms x l i .
przybliżoną wartością rozpatrywanego kryterium.

Łatwo zauważyć, że kolejne kroki zmodyfikowanego podejścia przybliżonego-
M dają następujące wartości rozpatrywanego kryterium:
p  t y * - A A \ ^ «  ,  _ M  A ,  p .  M M .  .C ( 1T ,u ) 7, C ( TT, ,u ) } C ( 51, ,u, ; i ....max o ’ o' '  max 1 ’ o / max 1 ’J

Mając na uwadze prezentowane w poprzednim rozdziale wielomianowe rozwią
zywalne przypadki rozpatrywanego problemu, następujące aproksymacyjne algo- 
rytmy wyznaczania kolejności wykonywania zadań v  są intuicyjnie oczywiste: 

Wybierz n-* zgodnie z jedną z następujących reguł listowego porządkowa
nia zadań:
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A iit 1 - według nierosnących wartości p.,
A 7

tt - według nierosnących wartości a.,
At 3TT - według nierosnących wartości jł.,
A aTT - według niemałejących wartości b.,
As 3TT - według niemałe jących wartości b^-

łatwo zauważyć, że złożoność obliczeniowa każdego prostego algorytmu a- 
proksymacyjnego Ak (Ak otrzymane jest dla początkowego uporządkowania zada1 

k = 1,2,3,4,5, wynosi 0(nJ). A złożoność obliczeniowa każdego zmo
dyfikowanego algorytmu aproksymacyjnego Mk (Mk jest otrzymywane dla 77"*k), 
k = 1,2,3,4,5, wynosi 0(L-n*).

Warto także zauważyć, że dla każdego zmodyfikowanego algorytmu aproksy
macyjnego Mk , jeśli Cmax C TT^^.u”^ )  = Cmax( TT^.u^k), wówczas sterowanie 
( 7r̂ 'k,u^k) spełnia warunki konieczne optymalności dla rozpatrywanego prob
lemu, tzn.
zachodzi min Cmax( rr” k,u) = CB8X( ir^.uj“)

oraz ^ Cmax( 7r *ul k) = Cmax( 7ri k-Ui k)-
Analiza najgorszego przypadku
Można pokazać [8], że zachodzi następująca własność (CAk oznacza wartoś A , max

Cmax (.TT  ̂’ otrzymaną przez zastosowanie algorytmu Ak , a C‘ =

Cma x ^ * - “* » :
Własność 2

Ola każdego k = 1,2,3,4,5 zachodzi:

C k /C* < 2 (1 0 )max max u u /
r-A k 
ma:

i ograniczenie to jest najlepsze z możliwych.

Analiza eksperymentalna
Mimo iż osiągalny współczynnik najgorszego przypadku dla wszystkich pię

ciu algorytmów jest taki sam i wynosi 2 , analiza eksperymentalna wykazała, 
że z praktycznego punktu widzenia, algorytmy te różnią się w sposób istotny. 
A mianowicie, zarówno każdy z prostych, jak i ze zmodyfikowanych algorytmó* 
aproksymacyjnych był testowany przy użyciu tych samych 400 losowo wygenero
wanych przykładów. Po sto przykładów było generowanych dla każdej liczby 
zadań n = 25, 50, 75 i 100. Każdy wygenerowany przykład był badany przy 
trzech (skrajnie) różnych wartościach globalnej ilości zasobu R, zatem - 
tak naprawdę - każdy z algorytmów aproksymacyjnych (prostych i zmodyfikowa
nych) był testowany przy użyciu tych samych 1200 przykładów. Ola każdego 
zmodyfikowanego algorytmu Mk przyjęto, że L = 2 0 .

Ola każdego generowanego przykładu (J), j = 1,2.... 400 parametry
i s 1 ,2 ,...,n były generowane przez generator o rozkła

dzie równomiernym z przedziałów: pj|^g [10,30] , ci ̂  e [8 ,1 2 ] , [60,90]
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£ fi,8], b[J)£ [180 + 9 0 0 + I , charakterystycznych
dla danych dotyczących wspomnianego we wstępie procesu technologicznego na 
odcinku produkcyjnym stalownia konwertorowa - walcarka zgniatacz w Hucie 
"Katowice". W rzeczywistym procesie jednorazowo rozpatruje się partię wlew
ków składającą się z 20 do 40 zestawów wlewków (jeden zestaw tworzy zada
nie). Natomiast tutaj w celu dokładniejszego przebadania rozpatrywanych al
gorytmów aproksymacyjnych oprócz n = 25 i 50, zbliżonych do rzeczywistej 
sytuacji, będziemy badali - jak to zostało już wcześniej zaznaczone - tak
że większą liczbą zadańjtzn. n = 75 i 100 (odpowiednio zwiększając dyspono
waną do rozdziału globalną ilość zasobu). A mianowicie, każdy generowany 
przykład (j) był testowany dla trzech wartości R, tzn. dla R:= z-R’, gdzie 
z : = 0.2, 0.5, 0.9, a R' = 2ii = l^i"^. Dla każdego testowanego przykładu 
(j) (j = 1,2,...,1200) oraz każdego algorytmu aproksymacyjnego A:=Ak ,Mk , 
k =.1 ,2 ,3,4,5, był wyznaczany następujący współczynnik (będący górnym osza
cowaniem błędu względnego):

= [(C^J)- l8 (j))/LB(j)J ■ 100 H, (11)

gdzie cj^oznacza wartość rozpatrywanego kryterium Cmgx, znalezioną za 
pomocą algorytmu A dla j-tego przykładu, a - dolne oszacowanie na mi
nimalną wartość kryterium, tzn. na wartość C^j| (tt*,u *), dla tegoż przykła
du .

Przyjęto następujące dolne oszacowanie:

LB = min C ( 7r, /3), ■ (12)
weTT max

które wyznacza się w 0(n log n) krokach poprzez uporządkowanie zadari według 
niemalejących wartości b^ (Oczywiste jest, że dla każdego (j)
LB(j) i? C<jj> (tt*.u*)).

Badane tutaj algorytmy aproksymacyjne były zaimplementowane w języku 
FORTRAN 77 i uruchomione na komputerze IBM PC/AT. Dla każdego n:=25, 50,
75, 100, każdego z:= 0.2, 0.5, 0.9 oraz każdego algorytmu A (A:=Ak ,Mk , 
k = 1,2,3,4,5) były wyznaczane: średnis arytmetyczna stu wartości 5>|, ich 

maksymalna wartość ? ™ aX, jak również średnia wartość (stu) czasów obliczeń
oraz ich maksymalna wartość T^ax. Z kolei dla każdego zmodyfikowanego 

algorytmu przybliżonego Mk , k = 1 ,2 ,3,4,5 średnia arytmetyczna wykonanej 
liczby powtórzeń kroku 3 la i ich maksymalna wartość lmax: były także wy
znaczane dla każdego n:= 25, 50, 75, 100 oraz każdego ż:= 0.2, 0.5, 0.9.
Ze względu na ograniczoną ilość miejsca przedstawione zostaną rezultaty 
tylko dla n = 50 i 100 (Tabela 1, 2). Rezultaty uzyskane dla n = 25 1 75 
są podobne do prezentowanych.

Analizując przedstawione w Tabelach 1 1 2  wyniki przeprowadzonego ekspe
rymentu, łatwo zauważyć, że (z-> wyjątkiem algorytmów A^ i ) zmodyfikowane
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Tabela 1
Rezultaty testowania pięciu prostych (A^) oraz pięciu zmodyfikowanych 
(H,) algorytmów aproksymacyjnych dla liczby zadań n = 50 
(każdy wynik reprezentuje sto losowo wygenerowanych przykładów)

Ilość
zasobów

R: = 0 . 2  Z/? R: =0• 5 l f \ m R: = 0.9 ^ i

k-indeks j 
prostego j . 
algor. ; 
przybij 1

2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

47,9 54,2 50,8 22,0 44,6 36,4 34,0 36,2 13,8 30,0 33,9 17,4 32,5 11,6 16.1

max ,.n
9 A ('s)5 k

59,3 61,2 61,5 65,1 53,9 55,8 58,6 56,3 77,8 65,8 52,3 52,4 51,2 32,9 46,8

T? (sek) 
k

0.05 0 . 1 0 0.07 0.11 0.07 0.08 0.08 0.08 0.05 0.04 0.07 0.06 0 .02 0.06 0.05

T™ax(sek) 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

k-indeks 
zmodyf. 
algor. 
przybl.M^

1 2 3 4 5 1 O 3 4 .5 1 2 3 4 5

2 2 . 0 2 2 .0 2 2 . 0 2 2 .0 2 2 .0 13.7 1 2 . 6 13.6 13.8 13.1 1 2 . 2 9.4 1 2 . 2 1 1 . 6 5.2

max
9 \  W 65.1 65.1 65.1 65.1 65.1 77.8 77.8 77.8 77.8 77.8 2 2 . 1 19.4 32.9 32.9 32.9

T (sek) 
K

0.17 0.16 0.17 0.04 C.) 6 0 .20 0.24 0.17 0.13 0 .2 1 0.13 0.16 0.30 0 . 2 1 0.08

Tj^x(sek) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .1 1 1 1

l3 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1

i(I!ax 4 3 4 1 4 5 5 5 1 7 4 5 6 1 1

algorytmy przybliżone wykazują znacznie wyższą dokładność obliczeń niż
ich proste odpowiedniki Ak , k = 1,2,3,4,5. Przypadek algorytmów A^ i
nietrudno zinterpretować, ponieważ - jak łatwo zauważyć — kolejność wykony- 

Awania zadań tr„ uzyskana w pierwszym kroku algorytmu A. nie ulega zmianie
A Mw kroku 3 zmodyfikowanego algorytmu przybliżonego M. (tzri. ir 4 - rr a =H O 1

= ...). Wśród prostych algorytmów aproksymacyjnych zdecydowanie naj
lepszym - w sensie średniej wartości górnego oszacowania no błąd względny 
i? 3 - jest algorytm Aft. Widoczne jest to dla każdego n, jak i dla każdej 
wartości maksymalnego poziomu zużycia zasobu R. Trudno natomiast znaleźć 
metodę najlepszą lub najgorszą, jeśli chodzi o maksymalną wartość górnego
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Tabela 2
Rezultaty testowania pięciu prostych (Ak) oraz pięciu zmodyfikowanych ( )
algorytmów aproksymacyjnych dla liczby zadaii n = 10 0
(każdy wynik reprezentuje sto losowo wygenerowanych przykładów)

Ilośó
zasobów

R: = 0 .2 •S Ą R: = 0.5 ^ i R: = 0.9 M

k-indeks
prostego
algor.
przybl.Ak

1 2 3 A 5 1 2 3 A 5 1 2 3 A 5

i i  i w
k

26.6 29.6 28.A 9.7 2A.1 2 1 . 1 19.7 2 0 .2 A.3 16.7 19.3 1 1 . 1 17.8 2 . 8 8.5

max
w 32.9 33.7 32.5 55.9 29.8 31.1 32.3 30.3 6A.9 29.3 29.3 35.A 28.1 6 . 1 26.1

Ta (sek) 
Ak

0 . 1 0 0 . 1 2 0.18 0 .2 1 0 . 1 1 0.16 0 . 1 2 0 . 1 1 0.19 0.18 0 . 1 2 0 .20 0 . 1 0 0 .2 2 0.09

Tmax, i \ T. (ssk) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

k-inoeks
zmodyf.
algor.
przybl.M^

1 2 3 A 5 l 2 3 A 5 1 2 3 A 5

<»
9.7 9.7 9.7 9.7 9.7 A.3 A.2 A.2 A.3 A. 1 2 .8 2.9 .2.9 2 . 8 1.3

i max..a 55.9 55.9 55.9 55.9 55.9 6A.9 6A.9 6A.9 6A.9 6A.9 5.7 6.3 5.7 6 . 1 5.2

T^ (sek) 0.35 0.32 0.36 0.17 0.33 0.30 0.A5 0.AA 0.18 0.38 0 .2 1 0.31 0.61 0.25 0.19

T™*(sek) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1

la 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 O 2 2 1 1
jmax

ł 2 2 2 1 3 3 5 5 1 6 A 5 5 1 A

oszacowania j? ^ na błęd względny.
Natomiast jeśli chodzi o zmodyfikowane algorytmy przybliżone M,zarówno 

wartości średnie, jak i maksymalne górnego oszacowania na błąd względny są 
zbliżone dla wszystkich metod, chociaż w wielu przypadkach, szczególnie przy 
dużych wartościach maksymalnego poziomu zużycia zasobu, algorytm wykazu
je pewną przewagę nad pozostałymi algorytmami. To ostatnie spostrzeżenie 
jest łatwe do zinterpretowania, bowiem w metodzie zadania szeregowane są 
według niemalejących wartości bj - aj /3^.
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Jak łatwo zauważyć, dokładność algorytmów.przybliżonych zarówno prostych, 
jak i zmodyfikowanych, wzrasta wraz ze wzrostem liczby zadać, co jest 
bardzo korzystną własnością, mając na względzie możliwości praktycznych za
stosować tych algorytmów. Ponadto, dla tej samej ilości zadać dokładność 
wszystkich algorytmów wzrasta wraz ze wzrostem zadanego maksymalnego pozio
mu zużycia zssobu R. To nie jest cechą charakteryzującą prezentowane algo
rytmy, ale jest skutkiem przyjętego dolnego oszacowania na wartość optymalną 
ponieważ analizując sposób wyznaczenia dolnego oszacowania, łatwo zauważyć, 
że wartość optymalna kryterium zbliża się do jego wartości wraz ze wzrosten 
globalnej ilości zasobu R.

Jeżeli chodzi o czas obliczeć, to maksymalna jego wartość nie przekra
czała 1 sekundy dla wszystkich algorytmów przybliżonych (zarówno prostych, 
jak i zmodyfikowanych).

Jeśli z kolei chodzi o liczby wykonywanych iteracji kroku 3 (w zmodyfiko
wanym podejściu przybliżonym M), to są one podobne dla wszystkich algoryt
mów (z/ wyjątkiem wspomnianego już powyżej algorytmu , dla którego zawsze 
la = imax = l). Maksymalna liczba wykonywanych iteracji kroku 3 nie przekra
cza 7.

Reasumując, chociaż wszystkie badane tutaj proste algorytmy przybliżane 
są sobie równoważne w sensie analizy najgorszego przypadku (dla wszystkich 
ograniczenie wynosi 2 , i jest ono osiągalne), to jednak analiza eksperymen
talna wykazuje znaczną przewagę algorytmu nad pozostałymi. Z kolei , zmo
dyfikowane algorytmy niewiele różnią się w sensie dokładności obliczeć (tzn, 
współczynnika J> ), tylko algorytm wykazuje, przy dużych wartościach R, 
niewielką przewagę nad pozostałymi algorytmami.

Biorąc pod uwagę przeprowadzoną powyżej analizę eksperymentalną uzyska
nych wyników, wszystkie badane tutaj algorytmy zmodyfikowane oraz prosty 
algorytm A^ można rekomendować do zastosować praktycznych.

fi. Uwagi koćcowe

W poprzednich rozdziałach badaliśmy problem minimalizacji czasu zakoć- 
czenia wykonania wszystkich zadać na jednej maszynie przy założeniu, źe glo
balna ilość zasobów, dysponowana do realizacji tychże zadać na maszynach po
przedzających maszynę rozpatrywaną, jest ograniczona. Wracając do naszego 
przykładu zastosować z pierwszego rozdziału, innymi słowy, minimalizowaliś
my przestoje walcarki zgniatacza(co jest równoważne' minimalizacji czasu za- 
koćczenia walcowania wszystkich rozpatrywanych wlewków na zgniataczu), przy 
zadanym poziomie zużycia gazu. Z punktu widzenia rozpatrywanego procesu 
technologicznego na odcinku produkcyjnym piecownia - zgniatacz, sensowne 
jest postawienie także zadania dualnego (odwrotnego), a mianowicie przy z
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góry ustalonym górnym ograniczeniu na dopuszczalną wielkość przestojów wal
carki zgniatacza (proces cykliczny) można minimalizować zużycie gazu. Prob
lem taki był badany w [9], gdzie osiągniąto w pewnym sensie podobne wyniki 
do prezentowanych w niniejszej pracy.

Do rozpatrywanego hutniczego procesu technologicznego można zastosować 
także dwukryterialne podejście, w którym równocześnie minimalizowano by oba 
przeciwstawne kryteria: przestoje walcarki zgniatacza (reprezentujące ja
kość sterowania) i ilość (poziom) zużytego gazu (reprezentującą w pewnym 
sensie koszt sterowania}. Można tutaj poszukiwać całego zbioru sterować 
Pareto optymalnych, każde składające się z uporządkowanych zadarł i rozdzia
łu zasobów. Problem ten był badany w [?]. W ogólnym przypadku jest on bar
dzo trudnym problemem, co najmniej tak trudnym jak silnie NP-trudny problem 
dualny do badanego w niniejszej pracy.

Problem ten dla czterech przypadków rozpatrywanych we własności 1 (roz
dział 4) upraszcza się znacznie i redukuje się do zagadnienia znalezienia 
tzw. krzywej punktów kompromisowych, która jest wypukłą, malejącą i odcin
kami liniową krzywą. Dla każdego ze wspomnianych czterech przypadków Pareto 
optymalne uporządkowanie zadań jest identyczne dla wszystkich punktów wspom
nianej krzywej punktów kompromisowych-. W każdym z tych czterech przypadków 
punkty załamania krzywej punktów kompromisowych (wraz z odpowiadającymi tym 
punktom Pareto optymalnymi rozdziałami zasobów) można wyznaczyć w wielomia
nowym czasie. A użytkownik ze zbioru znalezionych wszystkich sterowań Pa
reto optymalnych może wybrać dla siebie rozwiązanie najbardziej go satys
fakcjonujące.

Do wspomnianego dwukryterialnego problemu, można również zastosować Inne 
podejście, w którym nie wyznacza się całego zbioru sterowań Pareto optymal
nych, ale poszukuje się tylko jednego rozwiązania Pareto optymalnego naj
bliższego (np. w sensie ważonej normy Czebyszewa) pewnym" zadanym przez 
użytkownika celom sterowania. Ciekawe podejście w tym względzie prezentowa
ne jest w [17], Do rozwiązania rozpatrywanego dwukryterialnego problemu 
można także zastosować,powszechnie znane w literaturze, inne podejścia [4],
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THE MINIMIZATION PROBLEM OF MACHINE STAND AN DSTILLS VITH  R E LE A SE  D A TES 
DEPENDEND ON RESOURCE -  ON THE EXAMPLE OF THE PRODUCTION P R O C E SS BETWEEN 
CONVERTER P L A N T S  AND A BLOOMING M IL L

S u m m a r y

On the basis of the minimization problem of the blooming mill 
standstills in the ingot preheating and hot rolling process in 
steel mill, the single machine sequencing problem with linear 
models of release dates was formulated. It is shown that the 
problem is NP-hard. Some efficiently solvable cases of the 
problem are found. The worst case and experimental analyses of 
five approximation algorithms proposed are given.

UPORTOH Mi5iMA.Ma.IIHM IIPOCTOEB MÜÜ0H ÏÏPH i&BHCIiMiX OT PEdJTCOB 
MOMEHTAX rOTOBEOCTM PAEOT, HA ŒPEMEPE HPOH3BOHCTBEHHOK) HPOUECCA: 
CTiUIEliMTKmil ¡/APTEHOBCKKK HEX -  CJEBHr

P e 3 b  m e
Ha ôa3e npoôJieiœ MEHKM9.HH3anEH npocroeB npoKaraoro CTsm cjih- 

ôEHFa b nponecce noaorpeBS e  ropauero npoKaia cjihtkob Ha weTaji- 
jiyprHHecKOM saBone cacpMyjrapoBaHo jurn ohhoB murnm npoÔJieMy pacnn- 
caazH pac5oT c JiHHefeHME MOnenHMH mombhtob roTOBHOCTH saAan. .fioica- 
3aHa HE -  cjioekoctl sto H rtpocUieMH. HaüneHH pemeazn ota&hbehx cuy- 
vaeB 3T0H npoÔJieLH c ncnojn>30BaHHeM MHoroHAeHOB. UpoBeAeH am nss  
xynaero csynaa h 3KcirepHMeHïaJiE>HKif anajms iihth npennoxemmx ajiro- 
pETMOB amipoKCEMailHH.


