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ANALIZA ZBIORU PARETO W PRZESTRZENI KRYTERIALNEJ1

Streszczenie. Przedmiotem prezentacji sa metody rozwigzywania
zadan optymalizacji wektorowej, oparte na technikach separowania
elementéw zbioréw za pomocag stozkédw wypukdych. Przedstawimy takze
oryginalne idee oraz wyniki teoretyczne zwiazane z tymi metodami .
Dzieki przedstawionym wynikom mozliwe Jest wykorzystanie technik
separacji nie tylko do generowania rozwigzan efektywnych , lecz
réwniez do analizy odpornosci  rozwigzan efektywnych. analizy
wrazliwosci rozwigzan efektywnych wzgledem zaburzen struktury
dominacji oraz do aproksymacji zbioru Pareto.

1lmlstep

Rozpatrywa¢ bedziemy nastepujace zadanie optymalizacji wektorowej:

CZOP5 Vmax fix")
X e XQ .
gdzie / Jest funkcja wektorowag odwzorowujaca przestrzen X w fc-wymiarowg

przestrzen rzeczywista, zwang przestrzenia, kryterialna, Club przestrzenia,
ocen), k > 2, a Vmax oznacza operator wyznaczenia wszystkich rozwigzan
efektywnych ze zbioru rozwigzan dopuszczalnych XQ . Niech Z - <y « R¥|
V=1FfCx) ,xeXQ >. Element y ,y e Z , nazywamy efektywnym. ,Jezeli
z faktu, ze y >y~ , i1 =1 k , wynika y =y . Podzbiér elementéw
efektywnych zbioru Z nazywamy zbiorem. Pareto. Kazde rozwigzanie X e Xq
takie, ze y = Tfix) , Jest elementem efektywnym nazywamy rozwigzaniem
efektywnym. Dla uproszczenia notacji, wszedzie tam,gdzie to bedzie mozliwe®
bedziemy pisa¢ y zamiast Fix) i operowa¢ elementami zbioru Z zamiast
rozwigzaniami dopuszczalnymi, tJ. elementami zbioru X~ . W pracy zaktadac
bedziemy réwniez dcmknietos¢ zbioru Z oraz istnienie elementu y*, y* c R®,
takiego , ze Z c <y*> - IntCR?"J . Przez e* oznacza¢ bedziemy wektor
wierszowy fc-wymiarowy z4ozony z samych Jedynek.

Praca zostata wykonana w ramach RP.1.02 "Teoria sterowania i optymali-
zacja ciggtych uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych™ temat 4 5
"Wybrane metody rozwigzywania zadan programowania dyskretnego'.
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2. Rozwigzania istotnie efektywne

Definicja 2.1 CGeoffrion C196S3J. Element y , y e 2 nazywamy ii/iaAciwie
e/eitlywnym-! jezeli Jest on efektywny oraz istnieje skonczona liczba H>0
taka, ze dla kazdego i zachodzi

dla pewnego / takiego, ze y. -y >0, o ile tylko y e 2

vV, "V, >0.

Kazde rozwigzanie xeXQ takie, ze y = /Cx5 jest elementem whkasciwie
efektywnym, nazywamy rozwigzaniem whodctwi© e/ekstywnym. W praktyce elementy
nie bedace whkasciwie efektywnymi sg uwazane za anomalie i zwykle sag
pomijane przy wyznaczaniu skonczonych podzbioréw ¢reprezentantéw! zbioru
elementow efektywnych.

Definicja 2.1 daje mozliwos¢ ilosciowego scharakteryzowania elementév

¢crozwigzan! whasciwieefektywnych. Problem ten rozpatrzymy w rozdziale
czwartym niniejszej pracy. Wykorzystamy tam nastepujaca, réwnowazng
definicje wkasciwej efektywnosci. Zauwazmy, ze z warunku domknietosci
zbioru 2 wynika, iz liczba W spekniajgca Definicje 2.1 nalezy do
przedziatu 0iQ, +oo! , gdzie Jest pewng liczbg nieujemna.

Daflnlcja 2.2 ;Kaliszewski £1988!!. Element y ,y e 2 , nazywamy ¢Stolnie

a/efctywrtym,Jezeli Jest efektywny oraz istnieje skonczona liczba HQ> 0

taka, ze
R Y-—VY-
= max max _min_ N
e2 iy - > 0j-y - - >0 -
y Yo yl J--y R yj yJ ¥]
h =0 Jezeli nie istnieje zaden element zbioru 2 dla ktérego

y. - y. >0 dla pewnego i .

3. generowanie rozwigzan wkasciwie- efaktywnych

Metody generowania rozwigzan efektywnych oparte na  technikach
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separowania elementéw zbioréw za pomoca stozkéw wypukdych sa obszernie
opisane w literaturze i od lat stosowane w praktyce Czob. BowmanCl973),
Dinkeibach,IsermanCI973}, WierzbickiCl977,1980,1986}, Choo,AtkinsCIl983},
Steuer,ChooC1983}, Sawaragi i in. CI9 8 3 Kai iszewski C1986,1987,1987b},
SteuerCl9865, Jahn CI986}}. Istota tych metod sprowadza sie do sprawdzenia
w v/ybranym elemencie y zbioru Z warunku C<y> + R+} n Z = -G Cw przypadku
generowania rozwigzan efektywnych} badz warunku C<y> + (:CRN}} D Z = <yk
Cw przypadku generowania rozwigzan wlkasciwie efektywnych}, gdzie

jest pewnym stozkiem takim, ze R”™ c intCACR+}} Cporéwnaj takze rozdziat
5}. Metody te maja posta¢ zadan programowania matematycznego. Ze wzgledéw
technicznych w praktyce postugujemy sie niemal wykgcznie metodami
generowania rozwigzan whasciwie efektywnych. Elementem roéznicujacym te
metody Jest dobor stozka C.R*} Czob. Kaliszewski CI986}, gdzie
przedstawiono szczegétowo zaleznosci pomiedzy postacig stozka cCR+” a
postacia zadania programowania matematycznego}. Przy pewnym szczeg6lnym

doborze stozka s otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1 CKal iszewski C1988). Element v , vy e Z jest whasciwie
efektywny wtedy i tylko Wtedy/gdy istnieje X c A =<Xe RX | XL >0 ,
K

EX.=1 >1ip>0 takie, ze y jest rozwigzaniem nastepujgcego zadania
i=l 1

programowani a

min imax \ .iCy* -y J+ pe”Cy -y} }- C3.1}
y«Z " i 13 t

Dla kazdego y e Z whasciwie efektywnego istnieje X e A taki, ze vy

rozwigzuje powyzszy problem jednoznacznie dla pewnego dodatniego p

spedniajgcego zaleznos¢ H_ < CXp} 1 Dla kazdego y e Z bedacego

rozwigzaniem problemu C3.i} zachodzi Mg < CI + Ck - i}p}p_

Stabsza wersja tego twierdzenia zostala, udowodniona w pracy Choo, Atkins
CIo83}  Czob. rowniez Kaiiszewski C1987a}}. To co wyrdéznia powyzsze
twierdzenie sposréd twierdzen tego samego typu znanych z literatury;to
oszacowania na wartos¢ M~ . Podobny rezultat z postacig zadania
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min max tt.Cy -y .3 + pe Cy - y33 uzyskano w pracy Kaliszewski CI9853.
yeZ i 11 1

4. Odpornos¢ rozwiagzan efektywnych

Pojecie odpornosci rozwigzan efektywnych wprowadzimy w oparciu o
pojecie rozwigzan istotnie efektywnych.

Definicja 4.1 CKaliszewski C1S88)Element y , y e Z nazywamy istotnie
e/eMéywnymjJlezeli Jest on efektywny oraz istnieje skonczona liczba SQ > O
taka, ze

yszZ £;yL—yL>0 Iy -y, >0 Yy -,

50 = 0 ,Jezeli nie istnieje zaden element zbioru Z;dla ktérego y. - y. >0
dla pewnego i.

Kazde rozwigzanie x, x e XQ. takie, ze /Cx3 jest elementem istotnie
efektywnym j nazywamy rozwigzaniem istotnie e/ehtyionyrri. Rozwigzania
CelementyJ istotnie efektywne sa whasciwie efektywne,ale nie odwrotnie.
Przypadkiem szczeg6lnym Jest przypadek k = 2 - kazde rozwigzanie Celementl
whasciwie efektywne Ow2S[4ciwie efektywny! Jest w tym przypadku istotnie
efektywne.

Rozwigzania istotnie efektywne nazywamy réwniez rozwigzaniami
odpornymi . Motywacja do wprowadzenia pojecia odpornosci rozwigzac
efektywnych Jest nastepujace rozumowanie. Zakézmy, ze zadanie ZOP modeluje
pewien problem podejmowania decyzji. Wtedy XQ Jest zbiorem decyzji
efektywnych, zbidér rozwigzan efektywnych jest zbiorem decyzji efektywnych.
/ jest wektorowg oceng decyzji. Zakdézmy roéwniez, ze x Jest pewng decyzja
efektywng. Pojecie odpornosci pozwala nam oceni6é skutki odejscia od
podjetej Cwynegocjowanej3 decyzji x do dowolnej 1innej decyzji ze zbioru

XQ . Jezeli x nie Jest rozwiagzaniem odpornym;to dla dowolnego 6 > O
istnieje taka para indekséw i,j, i w j, oraz decyzja X « taka. ze
wspotczynnik wymiany

/|Cx3 - /.Cx3

/

.03 - /7_.043
J J
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gdzie /£Cx3 - /ECx3 > 0 . /~.CX) - /JCxJ > O , Jest wiekszy niz 6 . Jezeli
X jest rozwigzaniem odpornym, to istnieje € > 0 takie, ze wszystkie
wspotczynniki wymiany sa mniejsze badz rowne & . Jezeli 6 Jest mala
liczbg, to skutki odejscia od decyzji x moga byd ocenione Jako niewielkie
[bezpieczne3. Zwréémy uwage, ze odpornos¢ rozwigzania Jest definiowana
wzgledem catego zbioru XQ ; Jest wiec ona pojeciem globalnym.

Nastepujace dwa twierdzenia dostarczaja nam technicznych $rodkéw do

Identyfikowania rozwigzan istotnie efektywnych. Niech J bedzie zbiorem par
indeksé6w Ci,j"3 takich, ze i,j =1 M, T*J , 1<]j.
Twlerdzonie 4.1. CKaliszewski C198833. Element vy , y ¢ Z , Jest Istotnie
efektywny oraz Sq < ClI + p3Cp3 wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
efektywny oraz istnieje dodatnia liczba p taka, ze dla wszystkich vy
y eZ , i wszystkich Ci,j3 e J speknione sg nastepujaco nieréwnosci:

1< max _m \uU I+ - Yy,.3 + pCy* - y._31,

yeZCy,i5 iJ 11 J J
i< ma ALvech + pAy* - y.-3 4 -y,
! yeECy.jJ veer T PTY G T Yy pcyf it
gdzie X = [CI + p3Cy* - ys3 + pCy£ - y£~ 1 - y* Jest elementem
R* takim, ze Z c <y*t - intCR™M , Z Cy, 13 =<y eZ |yE>y£:
Twierdzenie 4.2. Jezeli y , ye Z , Jestrozwigzaniem efektywnym oraz

P - p Jest najwieksza dodatnig liczbg taka, ze dla wszystkich y .
y «Z , i dla wszystkich Ci,j3 <) spetnione sgnastepujace nieréwnosci:

1< max _ A CClI + p3Cy* -y 3 + pCy* - y.33,
yeZCy. il 1 Jjf J

i5 max _ + p5Cy” -y 3 + pCy* -y 33.
yeZCy.jJ J J 11

gdzie \ , oraz ZCy,I3 sa zdefiniowane jak w Twierdzeniu 4.1, to y
jest elementem istotnie efektywnym oraz 59 = ClI + p3Cp3 1
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5. Wrazliwos¢ rozwigzan wkasciwie efektywnych wzgledem zaburzen struktury
dominac.1i

Funkcja 7/ ustala w zadaniu optymalizacji wektorowej pewng strukture
dominacji. W przypadku ogélnym strukture dominacji definiuje sie poprzez
pewien zbior D : mowimy, zeelement y przestrzeni Iikdominuje element ;7
jezeli y -y e D. Elementyefektywne wzgledem danej struktury dominacji
sag to elementy niezdominowane. W zadaniu optymalizacji wektorowej
struktura dominacji zadana jest za pomocg stozka R* - iy e R] y >0 > .

W niniejszym rozdziale stawiamy sobie za cel podanie odpowiedzi na
nastepujace pytanie: dane jest rozwigzanie wkasciwie efektywne x , x € XV
jakie zaburzenia funkcji /sa dopuszczalne» to znaczy nie naruszaja
statusu efektywnosci tego rozwigzania?

Aby to osiagagngcé,rozwazymy najpierw?Jakie zaburzenia struktury dominacji

danej stozkiem R+ sa dopuszczalne dla elementu y = /Cx), to znaczy nie
naruszaja statusu efektywnosci tego elementu. Zaktada¢ bedziemy, ze
zaburzenia struktury dominacji danej stozkiem sa roéwniez stozkami

wypukdymi. Zauwazmy, ze kazde zaburzenie A ,gdzie A jest stozkiem w ~
takie, ze A c R2 Yest dopuszczalne dla kazdego elementu efektywnego vy ,
y € Z.

Przypomnimy réwnowazne podanym wczesniej definiejomflecz ogélniejsze
definicje efektywnosci i whasciwej efektywnosci. Niech bedzie dany pewien
stozek A ustalajacy strukture dominacji w R Ca wiec i w X). Element y .
y e Z Jest K-efektywny)Jezeli CCy> + O n Z= <y> . Element y ,y e Z ,
Jest K-wTcLSciwie efektywny}Jlezeli Jest AC-efektywny oraz istnieje wypukdy
stozek KE taki, ze A c iIntCAC™) oraz element y jest ACM-efektywny, tj.

CCy> + A n Z = -Opf . Ta ostatnia definicja pochodzi od Heniga Czob.
HenigCl982a,b).

Z powyzszej definicji oraz z zatozenia o domknletosci zbioru Z wynika,
ze dla kazdego elementu whasciwie efektywnego y , y e Z , istnieje
maksymalne zaburzenie Cwypukty stozek) )’VACCy) taki, ze " e intCAV(V:CS/))
Ponizej przedstawiamy metode aproksymacji stozka ACCy) zaproponowang w
pracy Kaliszewski C1989).

Zat6zmy, ze dla pewnego X oraz p za pomoca Twierdzenia 3.1. zostat
wyznaczony whkasciwie efektywny element vy , y € Z . Oznacza to, ze w y
spedniony jest warunek CCy> + AC» O Z - <y> , gdzie A ma postac

<y €R™ Jy. +pery >0 , i =1i,.. .,k ¥ . Oczywiscie, AN, o0 A ; Jdezeli
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p’ > p .Zatem Im wieksza wartos¢ parametru p Cprzy nie zmienionym \3,
dla ktérego y rozwigzuje zadanie C3.15, tym lepsza aproksymacja KCy3 .
Mozna sformudtowaé¢ =zatem zadanie poszukiwania maksymalnej wartosci
parametru p jdla ktérego y jest rozwigzaniem =zadania C3.15 Czob.
Kaliszewski CI1S883X Satysfakcjonujace wartosci p moga by¢ znalezione np.
metoda bisekcji.

Zakt6zmy, zo dla pewnego efektywnego y, y e Z, znamy dopuszczalne
zaburzenie K . Rozwazmy zadanie optymalizacji wektorowej CZOW3, w ktérym

funkcja celu / zostata zastgpiona inng funkcjag /* . X * R*

Lemat S. 1. Warunkiem wystarczajacym na to ,aby rozwigzanie efektywne
X - / Cy3 byto efektywne wzgledem /’ ,Jest spednienie nierdéwnosci;

IX/ECx3 < /£Cx3 + pe*/Cx3 , dla i=1..... ft , X e X . C5.13
gdzie X= <x e X | /ECx3 - /£Cx3 + pe*C/Cx3 - /Cx33 >0 , i =1._._. k > .
= C/£Cxl + pe*/Cx33C/iCx33_1
Dowéd. Oznaczmy T = < x e X | /ECx3 - /ECx3 >0 , i =1.... ,k > . Poniewgz
X jest rozwigzaniem efektywnym wzgledom /, natomiast Jest dopuszczalnym
zaburzeniem y , zachodzi C{y> + n Z = i1y> lub, co réwnowazne, X A XQ

Aby x byto efektywne wzgledem /> (musi zachodzi¢ T n XQ = <x> . Warunek ten
jest speiniony, Jezeli X 2z T . Powyzsza inkluzja Jest spekniona, Jezel i
/£Cx3 - /£Cx3 + pe*C/Cx3 - /Cx33 > J[XC/°Cxl - /:,Cx33 , dla 1 =1..... Kk,

x e X, lub inaczej, /£Cx3 + po*/Cx3 > iX/°Cx3, dla i “ i A ,xe X .nm

Jezeli funkcje /i1 /"sg dodatnio Jednorodne, to warunek C5.1) redukuje
sie do

/"Cx3 < /ECx3 + peH/Cx3 . x « A , i =1 AL, C5. 31

* -
gdzie A = i X e X | E C/.Cx3"- /.Cx3 + poAtC/CXS - /Cx331 =1 > .
£=1 1

Warunek CS.1J mozna sprawdzi¢ stosunkowo prosto obliczajac dla
kazdego i

max C/E£Cx3 - C/£Cx3 + pe*/Cx333 CS.33
xeX
Tub max /".Cx3 - C/.Cx3 + poK/Cx333 . CS. 43

X«A £ 1



98 | . Kal i szewski

Zaletg przedstawionej metody jest Jej ogolnos¢. Zwréémy uwage, e mia
og6lnosci metody uzyskujemy podobny efekt jak np. przy wyspecjalizowane
metodzie dla wielokryterialnych zadan programowania liniowego podanej t
pracy Despande,ZiontsCl979) - po okresleniu dopuszczalnego zaburzenia t
postaci stozka K™ zbidér Xq nie odgrywa zadnej roli w analizie wrazliwos¢,
wybranego rozwigzania efektywnego Cpor . takze Gal ,Leber ling Cl9B11
Gal ,WolfC1986,1988). W spostrzezeniu tym zawarta Jest zasadnicza ramici
pomiedzy bezposrednim sprawdzeniem fczy dane rozwigzanie pozostaji
efektywne po zmianie funkcji / a proponowanym powyzej podejsciem.

6. Aproksymacja zbioru Pareto w przestrzeni krvterialnej

Istnieje szereg metod dla aproksymacji zbioru Pareto w dwukryterialnyd
zadaniach optymalizacji wektorowej Ctj. dla k = 2), w ktérych zbidr
jest wypukty Czob. Solanki ,CohenC1989)). Uogblnieniem tych meta
jest algorytm kanapkowy Csandwich. algori tm.") dla aproksymacji wartosc;
wypuktej fFunkcji skalarnej Jednej zmiennej podany w Burkard i in. CIs7
oraz Fruhwirth i in. CI988) wraz z oszacowaniem szybkos$ci ich zbieznosci
Jak dotad ; nie istniejg algorytmy dla aproksymacji zbioru Pareto >
przypadku ogolnym. Ponizej przedstawiamy idee takiego algorytt
wykorzystujacego techniki omawiane w pracy.

Zat6zmy, ze k = 2 , /Cx) Jest funkcjg ciggta, XQ zbiorem nieskonczony
i spéjnym. Wéwczas zbidér Pareto Jest krzywa. Kazde rozwigzanie efektywne
zadania optymalizacji wektorowej w oparciu o Twierdzenie 3.1 wyznacza wt

zbi6ér elementéow /Cx) + K~ , gdzie KA = <y € rR? | + pe2y >0
i= > Oczywiscie, poniewaz X jest rozwigzaniem efektywny
C/Cx) + KN) n Z = /Cx) . Zatem zbidér /Cx) + wyznacza pewng stozkom

aproksymacje zbioru Z. Suma takich zbioréw pochodzacych od rézny¢
rozwigzan efektywnych jest takze aproksymacjg; Im wiecej znamy rozwiazr
efektywnychftym lepsza aproksymacja.

W celu poprawienia aproksymacji mozemy, podobnie jak w poprzedni:
rozdziale, postawi¢ zadanie poszukiwania maksymalnej wartosci p~dla ktér*
C/Cx) + KM) n Z = /CxX) .

Jezeli krzywa Pareto jest pewng funkcja wklesta fto powyzszy sches*
prowadzi do aproksymacji gorszych niz wspomniane wyzej wyspecjalizowacé
metody dla przypadku wypukdtego Z. Natomiast gdy krzywa Pareto Jest funkcj
Scisle wypukty, to schemat ten jest jedynym mozliwym do zastosowani*
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Jezeli nie zachodzi zaden z powyzszych przypadkéw, to dla uzyskania
efektywnosci aproksymacji powyzszy schemat wymaga pewnych modyfikacji;
Jednak i w tym przypadku aproksymacja stozkami odgrywa zasadniczg role.
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Summary

The method of solving vector optimization problems using techniques
for separation of elements of sets by convex cones are presented together
with original ideas and theoretical results related to those methods. With
the help of the results the above techiques can bo used not only to
generate the efficient solutions but also to the analyse the robustness of
efficient solutions, to perform the sensitivity analysis of efficient
solutions with respect to domination structure perturbations. and to
approximations of the Pareto sets.

AHAM3 MKMECTBA. IIAPETO B ttPOCTPAHCTEB OUEHOK

Pe3Kme

OrmcaHH MeTCFFIH peuieHUH 3a.uaa BeKiopHofi onTHMH3aunn, ocHOBSHHtie
na npHHmmsx cenapaiatK sjieMeHTOB MHoxecTB npw iiomoiuh BHNyK-
uhx KoHycoB. KpoMe Toro npesciaBJieHu opurnHajibhhe Jiuen h Teopera-
ueciuie pe3yjn>TaTK, KOTopHe ik>3bojihkt npmvieHHTB sth npHHumiu He tojib-

ko juin reHepnpoBaHHH sdxpeKTHBHHX pemeHHii, ho TO&e ujih aHajoi3s ycTOE-*
TOBOCTH Sijd&eKTHBHHX peffleHHE , aH8JIH3a EyBCTBHTeJIBHOCTE 3$$eKTEBHHX
peoieima no oTHomeiano k BO3MymeHHHM CTpyKTyp uoMmmpoBaHiw a ujih an-

npoKciifEUHH MHoatecTBa Ilapeto.



