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Streszczenie. W pracy podano definicje całkowitej i lokalnej ste- 
rowalnosci v/ ustalonym prostokącie dla liniowych.,stacjonarnych 
układów dyskretnych typu 2-D. Wykorzystując odpowiednio zdefiniowa­
ną macierz sterowalności, sformułowano i udowodniono warunki koniecz­
ne i wystarczające całkowitej oraz lokalnej sterowalności układów dyskretnych typu 2-D.

1. ffsten.

Sterowalnośó obok obserwowalności i stabilności należy do podstawo­
wych własności charakteryzujących zachowanie się układów dynamicznych. 
Oznacza ona .ogólnie rzecz biorąc,możliwość osiągnięcia pożądanego stanu 
układu dynamicznego przy użyciu dostępnych sterowań.
W ostatnim dziesięcioleciu nastąpił burzliwy rozwój badań nad wieio- 

ryziarowymi układami dyskretnymijtzn. układami o wielu zmiennych nieza­
leżnych. Spośród wielowymiarowych układów dyskretnych najpopularniejszy­
mi są tzw. układy typu 2-D ,tzn. układy dynamiczne określone w dyskret­
nych punktach płaszczyzny.których dynamikę opisuje wektorowe równanie 
różnicowe o dwóch zmiennych niezależnych [3], [4j.
Różne rodzaje sterowalności liniowych układów typu 2-D rozpatrywane 

tyły między innymi w pracach [1] , [2] , [4j, £6]» i?]* fSJtgdzie podano liczne 
ńryteria badania sterowalności. Zagadnienia sterowalności liniowych ukła- 
ńón dyskretnych typu Łi-D / K zmiennych niezależnych / analizowane były 
między innymi w publikacjach , [io] oraz [11] .
W niniejszej pracy zostaną sformułowane i udowodnione warunki koniecz­

ne i wystarczające całkowitej sterowalności w ustalonym prostokącie dla 
liniowych stacjonarnych układów dyskretnych typu 2-D,których dynamikę 
opisuje wektorowe równanie różnicowe ogólnej postaci.Zagadnienie całkowi­
tej sterowalności w ustalonym prostokącie nie było dotychczas rozpatry­
wane w literaturze dotyczącej wi e 1 o wy mi ar owy c h układów dyskretnych.Z po­
lanych w pracy warunków koniecznych i wystarczających całkowitej stero­
wności w ustalonym prostokącie można łatwo uzyskać znane w literaturze 
carunki konieczne i wystarczające lokalnej sterowalności w ustalonym pros­
tokącie [4] , [6], |_7] , [8] •
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2. Opis układu dynamicznego 1 podstawowe definicje.

Niech będzie dany liniowy stacjonarny skończenie wymiarowy układ dys­
kretny typu 2-D opisany następującym wektorowym równaniem różnicowym [4], 
[5], [12]:
4 + 1 . 3+1) = A.,x(i,j+l) + A 2x(i+1,j) + A 0x(i,j) + Bu(i,j) /2.1 /

określonym w prostokącie Pra = [(0,0) , (r.s)] - {(i,j)ć Z*Z : (0,0KCi.jKr>̂
gdzie; x(i, j) £ Rn wektor stanu lokalnego w punkcie (i»j),

u(i,j)e R111 wektor sterowań w punkcie (i, j) ,
Aq , A^ , Ag n*n wymiarowe stałe macierze,
B n*m wymiarowa stała macierz i 
Z zbiór liczb całkowitych .

Warunki brzegowe dla równania różnicowego /2.1/ są postaci t 
x(i,o) =■ x/  ćrf1 , dla i » 0,1,...,r

/2.2 /x [o, j) s j , dla j a 0,1, ...,s

Wiadomo, [4], [5] , [12] ,że rozwiązanie równania różnicowego /2.1/ z wa­
runkami brzegowymi /2„2/ można przedstawić w zwartej formie, wykorzystując 
w tym oelu tzw. macierz tranzycji układu 2-D , G.y , i,j = -1,0,1,2,..,
zdefiniowaną w sposób następujący [4] , 0>] , [12] :

Ql j  = A0Si- 1 ,j - 1  + A2Gl , j - 1  + A1Gi - 1 , j  =
“ Gi - 1 , j - 1 A0 + Gi - 1 , j A1 + Gi , j - 1 A2 / 2*3/

G00 = ^n^n
Si;j o 0 dla i = -1 lub j =■ -1

Rozwiązanie x(k,l) , (k,l)6'P równania różnicowego /2.1/ z warunkami 
brzegowymi /2.2/ jest postaci £4] , [5], [12] s

i=k
= + ^ - 1 * 1  , l - 1Ao)x (i »°) +

«3+ j>Z ( ^ - 1 , 1 - jAi + ^ - 1  , i - j - i Ao )x (°»3/ + ^ - 1  , i - i Aox (°»°) +J ‘j =3C jal
+ °k -j-1  , l - 1 Bu(°'J) + Gk-1 , l - j - 1 Bu(± ,°) +

±=k .1 =*1
+ Gk -1 ,l-1 Bu(° .° )  + ^  U  Ok-i-1 , l - j - 1 Bu i1 . j )  /2 .4 /
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Dla dyskretnego układu dynamicznego typu 2-D opisanego równaniem /2.1/ 
uprowadza się dwie podstawowe definicje sterowalności w ustalonym pros­
tokącie Prs, a mianowicie t lokalną sterowalność w prostokącie Pra oraz 
całkowitą sterowalność w prostokącie ?rs.

Definicja 2.1. Układ dynamiczny /2.1/ nazywa się lokalnie sterowalnym
w prostokącie Frg .jeżeli dla dowolnych warunków brzegowych /2.2/ oraz
dowolnego wektora ĵ ,0 e Rn .istnieje sekwencja sterowań {u(i,j) :
P . , \ taka,że odpowiadające tej sekwencji sterowań rozwiązanie x(i,j)r-iys-ij
(i.j)ćPrs spełnia następujący warunek t

x(r,s) = /2.5/
Definicja 2.2. Układ dynamiczny /2.1/ nazywa się całkowicie sterowal­

nym w prostokącie P__ .jeżeli dla dowolnych warunków brzegowych /2.2/
Y\ Tloraz dowolnych wektorów R , 1 =1,2,...,s-1 oraz R“ , k = 1,2,

... ,r-1 , xpsć Rn . istnie je sekwencja sterowań |u(x,j) : (i|j)£Ir_i a_-ĵ
taka,że odpowiadające tej sekwencji sterowań rozwiązanie x(jl,j) , 
spełnia następujące warunki i

x (r>~) * Ŝzl 1 ^ " 1 »2,... i s-1
x(k,s) = xks , k = 1,2,... ,r-1 /2.6/

' x Cr ’s) - xrs
Z przytoczonych powyżej definicji wynika bezpośrednio,że całkowita 

sterowalność układu dynamicznego /2.1/ w ustalonym prostokącie Prs impli­
kuje lokalną sterowalność układu dynamicznego /2.1/ w tym samym prosto­
kącie Prs , Implikacja odwrotna na ogół nie jest prawdziwa. Zatem pojęcie 
całkowitej sterowalności w prostokącie p jest pojęciem istotnie silniej­
szym niż lokalna sterowalność w tym samym prostokącie Pr3. Będzie to rów­
nież widoczne w sformułowaniach odpowiednich kryteriów badania sterowal­
ności’ i;tóre bazują na badaniu rzędów odpowiednio zdefiniowanych macierzy 
sterowalności,

należy wyraźnie podkreślić,że w definicjach 2.1 oraz 2.2 nie zakłada 
się ograniczoności zbioru wartości sterowań u(i,j).Nałożenie dodatkowych 
ograniczeń na sterowania,np. w postaci ograniczenia wartości normy,jest 
oczywiście możliwe,jednak bardzo komplikuje przeprowadzane rozważania i 
nie będzie rozpatrywane w niniejszej pracy.

’.'.'arunki konieczne i wystarczające lokalnej sterowalności układu dyna­
micznego /2.1/ w prostokącie Pps zostały sformułowane i dowiedzione w pra­
cach [4] , [6j , [7] , [9] w oparciu o jawną postać rozwiązania i macierz stero- 
■■alnośoi. W następnym podrozdziale warunki te zostaną uogolnione na przy­
padek całkowitej sterowalności układu dynamicznego /2.1/ w ustalonym pros­
tokącie Pr3 .
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3. Kryteria 'badania sterowalności.

W niniejszym podrozdziale w oparciu o postać rozwiązania /2.4/ oraz 
definicje 2.1. i 2.2 zostaną sformułowane i dowiedzione warunki konieczne 
i wystarczające całkowitej oraz lokalnej sterowalności układu dynamicznegi 
/2.1/ w ustalonym'prostokącie irs. .

Ze względu na liniowość.układu dynamicznego /2.1/ bez utraty ogólności 
mażną założyć,że wszystkie wariinki brzegowe J2..ZJ są zerowe,tzn. x ^ = 0
dla 1 = 1,2,. “ko = 0 dla k = 1,2,...,r oraz x00 - 0 .
Założenie to znacznie upraszcza wszystkie rozważania i pozwala na przed­
stawienie rozkazania z(k,l) , (k,l)ePrE równania różnicowego /2.1/ danego 
formułą /2.4/ w następującej postaci :

i=k
:(k,l) = Gk-1 (l-1Bll(0 '0) + ^-i-l ,i-iBu(i,0)

IzŁ

i=k 1=1 
+ ̂  ^-i-i.i-j-i211^ ) /3.1/

'Hzór /3.1/ można przedstawić w postaci dogodniejszej do dalszych roz­
ważań,a mianowicie :

x(k,l) = [ ^ 1  ,1-1^ | Gk-1,l-2B | Gli:—1,1-3B f ***

Gk-2,1-1B i Gk-3,1-13 i Gk-4,1-1B i ***

Gk-1,1B ! Gk-1,0B |
G. . , B t G« -i . B t1,1-1 i 0,1-1 i

Gk-2,1-2B l Gk-2,1-3B ! Gk-3,1-2B i Glc—3,1-3B i *** ! G11B ' G10B ! 

G01B | G00B][air(0»0}’ uT(1«0)» uT(2;fl)-;...,ua!(k-1,o),uTfo,l) , 

uB(o,2) ,.. . , uB(o,l-l) , UT (1,1), uT (1,2) ,...,uT(k-1,l-l)J /3,2/

gdzie symbol T oznacza znak transpozycji.
Dla skrócenia zapisu wprowadza się następujące oznaczenia :

U>1 = [uT(0,0), uT (l,0), ...,uT(k-1,0), UT(0,1) , uT(0,2),...,uT(0,1-1),
UT (1,1), uT (l,2), uT(i-1,l-l)]I e R Ełl /3.3/
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%  jest nxmkl wymiarową macierzą o stałych współ czynnikach.
Wykorzystując oznaczenia /3.3/ oraz /3.4/, można relację /3,2/ przed­

stawić w zwartej macierzowo-wektorowej formie :
x(k,l) * \ x ukl (M ) ć Bx /3.5/

Wprowadzone oznaczenia zostaną wykorzystane w dowodzie warunku koniecz­
nego i wystarczającego całkowitej sterowalności układu dynamicznego /2.1/ 
w ustalonym prostokącie ?rs.

Twierdzenie 3.1. Układ dynamiczny /2„1/ jest całkowicie sterowalny 
w ustalonym prostokącie Pra wtedy i tylko wtedy, gdy

rząd W(r,s) = n(r + s - 1) /3.6/
gdzie W(r,s) jest n(r+s-1)xmrs wymiarową macierzą całkowitej sterowal­
ności w ustalonym prostokącie Ppg ,daną następującym wzorem:

*(r,3)

“r.O 0 0 0 • • • 0  0

Qr,0 S . l
0 0  • •  • 0 0

Qr,0 Qr,1 Qr,2 0  • •  • 0 0

Qr,0 Qr,1 • » • • «r,s-2 0

V
«1.1

r*s

Q1,2 •  • •  • ®1,s-2 ^1,s-1

^2,0 «i.1
- V

Q2,2 •  • • •
a /  ę y

Q2,s-2 2,s-1

^r-1,0 V 1 ,1 Qr-1,2 • * o  • ^r-1,s~2 ^r-1,s
/\/

Qr,0 5r,1
A / • • •  •

A /  A 7

^r,B-2 ®r,s-1

= [Gi- 1,óB iGi-2,jB ! • •  • G1
1 , i B :  % . j b ]

/3.7/

gdzie: = |g_. , ,B',Ł , j !  ... !ł  ,b ] G„ _.b T /3.8/

są nxmi wymiarowymi macierzami dla i<*1,2,...,r , j=1,2,... ,s-1.

^i.j * [Gi-1,s-j-1E ; % - 2 , 3-j-1B ; Gi-3,s-j-1B l •••

••• j G2fs-j-1B } G1,s-j-1B • G0,s-j-1B \ 0 i 0 ! ... ! 0 ]  /3.9/ 
są nxmr wymiarowymi macierzami dla i=1,2,...,r , j=1,2,...,s-1.

Dowód. Dowód twierdzenia 3.1 polega na wyznaczeniu zależności umożli- 
"iająoej jednoozesne określenie wektorów rozwiązań x(r,l) , x(v,2'j ,...

x(r,s-2) , x(rts-l) , x(1,s), x(2,s),..., x(r-2,s), x(r-1,s), x(r,s) 
w oparciu o znajomość sekwencji sterowań w prostokącie Trs.

Do tego celu zostanie wykorzystany wzór /3.1/ określający postać roz­
wiązania równania różnicowego /2.1/ w dowolnym punkcie (k,l)6 ?rg .
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s (r., 6-2) 
(r,s-1)

x(r,l)
x(r,2)

X

X{T

x(1,s)
x(2,sl

•

2: (r-2,s) 
x(r~1 ,s) 
x(r,s)

Qr,0 0 0 • . • 0 0

Qr, 0 ^,1 0 « « • 0 0

Cr,0 Qr,1 S-rfc - • • 0 0

Qr,0 > , 2
•• • • nr,s-2 0

iw
Q1,0 ,1 51»2

• • Q1,s-2 Q1,s-1

* .7 o • «2,1 ^2,2 • * • Q2„s-2 ^2,3-1

Qr-2,0
/V
Qr-2,1 °r-2,2 • • • «r-2,s-2 ^ 2 , 3 - 1

/V
Qr-1,0

/w
Qr-1,1 ^r-1,2 • ■* ♦ ®r-1, s-2 tp-1 ,s-1

> . 0 Q_ i v » * * Sr,s-2 ^r,s-1

u{0,0)
U (1,0)*«
u(r-1,0)
U (0,1)

U 0.1)
«

u (r-1,1'j

u(0,2) 
u (1,2)

9*
U ( r - 1  , 3 - 1 )

Powyższa relacja przedstawia zależność wektorów wyÉienioaycfe w definí 
cji 2,2 oa sterować w prostokącie P^-j g_-, • Ponieważ zgodnie z definicją
2,2 wektory te mają przyjmować dowolne wartości ,więc powyższy układ ron-i 
nań liniowych powinien mieć rozwiązanie dla dowolnych lewych stron.Waru­
nek ten "będzie spełniony wtedy i zylko wtedy,gdy macierz \7(r,s) "będzie 
pełnego rzędujtzn. będzie miała liniowo niezależne wiersze. Ponieważ li­
niowa niezależność wierszy macierzy Yi (r,s) jest równoważna warunkowi /3,(¡ 
Tiięc twierdzenie 3.1 zostało udowodnione.

Z twierdzenia 3.1 płyną wnioski dotyczące zarówno pewnych przypadków 
szczególnych,jak i warunków,jakie musi spełniać prostokąt Pjg/aby układ 
dynamiczny /2.1/ był w nim całkowicie sterowalny.

Wniosek 3.1» Jeżeli -n(rT-s-l) >  mrs , to układ dynamiczny /2.1/ nie 
jfst całkowicie sterowalny w prostokącie Pps.

Powód. Jeżeli n (r+s-l) "> mrs , to ilość wierszy w macierzy V.'(r,s) jest 
większg, od ilości kolumn, a zatem jej rząd jest. mniejszy od n(r-i-s-l) i M 
podstawie twierdzenia 3.1 układ dynamiczny /2.1/ nie może być całkowicie 
sterowalny w prostokącie Prs.

Wniosek 3.2. Układ dynamiczny /2.1/ jest lokalnie sterowalny w pros­
tokącie ?TB wtedy i tylko wtedy gdy

, [~ I 1 ~ ! f f? ł "V "1
r2.ądL̂ r,0"J ąXtr\ Qr,2 ¡ *•♦ ^r,s-2 ; Qr,s-1 J = n 7 3 . 10/

Dowód, Z definicji 2.1 bezpośrednio wynika,że lokalna sterowalnośó 
w prostokącie P układu dynamicznego 72.1/ jest równoważna możliwości 
dowolnego kształtowania wektora rozwiązań x(r,s). Na podstawie zależności 
73.2/ oraz /3.S/ jest to równoważne warunkowi 73.10/. Tak więc wniosek
3.2 został dowiedziemy..
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Wniosek 3.3. Układ dynamiczny /2.1/ jest całkowicie sterowalny w pro­
stokącie 3? wtedy i tylko wtedy,gdy

detfWW2} / 0 /3.11 /
Dowód. Ha podstawie twierdzenia 3.1 układ dynamiczny /2.1/ jest cał­

kowicie sterowalny w ustalonym prostokącie P_,s wtedy i tylko wtedy,gdy 
wiersze macierzy Yf są liniowo niezależne, co jest równoważne liniowej 
niezależności kolumn macierzy W1' ..Stąd beżpośrednio otrzymuje się tezę 
wniosku 3*3«

liacierz OT* występująca w relacji /3.11/ nosi nazwę macierzy całko- 
witej sterowalności układu dynamicznego /2.1/. Jest to macierz syme­
tryczna n(r+s-l)* n(r+s-1) wymiarowa o stałych współczynnikach.Zatem 
warunek 73.11/ może być również wyrażony w postaci następującego wniosku.

Wniosek 3.4. Układ dynamiczny /2.1/ jest całkowicie sterowalny w pro-- m
stokącie P wtedy i tylko wtedy ,gdy macierz sterowalności OT. jest 
dodatnio określona.

rpDowód. Z postaci macierzy całkowitej sterowalności VAY wynika,że jest 
cna zawsze macierzą nieujeonie określoną. Warunek /3.11/ będzie spełnio-

rp _ny y/tedy i tylko wtedy,gdy macierz WW będzie dodatnio określona.

Istotnym zagadnieniem związanym bezpośrednio ze sterowalnością ukłś.- 
dóvi dynamicznych jest problem wyznaczania sterowania przeprowadzającego 
dany układ dynamiczny z zadanych warunków początkowych lub br.zegov/ych 
dc żądanego stanu końcowego. W przypadku układu dynamicznego typu 2-D 
założenie całkowitej sterowalności w ustalonym prostokącie P__ gwaran-

X. ■' I* i."  S

tuje istnienie cc najmniej jednej sekwencji sterowań 4 u (i, j) t (i»j)6 
P_ , „ , i- przenroY/adzajacej układ z zadanych warunkÓYi brzegowych /2.2/r—i,s— ii
do żądanego stanu końcowego /2.6/„ Podobnie jak w układach ciągłych 
oraz układach dyskretnych typu 1-D ,do wyznaczenia odpowiedniej sekwen­
cji sterowań w układach typu 2-D wykorzystuje się macierze sterowalności 
W »[61»[7],[8], [9]. W naszym przypadku wykorzystana zostanie w tym celu

rp _

macierz całkowitej sterowalności VJW . Jest to uogólnienie rezultatów 
zawartych w pracach[6]oraz [7],gdzie rozpatrywane jedynie dosterowanie się 
do zadanego wektora xrs w punkcie(r,s) ,wykorzystując w tym celu macierz 
lokalnej sterowalności, W niniejszej pracy sfoimiułowane zostanie stero­
wanie umożliwiające osiągnięcie dowolnych wektorów' stanów lokalnych na 
dwóch bokach prostokąta P . Wyznaczenie tego sterowania będzie treścią 
twierdzenia 3.2.
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Zależności występujące w twierdzeniu 3.2 mają bardzo s k omp1 ikowaną . 
postać.W celu uproszczenia i czytelności zapisU|Wprowądza aię następują- 
ce oznaczenia:

Rn(s+r-1) ~T r S  T I T■K v, 3 xTg * * xr,s-2 ’ ^ , 0-1 .» 1 , 3  , x2,s »** *
z 1 5-T 1*r-2,s ' *r-1,s * ^r,sj /3.13/

sn (r+s+1) _ ~T tJP _T T JE JE
3  ors L 00 ’ 10 »***' *1,0 '**•» *1— 1,0 * *r,0 » *01 » *02 *

I T T T -i
*0,3 • *0,3+1 »**•» *0,s-1 * x0,sJ /3.14/ 

Rn ( s + r - l ) 3  !§T  ̂ = , x ( r , 2 ) . . . . ,  x ^ , s - 2 ) ,  x ^ , s - l )  , x ° ^ , s ) ,  x ^ 2 , s ) ,

.... x?(r-2,s), x^-1,s^), x ^ , s ) J  /3.15/

Wektor xTS dany zależnością /3.13/ reprezentuje warunki końcowe na 
dwóch brzegach prostokąta P^g.

Wektor r-0^s określony wzorem /3.14/ przedstawia dane w/arunki brzegowe 
na dwóch brzegach prostokąta P .

Wektor ■xTa wyznaczony formułą /3.15/ wyznacza wartości końcowych sta­
nów’ lokalnych na dwóch brzegach prostokąta P .

Wprowadzimy obecnie oznaczenia umożliwiające określenie wpływu warun­
ków brzegowych xQrs na wartości stanów lokalnych 5Lrs.

*11

Gr-1,0A0 Gr-1 ,0^2 + ^-ł.cZ-o...... Grri,0A2 + Gr-i-1 ,(^0

Gr-1,1A.0 Gr-1,1A2 + Gr-2,1A0 ...... Gr-i,1A2 + Gr—i—1,1A0

Gr-1 ,2^0 Gr-1,2A2 + • 2^0 •••**•* Gr-i,2“2 + Gr-i-1 ,2A0
• •

Gr-1, s-y-0 Gr-1 ,s-3A2 + Gr-2,s-3A0 •** “r-i, s-f 2+Gr-i-1 ,3-3^0

Gpt1 , s-?‘i0 Gr-1,s-2a2 + Gr-2,s-2A0 **• Gr-i,s-2A2+Gr-i-1 ,s-2A0

G0,0''2
G0.1A2
G0,2A2

G0,3-3^2
/3.l6a/
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Gr-1 , o H *
•

•  •  •

Gr~1 , i A i  + G r - 1  , < £ o

Gr~1 ,2a! + Gr-1 ,1A0 . . .  G r _ a
, o H

Gr-1 ,s—y M + Gr-1,s--4A0 ^-1 ,  a-d-2a! +  Gr-1

Gr-1 , 3 - 2 * - ! + Gr-1,s-- / o
. . .  G r _ - j ,s-d-1A1 r a - i - ^ O

0 0
•••••• 0 0 0

0 0
.....Gr-1 ,(̂ 1 0 0

Gr-1,0a! 0

G0,e-1A0 G0, 3-1^ • • • Q
•

G1,s-1A0 G1,s-1A2 + G0,s-1A0 0

G2,3-1A0 G2,3-1A2 + G1 ,s-1A0 • • • G0 ,s-1A2

Gr-2,s-1A0 Gr-2,s-1A2 • • • Gr-i-1, s-1A2+Gr-i-1 ,s-1A0

Gr-1, a-1A0 Gr-t,S-1A2 + Gr-2,s-1A0 • • • Gr-l,s-1A2 + ^-i-l ,s-1A0

0 0
.  ..0 0 0

.,.0 0 0

* •• G0,s-1A 2 0 0

* *'G1 ,s-1A2 + G0,s-1A0 G0,s-1A2 0
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^22

G0,s-1A1 + G0,s-2AQ G0,s-j-1A0 .....

G1,s-1A1 h G1 , s-2A0 G1,s-j-1A0 .....

G2 ,s-1A1 + G2 ,s-2A0 G2 ,s-j-1Aę .....

Gr-2, s-1A 1 + Gr-2,s~2A0 *" ••• Gr-2,s-jA1 + Qr-2,s-j-1A0 .....

Gr-1 ,s-1A1 + ^- 1 , 8-2A0 * * * Gr-1,s-j-1 + Gr-1,s-j-1A0 .....

GC\1A1 + G0,0A0 

**1,1A1 + G1,0A0

G2,1A1 + G2,0A0

G1 ,0̂ -1 

&2 , c h

Gr-2,1A1 + Gr-2,0A0 ^-2,(^1

Gr-1,1A 1 + Gr-1,0A0 Gr-1,0A1

/3 .l6d/

Wykorzystując oznaczenia /3.l6a/ , /3.l6b/ , /3.16c/ oraz /3.l6d/ 
tworzy się macierz tłokową H w sposób następujący:

"=1 1 : ni 2
k21 i Hgg /3 .1 6 /

Kacierze E, 1 ,H22 są stałymi macierzami o następujących wymia­
rach : Rj ̂ jest n (s-l)* n(r+l)- wymiarowa , K-|2 jest n (s-1) xns-wymiarowa , 
H21 jest nrx n(r+l)-wymiarowa , H22 jest nr * ns -wymiarowa. Zatem macierz 
blokowa H jest macierzą stałą n(r+s-1)xn(r+s+1^-wymiarową.

Wykorzystując wszystkie wprowadzone uprzednio oznaczenia(można sfor­
mułować twierdzenie dające postać sterowania przeprowadzającego układ 
dynamiczny /2.1/ z zadanych warunków brzegowych do żądanych wartości 
wektorów stanów lokalnyoh na dwóch brzegach prostokąta P_s.

Twierdzenie 3.2. Kiech będą dane warunki brzegowe /2.2/ oraz stan 
końcowy postaci /2.6/. Przy założeniu fże układ dynamiczny /2.1/ jest 
całkoY.icie sterowalny w prostokącie ?ro ,sterowanie przeprowadzające 
układ z warunków brzegowych /2.2/ do stanu końcowego /2.6/ jest postaci s

urs = V',T(ViY'S)_1 (*rs - ^ors ) /3*17/
gdzie wektor sterowań urs£ Emrs jest dany zależnością /3»3/•
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X)ov.'ód. Na podstawie wzorów /3.1/,/3.3/»/3.7/>/3.14/ oraz /3.15/ za­
chodzi następująca zależność

*rs = ^ors + Wurs /3.18/
Podstawiając do wzoru /3.18/ równość /3.17./ oraz uwzględniając wymię- 
nione powyżej zależności, otrzymuje się następującą relację r

xrs “ ^ors + ('*'* ) (*rs ~ ^ors) * ilxors+3!:rs“Hxor33Xrs
Zatem sterowanie dane wzorem /3.1<V przeprowadza układ dynamiczny /2.1/ 
z zadanych warunków brzegowych /2.2/ do żądanego stanu końcowego posta­
ci /2.6/. Tak więc twierdzenie 3,2 zostało dowiedzione.'

Istotnym elementem w dowodzie twierdzenia 3.2 było założenie całkowi­
tej sterowalności w prostokącie ?rs układu dynamicznego /2.1/.Bez tego 
założenia osiągalne z zadanych warunków brzegowych /2.2/ byłyby tylko 
pewne wybrane stany końcowe,a mianowicie te ,które należą do tzw. zbioru 
osiągalnego [5],[10]. Należy podkreślić,że zasadniczą trudnością przy 
formułowaniu twierdzenia 3.2 było wyznaczenie odpowiedniej macierzy H 
wiążącej warunki brzegowe /2.2/ ze stanem końcowym postaci /2.6/.

4. Zakończenie.

V? artykule przedstawiono zagadnienia sterowalności dla liniowych sta­
cjonarnych dyskretnych układów dynamicznych typu 2-D. Zdefiniowano po­
jęcie tzw. całkowitej sterowalności w prostokącie Prs będące istotnym . 
rozszerzeniem znanego z literatury pojęcia lokalnej sterowalności w pros­
tokącie PrE [s] , [7l, [9] , [i "0 .Następnie sformułowane i udowodniono warun­
ki konieczne i wystarczające całkowitej sterowalności w ustalonym prosto­
kącie. Warunki te otrzymano w oparciu o odpowiednio zdefiniowaną macierz 
całkowitej sterowalności,która została również wykorzystana do określe­
nia sekwencji sterowań przeprowadzającej układ dynamiczny /2.1/ z za­
danych warunków brzegowych /2.2/ do żądanego stanu końcowego postaci 
/2.6/.

Przedstawione w pracy rezultaty mogą hyc wykorzystane do rozwiązania 
tzw. zagadnienia minimalno-energetyoznego [6̂  , [7] , [8^ , [S] , [10] , [1i] ,które 
polega na osiągnięciu stanu końcowego przy minimalnej energii sterowania. 
Efektywne rozwiązanie tego zagadnienia jest możliwe dzięki założeniu 
całkowitej sterowalności układu dynamicznego /2.1/.

Otrzymane w artykule wyniki można stosunkowo łatwo uogólnić na przy­
padek układów dyskretnych niestacjonarnych i to zarówno typu 2-D ,jak i 
ogólnie typu ld-D .Inna możliwość uogólnień polega na rozważaniu tzw. 
singularnyoh układów dyskretnych, tzń, układów' dyskretnych z osobliwą 
macierzą po lewej stronie równania różnicowego /2.1/.
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CONTROLLABILITY OF 2-D TYPE DISCRETE SYSTEMS 

S u m m a r y
The defin itions of to ta l  and local controllability in an established 

rectangle a re  given fo r linear, s ta tio n ary  d iscre te  2-D systems. Applying a 
properly defined controllability matrix, the  necessary and sufficient 
conditions of to ta l  and local controllability of 2-D type d iscrete  systems 
have been formulated and proved.

YnPABJISEMOCTB HHCKPETHblX CMCTEM THF1A 2-D

P e o jo  m e
B paôoTe nano onpeneneHHe o6iueft h noicanbHofi ynpasnaeiiocTH b naHHo« 

npfmoyronbHHKe nn« nHweftHbix, cTauHOHapnux CHCTe« nHCKpeTHoro Tana 2-D. 
Hcnonboy.q cootd ôtctbohho onpeneneHHyn narpHuy ynpaBnflenocTK naHa 
àopMy/iHpoBKa h noKaoaHbi Heo6xo,qHMbie h nocTaTOHHbie ycnoB«« o6icefl h noxanbHoa 
ynpaenReMOCTH nwcKpeTHbix cucTeM rxna 2-D.


