ZESZYTY NAUKOWE TODITBCHNIKI 51 £sKIEJ 1990
Seria: AUTOMATYKA z.100 Nr kol .1082

Jerzy Klamka
Politechnika Slaska

siKaowAUioSi: .uk+adéw dyskeethyge typu 2-d

Streszczenie. W pracy podano definicje catkowitej i lokalnej ste-
rowalnosci V ustalonym prostokacie dla liniowych.,stacjonarnych
uk¥adéw dyskretnych typu 2-D. Wykorzystujac odpowiednio zdefiniowa-
ng macierz sterowalnosci, sformutowano i udowodniono warunki koniecz-

ne I wystarczajace caikomtej oraz lokalnej sterowalnosci uktadow
dyskretnych typu 2-D.

1 ffsten.

Sterowalno$é obok obserwowalnosci i stabilnosci nalezy do podstawo-
wych whasnosci charakteryzujacych zachowanie sie ukfadéw dynamicznych.
Oznacza ona .ogo6lnie rzecz biorac,mozliwos¢ osiggniecia pozadanego stanu
ukdadu dynamicznego przy uzyciu dostepnych sterowan.

W ostatnim dziesiecioleciu nastapit burzliwy rozwéj badan nad wieio-
ryziaronymi ukdadami dyskretnymijtzn. uktadami o wielu zmiennych nieza-
leznych. Sposrod wielowymiarowych ukdadow dyskretnych najpopularniejszy-
mi sg tzw. ukdady typu 2-D ,tzn. uk¥ady dynamiczne okreslone w dyskret-
nych punktach ptaszczyzny.ktérych dynamike opisuje wektorowe roéwnanie
réznicone o dwéch zmiennych niezaleznych [3], [4}-

Rézne rodzaje sterowalnosci liniowych ukdadéw typu 2-D rozpatrywane
tly miedzy innymi w pracach [1],[2], [4]., £6]» i?]* fSJtgdzie podano liczne
Aryteria badania sterowalnosci. Zagadnienia sterowalnosci liniowych ukda-
rin dyskretnych typu ti-D /7 K zmienpych niezaleznych / analizowane byty
miedzy innymi w publikacjach . [lO] oraz [11] .

W niniejszej pracy zostang sformutowane i udowodnione warunki koniecz-
re i wystarczajgce catkowitej sterowalnosci w ustalonym prostokacie dla
liniowch stacjonarnych ukfadéw dyskretnych typu 2-D,ktérych dynamike
opisuje wektorowe réwnanie réznicowe ogélnej postaci.Zagadnienie catkowi-
) sterowalnosci w ustalonym prostokacie nie byto dotychczas rozpatry-
vae w literaturze dotyczacej wielowymiarowych uktadéw dyskretnych.Z po-
laych w pracy warunkéw koniecznych i wystarczajacych catkowitej stero-
wnosci w ustalonym prostokacie mozna 4atwo uzyska¢ znane w literaturze
caruki konieczne i wystarczajace lokalnej sterowalnosci w ustalonym pros-

tokecie [4] , [6]. L7, [8] =
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2. Opis uktadu dynamicznego 1 podstawowe definicje.

Niech bedzie dany liniowy stacjonarny skonczenie wymiarowy ukdad dys-
kretny typu 2-D opisany nastepujacym wektorowym réwnaniem réznicowym [4],

[51. [12]:
4+1.3+D = A x(,j+1) +A2x(i+1,j) +AOx(i,j) + Bu(i,j) /2.1/
okreslonym w prostokacie Pra = [(0,0) , (r-s)] - {(i,j)¢ z*Z : (0,0KCi.jKr*»
gdzie; x(i, £ Rn wektor stanu lokalnego w punkcie (i»}),
u(i,j)e RM wektor sterowan w punkcie (i,jJ) ,
Ag , A~ , Ag n*n wymiarowe state macierze,
B n*m wymiarowa stata macierz i
Z zbiér liczb catkowitych
Warunki brzegowe dla réwnania réznicowego /2.1/ sa postaci t
x(i,0) =ax/ ¢rfl ,dla i » 0,1,...,r

/2.2/
x [0,J) s J ,dla j ao0,1, ...,s

Wiadomo, [4], [5] ., 2] ,ze rozwiazanie réwnania réznicowego /2.1/ z wa-
runkami brzegowymi /2,,2/ mozna przedstawi¢ w zwartej formie, wykorzystujac
w tym oelu tzw. macierz tranzycji uktadu 2-D , G.y ,i,j =-1,0,1,2,..,
zdefiniowang w sposéb nastepujacy [4] ,0] , [12] :

Qj =ASi-1,j-1 +Md,j-1 +Ald-1,j =
“@-1j-10 + Q-1 jAL + G j-1A |2%3)

GO0 = ~n™n
Si;jjooO dla i1 =-1 lub j =m-1
Rozwigzanie x(k,1) ,(k,1)6"P réwnania roznicowego /2.1/ z warunkami
brzegowymi /2.2/ jest postaci £4],[5], [12]s
i=k
- 1 0
= + A -re - 1A0)X (I »°) +

j?Z‘ (M-1,1-JA 4 A1 i-]-TA)X (3] + ~-1i-1A0x (°) +
) ]

<+

f T o B ¢ Gt j1Bu(E) +
=k M
bOOLBUCS) + A U Okl j-1BuiLj) /2.4
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Dla dyskretnego ukdadu dynamicznego typu 2-D opisanego réwnaniem /2.1/
uprowadza sie dwie podstawowe definicje sterowalnosci w ustalonym pros-
tokacie Prs, a mianowicie t lokalng sterowalnos¢ w prostokacie Pra oraz
catkowitg sterowalnos¢ w prostokacie ?rs.

Definicja 2.1. Uk#ad dynamiczny /2.1/ nazywa sie lokalnie sterowalnym
w prostokacie Frg .jezeli dla dowolnych warunkéw brzegowych /2.2/ oraz
dowolnego wektora j*,0e Rn .istnieje sekwencja sterowan {u(i,j) :

Pr-iys—i} taka,ze odpowiadajgce tej sekwencji sterowan rozwigzanie x(i,j)
(i.J)CPrs speinia nastepujacy warunek t
x(r,s) = /2.5/
Definicja 2.2. Uk#ad dynamiczny /2.1/ nazywa sie catkowicie sterowal-
nym w prostokacie P__ _jezeli dla dowolnych warunkéw brzegowych /2.2/
oraz dowolnych wektoroéw R" ,1 =1,2,...,s-1 oraz R™ |, k = 1,2,

... ,r-1 , xps¢ Rn .istnie je sekwencja sterowan Ju(x,j) : (i]J)Elr_i a-{*

taka,ze odpowiadajace tej sekwencji sterowan rozwigzanie x(l,j) ,
spednia nastepujace warunki i

X(@>) *7zl 1/~ 1»2,... s
x(k,s) =xks , k=1,2,...,r-1 /2.6/

- XCI”S) - Xrs

Z przytoczonych powyzej definicji wynika bezposrednio,ze catkowita
sterowalno$¢ ukdadu dynamicznego /2.1/ w ustalonym prostokacie Prs impli-
kuje lokalng sterowalno$¢ ukdtadu dynamicznego /2.1/ w tym samym prosto-
kacie Prs , Implikacja odwrotna na og6t nie jest prawdziwa. Zatem pojecie
catkowitej sterowalnosci w prostokacie p jest pojeciem istotnie silniej-
szym niz lokalna sterowalnos¢ w tym samym prostokacie Pr3. Bedzie to roéw-

niez widoczne w sformutowaniach odpowiednich kryteriéw badania sterowal-
nosci’i;tére bazuja na badaniu rzedéw odpowiednio zdefiniowanych macierzy

sterowalnosci,

nalezy wyraznie podkreslic¢,ze w definicjach 2.1 oraz 2.2 nie zaktada
sie ograniczonosci zbioru wartosci sterowan u(i,j)-Natozenie dodatkowych
ograniczen na sterowania,np. w postaci ograniczenia wartosci normy, jest
oczywiscie mozliwe,jednak bardzo komplikuje przeprowadzane rozwazania i
nie bedzie rozpatrywane w niniejszej pracy.

Z"."auki konieczne i wystarczajace lokalnej sterowalnosci ukdadu dyna-
micznego /2.1/ w prostokacie Pps zostaty sformutowane i dowiedzione w pra-
cach B1.[6j) .[7] . [®] w oparciu o jawng posta¢ rozwigzania i macierz stero-
mmalnosoi. W nastepnym podrozdziale warunki te zostang uogolnione na przy-
padek catkowitej sterowalnosci ukdadu dynamicznego /2.1/ w ustalonym pros-

tokacie Pr3 .
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3. Kryteria "badania sterowalnosci.

W niniejszym podrozdziale w oparciu o posta¢ rozwigzania /2.4/ oraz
definicje 2.1. i 2.2 zostang sformutowane i dowiedzione warunki konieczne
i wystarczajace catkowitej oraz lokalnej sterowalnosci ukdadu dynamicznegi
/2.1/ w ustalonym®prostokacie irs. .

Ze wzgledu na liniowos$c¢.ukdadu dynamicznego /2.1/ bez utraty ogélnosci
mazng zatozy¢,ze wszystkie wariinki brzegowe J2..Z) sg zerowe,tzn. x ~ =0
dla 1 = 1,2,. %o - 0 dla k =1,2,...,r oraz x00 - O
Zatozenie to znacznie upraszcza wszystkie rozwazania 1 pozwala na przed-
stawienie rozkazania z(k,l) ,(k,1)ePrE réwnania réznicowego /2.1/ danego
formutg /2.4/ w nastepujacej postaci

i=k
:(k,) = Gk-1 (1-1BI1Q "0) + ~N—i-1 ,i-iBu(i,0)
1z
ik 1=1
+n Nei-lli-j-i21n ) /3.1

"Hz6r /3.1/ mozna przedstawi¢ w postaci dogodniejszej do dalszych roz-
wazan,a mianowicie

x(k,1) = [~1 ,1-17 | Gk-1,1-2B |GE-1,1-38 f*** Gk-1,1B 1Gk-1,08B |

Gk-2,1-1B iGk-3,1-13 iGk-4,1-18 i == ©1,1-¥B ¥C6 1B T

Gk-2,1-2B 1Gk-2,1-3B 1Gk-3,1-2B i Gle-3,1-3B i *** 1G11B " G10B !
GO1B | GOOB][a@ir(0»0}* uT (L «)» uT(2;f1)-;...,ual(k-1,0),uTfo,I) ,
uB(0,2) ,...,uB(,1-D , UT(,1), uT@2) ,...,uT(k-1,1-1)3 /3,2/

gdzie symbol T oznacza znak transpozycji .
Dla skroécenia zapisu wprowadza sie nastepujace oznaczenia
U>1 = [uT(0,0), uT (1,0), ...,uT(k-1,0), UT(,D) , uT(0,2),..., uT (0,1-1),
uT (1,1), uT (1,2), uT(i-1,1-1)]1eREH /3.3/
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% jest nxmkl wymiarowg macierzg o statych wspotczynnikach.
Wykorzystujac oznaczenia /3.3/ oraz /3.4/,mozna relacje /3,2/ przed-
stawi¢ w zwartej macierzowo-wektorowej formie

x(k, 1) * \ x ukl (M) ¢ Bx /3.5/

Wprowadzone oznaczenia zostang wykorzystane w dowodzie warunku koniecz-
nego i wystarczajacego catkowitej sterowalnosci ukdadu dynamicznego /2.1/
w ustalonym prostokacie ?rs.

Twierdzenie 3.1. Ukdad dynamiczny 72,1/ jest catkowicie sterowalny
w ustalonym prostokacie Pra wtedy i1 tylko wtedy, gdy
rzad W(r,s) =n(r + s - 1) /3.6/

gdzie W(r,s) jest n(r+s-1)xmrs wymiarowg macierzg catkowitej sterowal-
nosci w ustalonym prostokacie Ppg ,dang nastepujacym wzorem:

0. ® - 0
“r 0 0 0
0 0 . . . 0 0
Qr,O s 1
.- -0 0
Qr,0 Qr,1 Qr,2 '
*(r.3) /3.7/
Qr,0 or.,1 ., ® . «r,s-2 0
T T el,s-2 M,s-1
v «1.1 gl,Z ar oy
~2.0 «i1 Q2,2 t : Q2,s-2 2,s-1
Ar-1,0 v 1,10Qr-1,2 °° ° * ~r-1,s-2 ~r-1,s
N 4 Al - Al AT
Qr,0 5r,1 7 Ar,B-2 @r,s-1
ie: = - - - jJ ., e 1
oEie = foe g of w2 g e thy 210 2T 3.8/
sa nxmi wymiarowymi macierzami dla i<*1,2,...,r , j=1,2,... ,s-1.

~i.j * [Gi-1,s-j-1E ;%-2,3-j-1B ; Gi-3,s5-j-1B | o=
eee jG2fs-j-1B }G1l,s-j-1B «GO,s-j-1B\O i0O ! ... 10] /3.9/
sag nxmr wymiarowymi macierzami dla i=1,2,...,r , j=1,2,...,s-1.

Dowdd. Dowdd twierdzenia 3.1 polega na wyznaczeniu zaleznosci umozli-
“iajaoej jednoozesne okreslenie wektoréw rozwigzan x(r,1) , x\v,2%§ ,-...
x(r,s-2) , x(rts-) , x(1,s), x(2,8),--., x(r-2,s), x(r-1,s), x(r,s)
w oparciu o znajomo$s¢ sekwencji sterowan w prostokacie Trs.
Do tego celu zostanie wykorzystany wzor /3.1/ okreSlajacy postac¢ roz-
wigzania réwnania réznicowego /2.1/ w dowolnym punkcie (k,1)6 ?rg .
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x(r,) Qr,0 0 0 Y 0 u{0,0)
x(r,2) Qr,0 N 0 K « ® 0 0 U(}’O)
? 7 «
% (-,6-2) cr,0 ora Sric T ==0 0 u(r-1,0)
- o o N
X{(ﬁ’,s-l) %r’o > ) 2 r,S—Z O U(O!l)
x(1,s c < 1,5-2 1,s-1 Uuo0.1)
G a0 gy 92 0 p
X2l NS @1 2.2 Q2,s-2 72,31  u(r-1.1
22,9 grp0gr2.1 or2,2 " " w252 72,31 1O
X(r-1,9  gro10Qr-1,1 Ar-1,2 ~ ¥ *er-1,52 1,51 U ED
= * *
x(r,s) >.0 Q_ 1 v ? Sr,s-2 “r,s-1 U(r-1 ,3-1)

Powyzsza relacja przedstawia zalezno$¢ wektoréow wyEienioaycfe w defini
cji 2,2 oa sterowa¢ w prostokacie P*-j g -, Poniewaz zgodnie z definicja
2,2 wektory te maja przyjmowa¢ dowolne wartosci ,wiec powyzszy ukdad ro+
nan liniowych powinien mie¢ rozwigzanie dla dowolnych lewych stron._Waru-
nek ten "bedzie speiniony wtedy i1 zylko wtedy,gdy macierz \7(r,s) "bedzie
pednego rzedujtzn. bedzie miata liniowo niezalezne wiersze. Poniewaz li-
niowa niezalezno$¢ wierszy macierzy Yi(r,s) jest réownowazna warunkowi /3,
Tilec twierdzenie 3.1 zostato udowodnione.

Z twierdzenia 3.1 ptyna wnioski dotyczace zaréwno pewnych przypadkéw

szczegblnych, jak i warunkéw, jakie musi spedniaé¢ prostokat Pjg/aby ukdad
dynamiczny /2.1/ byt w nim catkowicie sterowalny.

Wniosek 3.1» Jezeli -n(AT-s-1) > mrs , to uktad dynamiczny /2.1/ nie
jfst catkowicie sterowalny w prostokacie Pps.

Powéd. Jezeli n (r+s-1)'> mrs ,to ilos¢ wierszy w macierzy V. (r,s) jest
wiekszg, od ilosci kolumn, a zatem jej rzad jest. mniejszy od n(-is-Di M
podstawie twierdzenia 3.1 ukdad dynamiczny /2.1/ nie moze byc¢ calkowicie
sterowalny w prostokacie Prs.

Wniosek 3.2. Uk¥ad dynamiczny /2.1/ jest lokalnie sterowalny w pros-
tokacie ?TB wtedy i tylko wtedy gdy

! T +'v ‘1 73. 10/

[~ 1 1~ !
r2adLr,0"J a)('tl\ Qr,2 j *»¢ "r,s-2 ;0Qr,s-1J =n
Dowéd, Z definicji 2.1 bezposrednio wynika,ze lokalna sterowalnosé
w prostokacie P ukdadu dynamicznego 72.1/ jest réwnowazna mozliwosSci
dowolnego ksztattowania wektora rozwigzan x(r,s). Na podstawie zaleznosci
73.2/ oraz /3.S/ jest to réwnowazne warunkowi 73.10/. Tak wiec wniosek
3.2 zostat dowiedziemy..
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Wniosek 3.3. Uk#ad dynamiczny /2.1/ jest catkowicie sterowalny w pro-
stokacie ¥ wtedy i tylko wtedy,gdy

detfww2} /7 0 /3.117

Dowéd. Ha podstawie twierdzenia 3.1 ukdad dynamiczny /2.1/ jest cak-
kowicie sterowalny w ustalonym prostokacie P_,s wtedy i tylko wtedy,gdy
wiersze macierzy YF sg liniowo niezalezne, co jest réwnowazne liniowej
niezaleznosci kolumn macierzy W1" ..Stad bezposrednio otrzymuje sie teze
wniosku 3*3«

liacierz OT* wystepujaca w relacji /3.11/ nosi nazwe macierzy catko-
witej sterowalnosci ukdadu dynamicznego /2.1/. Jest to macierz syme-
tryczna n(r+s-1)* n(r+s-1) wymiarowa o statych wspétczynnikach.Zatem
warunek 73.11/ moze by¢ réwniez wyrazony w postaci nastepujacego wniosku.

Wniosek 3.4. Uk+ad dynamiczny /2.1/ jest catkowicie sterowa&ny W pro-
stokacie P wtedy i tylko wtedy ,gdy macierz sterowalnosci OT. jest
dodatnio okreslona.

Dowdéd. Z postaci macierzy catkowitej sterowalnosci Vﬁﬁ)wynika,Ze jest
cna zawsze macierzg nieujeonie okreslong. Warunek /3.11/ bedzie spednio-
ny y/tedy i tylko wtedy,gdy macierz ww” bedzie dodatnio okreslona.

Istotnym zagadnieniem zwigzanym bezposrednio ze sterowalnoscig ukds.-
dovi dynamicznych jest problem wyznaczania sterowania przeprowadzajgcego
dany ukdad dynamiczny z zadanych warunkéw poczatkowych lub br.zegov/ych
dc zadanego stanu koncowego. W przypadku ukdadu dynamicznego typu 2-D
zatozenie ca&kow[ﬁgj sterowalnosci w ustalonym prostgkacie P__ gwaran-
tuje istnienie anajmniej jednej sekwencji sterowan4u(,j) t (i»j)6

Pf—i s—iii przenroY/adzajacej uk¥ad z zadanych warunkOYi brzegowych /2.2/

do zadanego stanu koncowego /2.6/,, Podobnie jak w ukdadach ciggtych

oraz uktadach dyskretnych typu 1-D ,do wyznaczenia odpowiedniej sekwen-
cji sterowan w ukdadach typu 2-D wykorzystuje sie macierze sterowalnosci
W »[61»[7],[8], [9]- W naszym przypadku wykorzystana zostanie w tym celu
macierz catkowitej sterowalnosci VMF. Jest to uogdélnienie rezultatéw
zawartych w pracach[6]oraz [7],gdzie rozpatrywane jedynie dosterowanie sie
do zadanego wektora xrs w punkcie(r,s) ,wykorzystujac w tym celu macierz
lokalnej sterowalnosci, W niniejszej pracy sfoimiulowane zostanie stero-
wanie umozliwiajace osiggniecie dowolnych wektoréw® standéw lokalnych na
dwéch bokach prostokata P . Wyznaczenie tego sterowania bedzie trescia
twierdzenia 3.2.
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Zaleznosci wystepujace w twierdzeniu 3.2 maja bardzo skomplikowang .
posta¢.W celu uproszczenia i czytelnosci zapisU|Wprowgdza aie nastepuja-

ce oznaczenia:

Rn(s+r-1) ~T rs T 1 T
X V, 3 xTg * *xXr,s-2 >~ ,0-1 » 1,3 , X2, »**
*r-2,s * *t-1,s * *F,s} /3.13/
sn (r+s+l) _ ~T tJP T T JE JE
3 ors LOO ~ 10 »**** *1 0 "**e» *1-1,0 * *r,0 » *01 » *02 *
1 T T T 4
*0,3 e *0,3+1 »**e» *0,s-1 * x0,sJ /3.14/
Rn(s+r-1)3 18T" = o X(r,2)...., xn,s-2), xMNs-1) , x°",s), x"2,s),
eee. X2(r-2,s), xM-1,sM), x”",s)J /3.15/

Wektor xTS dany zaleznoscig /3.13/ reprezentuje warunki koncowe na
dwéch brzegach prostokata P/g.

Wektor rO"s okreslony wzorem /3.14/ przedstawia dane w/arunki brzegowe
na dwéch brzegach prostokata P

Wektor mda wyznaczony formuda /3.15/ wyznacza wartosci koncowych sta-
néw” lokalnych na dwéch brzegach prostokata P .

Wprowadzimy obecnie oznaczenia umozliwiajace okreslenie wptywu warun-
kéw brzegowych xQrs na wartosci stanéw lokalnych 8rs.

Gr-1,0A0 Gr-1,0"2 + "-%.cZ-0...... Grri,0A2 + Gr-i-1 ,("0
Gr-1,1A0 Gr-1,1A2 + Gr-2,1A0 ...... Gr-i,1A2 + Gr-i-1,1A0
*11 Gr-1 ,270 Gr-1,2A2 ¢ 270 eee™*e* Gr-i,2“2 + Gr-i-1 ,2A0

Gr-1,s-y-0 Gr-1 ,s-3A2 + Gr-2,s-3A0 <** “r-i,s-T 2+CGr-i-1 ,3-370
Gptl,s-?10 Gr-1,s-2a2 + Gr-2,s-2A0 **e Gr-i,s-2A2+Gr-i-1 ,s-2A0

G0,07"2
GO.1A2

G0,2A2
/3.16a/

GO, 3-3"2
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Gr-1 o w :

Gr-1.iai *or-1 <eo0

Gr-1 ,2a! + Gr-1 ,1A0 8T o

Gr-1 ,s-yM + Gr-1,s--4A0 ~-1 a-d-2a!
Gr-1.:-2+1 + Gr-1,s-.,,

cccces (

..... Gr-1,(1 0
Gr-1,0a!
GO,e-1A0 G0,3-17
G1,s-1A0 61,s-1A2 + GO,s-1A0
62,3-1A0 62,3-1A2 + G1,s-1A0
Gr-2,s-1A0 Gr-2,s-1A2
Gr-1,a-1A0 Gr-t,S-1A2 + Gr-2,s-1A0
0 0
..0 0 0
.,.0 0 0
*eeG0,s-1A2 0 0

**"G1l,s-1A2 + GO,s-1A0

GO,s-1A2 0

eooce

121

Gr-1
Q
0
GO ,s-1A2

Gr-i1-1,s-1A2+Gr-i-1 ,s-1A0

Gr-1,s-1A2 + ~-i1-1 ,s-1A0
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G0,s-1A1 + GO,s-2AQ GO,s-j-1A0  .....
G1,s-1A1 h Gl,s-2A0 Gl,s-j-1A0  _....
vy @,s-1A1 + @,s-2A0 G2 ,s-j-1Ae  _..__.

Gr-2,s-1A1 + Gr-2,s~2A0 *'" ®== Gr-2,s-jAl + Qr-2,s-j-1A0 .....

Gr-1 ,s-1A1 + ~-1,8-2A0 *** Gr-1,s-j-1 + Gr-1,s-j-1A0 .....

GC\1A1 + GO,0AO
**1,1A1 + G1,0A0 G1,0M1

Q@,1A + @,04 &2,ch /3.16d/

Gr-2,1A1 + Gr-2,0A0 ~n-2,(M
Gr-1,1A1 + Gr-1,0A0 Gr-1,0A1

Wykorzystujac oznaczenia /3.16a/ , /3.16b/ , /3.16c/ oraz /3.16d/
tworzy sie macierz tdokowg H w sposéb nastepujacy:
"=11:ni2
k21 i Hgg

/3 .16/

Kacierze E, 1 ,H22 sa stalymi macierzami o nastepujgcych wymia-
rach : Rj ™ jest n (s-D*n(r+1)-wymiarowa , K-|2 jest n (s-1) xns-wymiarowa ,
H21 jest nrx n(r+1)-wymiarowa , H22 jest nr *ns -wymiarowa. Zatem macierz
blokowa H jest macierzg stala n(r+s-1)xn(r+s+1™-wymiarowa.

Wykorzystujac wszystkie wprowadzone uprzednio oznaczenia(mozna sfor-
mudowaé¢ twierdzenie dajace postac¢ sterowania przeprowadzajacego ukdad

dynamiczny /2.1/ z zadanych warunkéw brzegowych do zgdanych wartosci
wektoréw standéw lokalnyoh na dwéch brzegach prostokata P_s.

Twierdzenie 3.2. Kiech beda dane warunki brzegowe /2.2/ oraz stan
konncowy postaci /2.6/. Przy zatozeniu fze ukdad dynamiczny /2.1/ jest
catkoY.icie sterowalny w prostokacie ?ro ,sterowanie przeprowadzajgce
uk#ad z warunkéw brzegowych /2.2/ do stanu koricowego /2.6/ jest postaci s

urs = V;TMYS)_ 1 (*rs - ~ors) /3*17/

gdzie wektor sterowan ursf£Emrs jest dany zaleznoscig /3»3/«
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Xov."ad. Na podstawie wzoréw /3.1/,/3.3/»/3.7/>/3.14/ oraz /3.15/ za-
chodzi nastepujgca zaleznos¢

*rs = ~ors + Wurs /3.18/
Podstawiajac do wzoru /3.18/ réwnos¢ /3.17./ oraz uwzgledniajac wymie-
nione powyzej zaleznosci, otrzymuje sie nastepujaca relacje r

Xrs “ ~ors + *) (*rs ~ ~ors) * ibors3rs“Hxor33Xrs

Zatem sterowanie dane wzorem /3.1<V przeprowadza ukdad dynamiczny /2.1/
z zadanych warunkéw brzegowych /2.2/ do zadanego stanu koncowego posta-
ci /2.6/. Tak wiec twierdzenie 3,2 zostato dowiedzione."

Istotnym elementem w dowodzie twierdzenia 3.2 byto zatozenie catkowi-
tej sterowalnosci w prostokacie ?rs ukdadu dynamicznego /2.1/.Bez tego
zatozenia osiggalne z zadanych warunkéw brzegowych /2.2/ bytyby tylko
pewne wybrane stany koncowe,a mianowicie te ,ktére nalezg do tzw. zbioru
osiggalnego [5],[10]. Nalezy podkreslic¢,ze zasadnicza trudnoscia przy
formutowaniu twierdzenia 3.2 byto wyznaczenie odpowiedniej macierzy H
wigzacej warunki brzegowe /2.2/ ze stanem koncowym postaci /2.6/.

4. Zakonczenie.

\? artykule przedstawiono zagadnienia sterowalnosci dla liniowych sta-
cjonarnych dyskretnych uk#adéw dynamicznych typu 2-D. Zdefiniowano po-
jecie tzw. catkowitej sterowalnosci w prostokacie Prs bedace istotnym .
rozszerzeniem znanego z literatury pojecia lokalnej sterowalnosci w pros-
tokacie PrE [s] ,[71,[©].,[1'0O -Nastepnie sformutowane i udowodniono warun-
ki konieczne i1 wystarczajace catkowitej sterowalnosci w ustalonym prosto-
kacie. Warunki te otrzymano w oparciu o odpowiednio zdefiniowang macierz
catkowitej sterowalnosci,ktéra zostata rowniez wykorzystana do okresle-
nia sekwencji sterowan przeprowadzajacej uk#ad dynamiczny /2.1/ z za-
danych warunkéw brzegowych /2.2/ do zadanego stanu koncowego postaci
/2.6/.

Przedstawione w pracy rezultaty moga hyc wykorzystane do rozwigzania
tzZw. zagadnienia minimalno-energetyoznego [6",[7] .[8" .[S] , [10] , [1i] .ktére
polega na osiagnieciu stanu koricowego przy minimalnej energii sterowania.
Efektywne rozwigzanie tego zagadnienia jest mozliwe dzieki zatozeniu
catkowitej sterowalnosci ukdadu dynamicznego /2.1/.

Otrzymane w artykule wyniki mozna stosunkowo #atwo uogdlnié¢ na przy-
padek ukdadoéw dyskretnych niestacjonarnych i to zaréwno typu 2-D ,jak i
og6lnie typu IdD .Inna mozliwo$¢ uogélnien polega na rozwazaniu tzw.
singularnyoh ukdadéw dyskretnych, tzn, ukkadéw® dyskretnych z osobliwg
macierza po lewej stronie réwnania réznicowego /2.1/.
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CONTROLLABILITY OF 2-D TYPE DISCRETE SYSTEMS

Summary

The definitions of total and local controllability in an established
rectangle are given for linear, stationary discrete 2-D systems. Applying a
properly defined controllability matrix, the necessary and sufficient
conditions of total and local controllability of 2-D type discrete systems
have been formulated and proved.

YnPABJISEMOCTB HHCKPETHOIX CMCTEM THHIA 2-D

Peow me

B padoTe nano onpeneneHHe o6iueft h noicanbHofi ynpasnaeiiocTH b naHHo«
npfmoyronbHHKe  nn«  nHweftHbix, cTauHOHapnux CHCTe« nHCKpeTHoro Tana 2-D.
Hoonboy.q ~ cootddtctbohho  onpeneneHHyn  narpHuy  ynpaBnflenocTK ~ naHa
aopMy/iHpoBKa h noKaoaHbi  Heo6xo,qHMbie h nocTaTOHHbie ycnoB«« o6icefl h noxanbHoa
ypeenREMOCTH  nweKpeTHbix cucTeM rxna 2-D.



