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PODZIELNE USZEREGOWANIA ZADAIt DWUPROCESOROWYCH NA PROCESORACH
DEDYKOWANYCH

Streszczenie. W pracy rozwazono z4ozonos¢ obliczeniowag pro-
blemu podzielnego szeregowania zadan dwuprocesorowych na pro-
cesorach dedykowanych.#Pokazano, ze rozwazanytproblem jest NP-
zupedny w przypadku ogbélnym. Zbadano mozliwos¢ zastosowania
programowania liniowego i kolorowania grafow do efektywnego o-
trzymywania uszeregowac¢ optymalnych w przypadkach szczegélnych.

1. Wstep

Jednym z zatozeh przyjmowanych w teorii szeregowania zadan by#o do nie-
dawna zatozenie, iz w dowolnej chwili czasu kazde zadanie moze by¢ reali-
zonane na co najwyzej jednym procesorze. Jednakze, w dobie burzliwego roz-
woju technologii poétprzewodnikowej, zatozenie to nie ma racji bytu w nie-
ktérych zastosowaniach mikroprocesorowych. Nalezy do nich np. szeregowa-
nie transmisji plikowych w sieciach komputerowych [3] i wykonywanie tes-
v diagnostycznych w systemach wieloprocesorowych [7]. We wszystkich
tych przypadkach - oprocz zatozen przyjmowanych powszechnie w problematy-
® szeregowania zadan - zakkada sie, ze kazde zadanie musi byC¢ realizowa-
re jednoczesnie na z gory okreslonym zbiorze procesoréw.

Niestety og6lny problem szeregowania podzielnych zadan wieloprocesoro-
wych w celu minimalizacji ddugosci uszeregowania na procesorach dedykowa-
mych jest NP-trudny. Jest wiec praktycznie niemozliwe, aby mégt by¢ roz-
wigzany w czasie wielomianowym. Jednakze, z uwagi na potencjalne zastoso-
wania w dyskretnych procesach przemystowych, jestesmy zainteresowani zna-
lezieniem mozliwie wielu przypadkéw szczegolnych, ktére daja sie rozwig-"
zzc za pomocag algorytméw wielomianowych. Dlatego w pracy tej narzucamy pe-
we ograniczenia na instancje problemu szeregowania zadan podzielnych. Je-
dwym z nich jest zatozenie, ze kazde zadanie wymaga dwéch okreslonych pro-
cesorow jednoczesnie.

W niniejszej pracy zbadamy ztozono$¢ obliczeniowag tak sformutowanego
problemu szeregowania zadan w przypadku ogélnym oraz niektérych przypad-
kach szczeg6lnych. W punkcie 2 zdefiniujemy pewne pojecia pomochicze i wy-
kazemy NP-zupednos¢ takiego szeregowania zadan. W punkcie 3 przeanalizu-
Jay mozliwos¢ zastosowania programowania liniowego do znajdowania usze-
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regowan optymalnych w czasie wielomianowym. Kolejny punkt 4 posSwieci:
sposobowi efektywnego wyznaczania uszeregowan optymalnych metoda przedzl
+owego multikolorowania krawedzi grafu. Na zakoriczenie rozwazymy pewne i
lacje zachodzace pomiedzy szeregowaniem podzielnym i niepodzielnym.

2. NP-zupednos¢ problemu szeregowania

Aby przedstawi¢ bardziej formalnie cel naszych rozwazan, wprowadzimy a
stepujacy model matematyczny. Niech bedzie dany zbidér n zadan Z = {&*.,,
zn}, ktdére maja by¢ wykonane na m procesorach tworzacych zbidr <

Przyjmujemy, ze zadania te sa niezalezne w tym sensie, [
nie ma ograniczen kolejnosciowych pomiedzy elementami zbioru Z. Kazde =
danie z» wymaga dwéch dedykowanych procesordow p”.p”~eP przez okres s
réowny w sumie ti = tiz®) jednostek czasu. W odréznieniu od modelu roaa
zanego w [8] przyjmujemy, ze kazde zadanie z™ moze by¢ przerwane i r&
tepnie kontynuowane po pewnym czasie, lecz na tej samej parze procesoroz
Zaktadamy, ze momenty rozpoczynania i koriczenia zadan sa wielokrotnoscig®
mi podstawowej jJednostki czasu. Jako kryterium jakosci uszeregowania pg
Jmujemy ddugos¢ uszeregowania, czyli moment zakonczenia tego zadania, Wi
re konczy sie najpozniej.

Rozwazany problem mozemy przedstawi¢ w postaci grafu  nieskierowanegi
G * (V,E) z obciazonymi krawedziami. Zbidr P odpowiada zbiorowi V wierz
chotkéw grafu, zbidr Z odpowiada zbiorowi krawedzi E, tzn. dwa wierzchok
ki vi,vjcV polaczone sg krawedzig esE, gdy istnieje zadanie do wykonani
na odpowiednich procesorach p~.p™e P. Waga w(e) krawedzi e jest sumarycz-
nym czasem trwania zadah na procesorach p® i p”. Graf taki nazywacé bedzie
my grafem szeregowania. tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie naszego prébie»;
odpowiada multikolorowaniu krawedzi grafu szeregowania odpowiednimi prze-
dziatami czasu i na odwrét. Jest tak dlatego, ze kazdy kolor mozna zin-
terpretowa¢ jako jednostke czasu, w trakcie ktorej wykonuja sie odpowied-
nie zadania dwuprocesorowe. Przypomnijmy tutaj, ze graf G jest (r.s)-bar-
wny krawedziowo. jesli kazdej krawedzi mozemy przydzieli¢ r barw ze zvio-
ru s dostepnych koloréw w ten sposob, ze krawedzie sagsiednie otrzymuja
rozdgczne podzbiory koloréw. W dalszej czesci bedzie nam potrzebny
Lemat 1. JesSli r i s sg liczbami naturalnymi spekniajacymi s>2r, h
(r,s)-BARWNOSC KRAWEDZIOWA jest problemem NP-zupednym. |

Lemat, ktorego formalny dowdd pomijamy, mozna wyprowadzi¢ z faktu, ¥
multikolorowanie wierzchotkéw grafu krawedziowego L(G) odpowiada multl
kolorowaniu krawedzi grafu G, zasS ten ostatni problem jest tak sauo tu
dny jak zwykte kolorowanie krawedzi na mocy twierdzenia Farra [4]. S
przekdad biorgc dowolny graf stopnia 10 mozemy zapytac¢, czy indeks chroni
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tyczy st'(G) = 10. Kwestie te mozna sprowadzi¢ do pytania o to, czy ist-
nieje (2,5)-kolorowanie wierzchotkowe grafu L*(G) powstatego z L(G) w wy-
niku redukcji Farra.

Jak wiadomo, problem szeregowania zadann podzielnych na procesorach nie-
dedykowanych moze by¢ rozwigzany w czasie liniowym [i]. Obecnie pokazemy,
J problem ten staje sie NP-zupedny, gdy procesory sa dedykowane.

Rozwazmy nastepujacy problem decyzyjny: "Dane sa zbiory Z i P oraz sta-
dJal i pytamy, czy istnieje uszeregowanie zadan Z na procesorach Po dtu-
goici nie przekraczajacej 17 Oznaczmy ten problem mianem 2-PROCESOROWEGO
SZEREGOWANIA PODZIELNEGO lub krdotko 2PSP. Udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 1. Problem 2PSP jest NP-zupedny nawet wéwczas, gdy Z  jest
zbiorem bez powtdrzen, ktorego wszystkie elementy maja identyczny czas
przetwarzania.

Dondd. Dowodzimy poprzez sprowadzenie problemu BARWNOSCI KRAWEDZIOWEJ do

2PP. Dla danego grafu G « (V,E) 1 liczb (r,s) tworzymy instancje proble-

au szeregowania w nastepujacy sposob:

1 Przyjmujemy m « IV ], n » |JE], 1« s.

2. Graf G traktujemy jako graf szeregowania z wszystkimi zadaniami z» ddu-
gosci tzl) =r.

tatwo zauwazy¢, ze podzielne uszeregowanie zadan dwuprocesorowych na
procesorach dedykowanych, ktérego ddugos¢ nie przekracza 1 istnieje wtedy
i tylko wtedy, gdy graf G jest (r,s)-barwny krawedziowo.

i. Szeregowanie zadan metoda programowania liniowego

Istnieja dwa sposoby otrzymywania przypadkow wielomianowych. Pierwszy
polega na sformutowaniu problemu szeregowania podzielnego jako zadania
progranowania liniowego. Jesli liczba procesoréw jest staka, zastosowanie
algorytnu Chaczijana lub Karmarkara prowadzi do rozwigzania optymalnego w
czasie ograniczonym przez wielomian zmiennej n. Drugi, bardziej efektywny
spostb otrzymywania przypadkéw wielomianowych polega na wyrazeniu naszego
probleru szeregowania jako przedziatowego multikolorowania krawedzi grafu.
To drugie podejscie rozwiniemy w nastepnym punkcie.

Niech

Il e z2 e %e* 7n (€))
Jedzie uporzadkowaniem zadan (krawedzi), a
My, «2,...,% @

uporzadkowaniem wszystkich skojarzen grafu szeregowania (czyli takich pod-
porow zadan, ktére mogg byC¢ realizowane jednoczesnie). Wprowadzamy zmien-
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na x;je{0,I] , ktéra przyjmuje wartos¢ 1, gdy i O w przypadku prze-
ciwnym. Niech TJ oznacza czas wykonywania j-tego podzbioru zadan. Wowczas
ddugos¢ optymalnego uszeregowania wyraza sie jako

min ~ TGj 3)
przy ograniczeniach

°1j»0 j—l ..... 1 (4)

i=1 Xidns « 1* .G

Rozwigzujac problem (3)+(5) za pomocag algorytmu programowania liniowego
otrzymujemy czasy czastkowe TO wykonania poszczegdlnych podzbioréw zadan.

Oszacujmy ztozonos¢ obliczeniowg tego podejscia. Liczba zmiennych wy-
nosi 1, a ograniczen n+l, gdzie 1< n . Z drugiej strony ztozonos¢ algo-
rytmu elipsoidalnego Chaczijana [2] jest ograniczona od goéry przez wielo-
mian zmiennej rozmiaru problemu, czyli n+l. Zatem przy ustalonej liczbie
procesorow (co w praktyce ma zwykle miejsce) rozwazany problem moze by¢
rozwigzany w czasie wielomianowym. Jednakze stopien i stalta proporcjonal-
nosci tego wielomianu zmiennej n sag wysokie, przez co metoda ta ma znacze-
nie ghdéwnie teoretyczne. Dlatego w nastepnym punkcie rozwazymy inne spo-
soby otrzymywania uszeregowan optymalnych, ktore dziatajg efektywnie dla
kazdej liczby procesoroéw.

4. “zeregowanie zadan metoda kolorowania grafu

Jak wiemy, optymalne multikolorowanie krawedzi grafu szeregowania wyz-
nacza rozwigzanie naszego problemu szeregowania. Ponizej opiszemy  Kkilka
algorytméw multikolorowania krawedzi, ktére dziatajg skutecznie na gra-
fach o niskiej liczbie chromatycznej.

Niech G bedzie grafem dwudzielnym i niech e oznacza stopieh wazony gra-
fu G, czyli maksymalng sume wag krawedzi incydentnych z wierzchokkiem. Po-
nizej pokazemy za [6], w jaki sposéb mozna pomalowaé krawedzie grafu G e
kolorami w czasie kwadratowym.

Twierdzenie 2. Je$Sli G jest grafem dwudzielnym, to jego krawedzie mozna
pomalowa¢ w czasie O(n").

Dowdd. Najpierw obliczamy wartos¢ e, a nastepnie budujemy nadgraf dwu-
dzielny H grafu G z n wierzchotkami po kazdej stronie. W grafie H mamy te
same krawedzie, ktdre wystepuja w G i dodatkowo pewne nowe krawedzie wpro-
wadzone po to, aby uczyni¢ wszystkie stopnie réwnymi $. Po zbudowaniu H
znajdujemy maksymalne skojarzenie w tym grafie. Niech M = (., ,e2,...,en)
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Bedzie zbiorem krawedzi tworzacych to skojarzenie i niech B = min wie.),
i=1,...,n. Obecnie wagi wszystkich krawedzi w M zmniejszamy o B. Ozna-
cza to usuniecie z grafu B przynajmniej jednej krawedzi.® Proces ten powta-
rzany™dopoki wszystkie krawedzie nie zostang usuniete z H. Poniewaz graf
Gma n krawedzi, maksymalne skojarzenie musi by¢ wyznaczone najwyzej n ra-
zy. Zatem liczba przerwan jednego zadania nie przekracza C(n). Pierwsze
skojarzenie mozna wyznaczy¢ w czasie 0(n-/n). Kazde nastepne skojarzenie o-
trzymuje sie w czasie liniowym stosujac technike drég naprzemiennych. Za-
tem kgczny czas dziatania algorytmu jest 0(n2). |
Obecnie niech G bedzie drzewem lub grafem jednocyklicznym, tzn. drze-
wem, do ktérego dodano jedng krawedz pomiedzy dowolnymi wierzchodkami nie-
sagsiednimi. Oczywiscie, jeSli G jest drzewem lub grafem jednocyklicznym
zawierajacym cykl parzysty, to jest on pewnym grafem dwudzielnym i jako
taki moze by¢ pomalowany w wyzej opisany sposob. Zakdzmy zatem, ze jedy-
ny cykl grafu ma nieparzysta liczbe krawedzi. Wowczas musimy postepowac
odmiennie.
Twierdzenie 3. Jesli G jest grafem jednocyklicznym z cyklem nieparzystym,
t jego krawedzie mozna pomalowa¢ w czasie 0(n2).
Bowdd. Najpierw znajdujemy cykl C grafu G i1 kolorujemy jego krawedzie w
sposéb optymalny. W tym celu kazda krawedz o wadze w(e) traktujemy jako
multikrawedz zdozong z w(e) krawedzi roéwnolegtych i1 stosujemy algorytm
podobny do opisanego w [3]. Metoda ta wymaga znalezienia O(n) roéznych sko-
jJarzen w C, przy czym po wyznaczeniu kolejnego skojarzenia zmniejsza sie
w odpowiedni sposéb wagi krawedzi nalezacych do tego skojarzenia. Zatem
zhozonos¢ tej fazy algorytmu nie przekracza 0(n2). Nastepnie kolorujemy
drzewa wyrastajgce z cyklu. Poczynajac od dowolnego wierzchotka v cyklu C
kolorujemy bezbarwne krawedzie incydentne z v w 3poséb zachkanny. Nastep-
nie przechodzimy do sasiada wierzchotka® v i kolorujemy zachfannie pozosta-
4e nie pomalowane krawedzie. Kontynuujac to podejscie trawersujemy graf G

metodg pogtebiania i1 kolorujemy zachdannie napotkane krawedzie. Liczba

przerwarn jednego zadania nie przekracza 0(n), za$ czas dziakania drugiej

flazy, tak jak 1 catego algorytmu, wynosi 0(n2). B
a)

fys. 1. Przyktady grafow: a) gasienica, b) supergwiazda.
[Examples of graphs: a) caterpillar, b) superstar]
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Kwadratowg ztozonos¢ algorytmu mozemy obnizy¢ w istotnym stopniu, o
G jest drzewem o uproszczonej strukturze. Mianowicie, jezeli G jest ta,
gasienica z krotkimi whosami (tj. diugosci i 2) lub wrecz supergwiazdg, €
odpowiednie pokolorowanie mozna uzyska¢ w czasie liniowym. Przykiady ta-
kich graféw pokazujemy na rys. 1.
Twierdzenie 4. JeSli G jest gagsienicag z krotkimi wkosami, to optymalne m-
kolorowanie mozna otrzyma¢ w czasie 0(n).
Dowdd. Najpierw obliczamy wartos¢ e. Nastepnie kolorujemy korpus gasieni-
cy poczynajac od dowolnego konca i malujac kolejne krawedzie na przemian
kolorami {1,2,...} i --»,3-1,%}, tzn. najnizszymi mozliwymi i najwyzszy-
mi mozliwymi. W ostatniej fazie kolorujemy zachkannie wkosy ggsienicy Vv
kierunku od korpusu. Opisany algorytm ma liniowa ztozono$¢ obliczeniowa,
przy czym kazda krawedz otrzymuje najwyzej dwa zbiory koloréw.

Supergwiazda jest szczegélnym typem gasienicy, w ktdorym korpus reduku-
je sie do jednego wierzchotka, zas wszystkie whosy sa dbugosci 2. Dlatego
liniowe pokolorowanie jej promieni jest sprawag trywialng.

5. Uwagi koricowe

Rozwazania nasze podsumowujemy w postaci tabeli 1. Kolejne wiersze t;
tabeli poswiecone sg grafom o coraz prostszej strukturze. Dla pordwnania
ztozonosci obliczeniowej wprowadzamy kolumne 2PSN, przez co rozumiemy prc
blem decyzyjny 2-PROCESOROWEGO SZEREGOWANIA NIEPODZIELNEGO na procesorach
dedykowanych.

Ta jela 1. Z¥ozonos¢ obliczeniowa problemu szeregowania zadan na
procesorach dedykowanych.

Grafy Problemy
Referencje

szeregowania 2PSP 2PSN
grafy

og6lIne NP-zupetny HP-zupetny tw. 1, [5.7]
grafy )

dwudzielne 0(n2) NP-zupebriy  w. 2, [3]
drzewa i

jednocykle o(n2) NP-zupetny tw. 3, [3]
gasienice z krotki-

mi whosami o) NP-zupedny tw. 4, [8]

supergwiazdy on) NP-zupedny tw. 4, [8]
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Z tabeli 1 wynika, ze dopuszczenie mozliwosci dzielenia zadan prowadzi
do radykalnego uproszczenia problemu. Co wiecej, uszeregowania podzielne
s zwykle krotsze od odpowiednich uporzadkowan niepodzielnych. Niech be-
dzie dany zbidér zadan Z do wykonania na procesorach dedykowanych ze zbio-
ru P. Przez 2PSP(Z) oznaczymy ddugos¢ optymalnego uszeregowania podziel-
nego, a przez 2PSN(Z) dtugos¢ optymalnego uszeregowania niepodzielnego
tych zadan. Poniewaz 2PSP(Z)« 2PSN(Z), wiec

'« S i ® <>

dla wszystkich Z.

Dolne oszacowanie tego stosunku jest Sciste w tym sensie, ze istnieja
grafy szeregowania, dla ktérych 2PSN(Z) = 2PSP(Z2) dla kazdej liczby proce-
sorow. Przykdady takich grafow wystepuja zaréwno wsrdd graféw rzadkich;
Jak i gestych. Z jednej strony sg to gwiazdy, z drugiej grafy pekne. To
ostatnie stwierdzenie wymaga pewnego uzasadnienia.

Niech x*(G) oznacza indeks multichromatyczny grafu G, tzn. liczbe zde-
finiowang jako

7<) = inf *"(Gk)/k Q)

\%
gdzie G jest multigrafem otrzymanym z G przez zastgpienie kazdej jego
krawedzi zbiorem k réwnolegtych krawedzi. Jest oczywiste, ze

X*(K2c) - x°U 2k) - 2k-1 ®)
gzie KZ; jest 2k-wierzchotkowym grafem pednym. Natomiast Piorini i Wil-
son [6] udowodnili, ze

X*(K2k+1) - x"U2k+1) - 2k+1 ®

A zatem, jesli wszystkie zadania z”e Z maja jednakowy czas przetwarzania
i graf szeregowania jest pelny, to 2PSP(Z2) = 2PSN(2).

Inny ciekawy rezultat dotyczacy indeksu multichromatycznego pochodzi
od Stahla [9], ktoéry udowodnid, ze

X*<C2k+i) = 2+1/K 0)

gdzie C2]£+1 jest cyklem rzedu 2k+1. Na rys. 2 podajemy ilustracje dla
twierdzenia Stahla.

Poniewaz dla kazdego grafu zwykdego G mamy e 4 (G) 4 g+l , wiec mozna
sie spodziewa¢, ze dla wszystkich Z

2PSN(Z 5 i i
P37y 4 2+i/k < 1~ @ did
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5,6

2. Graf Cg pomalowany: a) niepodzielnie, b) podzielnie.
[Graph Cg colored: a) nonpreemptively, b) preemptively]
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PREEMPTIVE SCHEDULING OF TWO-PROCESSOR TASKS ON DEDICATED PROCEDURE

Summary

The paper considers the computational complexity of the problem of
preemptive scheduling of 2-processor tasks on dedicated processors. It has
been shown that in general the problem is NP-complete. He possibility of
using a linear programming and graph coloring approach for an efficient
construction of the optimal schedulles in some special cases has been
analysed.

AEMMA4E ynOPaUfHEHEH £ByffIPOIIECCOP&LX SAMA JIM  HASHAEEHHbLX
UPOUECCOPOB

Pe3Wme

B padoTe paccMOTpeHa BHaHCJiHTeJn>Haii cjioxhoctl npodJiei® flejm—
Tejn>Horo ynopOTo”emiH HByxnponeccopHnx sana®i dM iia3HaneHHHX nponec—
copoB. "OKa3aHo, mglo b odmeM cliy®ae paecuBTpHBaeMaa 3a#aaa hbjih—
6tcb HE — nojmoft npodJieMoft. PaccMOTpeHa bo3moikhoctE npHMeHeHza
.iHHeSnoro nporpaMMnpoBamifl u pacKpacKH rpa$0B jjih 3$$eKTHBHoro
noJiy”eHHH onTHMajn>Horo ynopano”eHKH b 'jhcthhx c”~yaaax.



