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DWUPOZIOMOWE ZADANIE LOKALIZACJI 1 JEGO ZASTOSOWANIE W PRZEMYSLE

Streszczeniem W referacie zaprezentowano dwupoziomowe zadanie
lokalizacji. Przedstawiono modele matematyczne oraz metody
rozwigzania tego zadania, atakze jego implementacje na przypadek,
gdy istniejg pewne zwigzki miedzy wybrana klasa magazynéw posrednich
a danym dostawca. Na koncu przedstawiono dwa przykdtady zastosowan.

1, Wstep

Jedna z wazniejszych klas optymalizacji dyskretnej jest zagadnienie

lokalizacji (zwane takze w literaturze rosyjskiej zadanie»
rozmieszczenia). Rodzina modeli matematycznych problemu lokalizacji
rozcigga sie od prostych jednoasortymentowych modeli po wersje
nieliniowa wieloasortymentowg. Modele te mozna  sklasyfikowaé w
zaleznosci od tego, w  jaki sposéb uwzgledniane sg nastepujace
zagadnienia:

* liczba magazynéw posrednich,

* liczba towaroéw,

* struktura towaréw (asortymentéw),

* struktura kosztéw (liniowa lub nieliniowa),

* horyzont planowania (statyczny lub dynamiczny),

* zapotrzebowania (stochastyczne lub deterministyczne),

* sie¢ dystrybucji (ograniczona lub nieograniczona pojemnosc¢).
*pracy [2] przedstawilismy problem dystrybucji produktéw naftowych.
Pokazalismy woéwczas, ze  to zadanie nalezy do klasy zadan Ilokalizacji
Jednopoziompwej z ograniczona“"dostawa. W niniejszej pracy zajmiemy sie
zadaniami  lokalizacji dwupoziomowej, a wiec takim przypadkiem, gdzie
‘ystepuja dwa rodzaje lokalizowanych obiektéw. Schematycznie najprostszy
laki model przedstawia rys.l.

Pkie dwupoziomowe zadanie lokalizacji wystepuje w literaturze
oiezniernie rzadko. Niewiele jest prac poswieconych tej tematyce. Jest
jednak zagadnienie istotne z punktu widzenia zastosowan.
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Rys.l. Schemat-zadania lokalizacji dwupoziomowej.
Scheme of the two-level facility location problem.

Tak wiec w pracy przedstawimy :

a) model matematyczny problemu dwupoziomowego oraz pewne jego

implementacje ;
b) algorytm rozwigzujacy dwupoziomowe zadanie lokalizacji;
c) przyktady zastosowan.

2. Model matematyczny
Wprowadzimy nastepujace ograniczenia
- numer dostawcy,

- numer magazynu posredniego,

i

J

k - numer odbiorcy;

f.- state koszty i-tego dostawcy;
g

state koszty j-tego magazynu posredniego;

<jlj- - catkowite koszty eksploatacji i dystrybucji zwiazane z realizacja
zapotrzebowan k-tego odbiorcy przez i-tego dostawce i j-ty magazyn
posredni;

x.jk - udziat i-tego dostawcy w realizacji zapotrzebowania k-tego

odborcy poprzez j-ty magazyn posredni;

1 - jesli lokalizacja j-tego magazynu posredniego
jest rozpatrywana;

0 - w przeciwnym przypadku;

1 - jesli lokalizacja i-tego dostawcy jest
rozpatrywana;

0 - w przeciwnym przypadku;

Wéwczas problem lokalizacji dwupoziomowej mozna zapisa¢ nastepujaco

g fii +L, i3 42 2.7, ik

ieLjeMkeiN
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gdzie :
Xijk =1 dla k € H - (2)
ieL jeM
Z  Xijk *yi dla j 6 H, kK £K ; (©)
jeM
z xijk S zj dla jeMKkKkeN; @)
ieL
yi S zx dla iel; o)
y~> Zj e {0,1} dla ieL, jeM, kelN;
(6)
x.jk z O dla ieL, jeM, keN;

Funkcja celu wyraza catkowite, sumaryczne koszty sktadajgce sie ze
stabtych kosztow f\ dla dostawcéw, gj dla magazynéw posrednich oraz
kosztow produkcji i transportu od dostawcy, magazynowania i
transportu miedzy dostawcg a magazynem posrednim oraz transportu z
magazynu do odbiorcy. Jesli koszty u dostawcéw sa nieliniowe, mozna je
aproksymowa¢ liniowo przez wprowadzenie fikcyjnych dostawcéw lub
magazynéw posrednich.
Ograniczenia :

(@ - zapewniaja zaspokojenie zapotrzebowan;

@)-i (4 - zapotrzebowania beda zaspokojone tylko przez rozpatrywanych
dostawcow i magazyny posrednie;

® - magazyn posredni zwigzany z i-tym dostawca musi by¢ uwzgledniony,
jesli jest rozpatrywany i-ty dostawca.
* praktycznych zastosowaniach dwupoziomowego problemu lokalizacji
wystepuja czesto pewne dodatkowe (boczne) ograniczenia. Zdarza sie
bowviem, ze istnieja zwiazki miedzy pewng wybrana klasg magazynéw
Posrednich a danym dostawca (fabryka). Problem taki rozpatrywany byt w
pracy [4], Przedstawia sie on nastepujaco :
1, 1, IC - zbidér fabryk, magazynéw posrednich i odbiorcéw ;

- zbidér magazynéw posrednich,ktére sa zwigzane z fabryka i;

JS - zbiér wydzielonych magazynéw posrednich

Ja uJs = J; Ja =U J? .
1E1, 1



176 B.Mazbic-Kuima,A_Pogorzelec,J .Rydel

- stale koszty lokalizacji fabryki 1 oraz magazynu
aj posredniego j -

- zmienne koszty realizacji zapotrzebowan odbiorcy k 2z fabryki

przez"magazyn posredni j.

1 - jesli i-ta fabryka bedzie lokalizowana;
0 - w przeciwnym przypadku.N;
1 - jesli j-ty magazyn bedzie lokalizowany;

0 - w przeciwnym przypadku.

xijk _ czes¢ zapotrzebowan odbiorcy k zrealizowanych z fabryki 1 przez
magazyn posredni j. -
Problem 1lokalizacji mozna teraz sformutowa¢ jako zadanie mieszanego

programowania dyskretnego :

min Z g -7 e 7 Z Z -k xijk ™
iel jed jej keK

D
-

' I Xijk = 1 dla k 6 &£ ; (8)
iel jeJ
y ijk S ¥4 dla i el, K€ X ; (©)
jed
m) X. dz. dla j € J, ke &£ ; (10)
ici
“i 4 2j dla iel, jej® (11)
>"i< 2j e .{0,1} dla i€ 1, jej
(€¥)

xljkzo dla iel, jej, ke
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Funkcja celu minimalizuje state koszty lokalizacji fabryk i magazynéw
posrednich oraz zmienne koszty przewozédw towaréw do odbiorcéw z TFabryk
przez magazyny posrednie.

Znaczenie ograniczen :

® - zapotrzebowanie kazdego odbiorcy musi by¢ zaspokojone;

(9),(10) - =zapotrzebowanie kazdego odbiorcy moze by¢ realizowane
tylko z otwartej fabryki lub otwartego magazynu posredniego;

(11) - boczne ograniczenie : jesli fabryka jest otwarta, to zwiagzany z
nua magazyn posredni tez.

Jeshi = 0 dla i € I, to problem (7) redukuje sie do klasycznego
problemu lokalizacji dwupoziomowej .

Jesli zazada sie odwrotnej kolejnosci, tzn. jesli magazyn posredni jest
otwarty, to i fabryka tez, wtedy ograniczenia przybieraja posta¢ jak w
codelu z wieloma rodzajami towardow.

3 Algorytm rozwigzania dwupoziomowego zadania lokalizac ii

Przedstawiony ponizej algorytm zostat podany przez Kaufmana, Eedego i
Hansena [1). Jest on oparty na metodzie podziatu i oszacowan. Przed
prezentacja algorytmu konieczne jest jednak wprowadzenie pewnych
oznaczenh i zatozen. Oté6z w biezacej iteracji wyznaczamy dla kazdej
zoiennej decyzyjnej trzy zbiory :

zmienne y”~, ktére przyjmuja wartosc¢ O;
te zmienne y”~, ktére przyjmuja wartosc¢.1;

m te zmienne y”, ktdére nie sa
rozpatrywane w biezacej iteracji.

Analogicznie postepujemy dla zmiennych zZv :

ustgpienie zmiennych y™ i z. przez ich wartosci we wzorach (1)-(u) daje
nastepujace okreslenie podproblemu :
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anZ fi+Z g+ fiW+ gg+Z 7 Z djkxk
ieK’._)L ieK’\l iCKt i£K/C\: i€}i*UK:|: jG('lTqu keN
13}

przy ograniczeniach

/ / Xle —1 dla ke N @

iCKAUKg  jEKAUK2J

Vool i i dla jCKi, k€H ; ast
JGKMUKN
xhK£z. dla jE('ZIkeH; e
i£fgeg
y. i z» dla i e H 7=
y., z. 6 (0,1) dla i tk’, je , ke w;
(as1
X’ijkio dla 1€ Kj uKg! jJeKjuKr ke

Nieeh C.e Oznacza najmniejsze Kkoszty zaspokajajace zapotrzebowania

odbiorcy k:

min | cjjk - * 6 K[>J €'(< Q9!

iiJ
Warunkiem koniecznym dla dostarczenia odbiorcy k towaru od dostawcy i
przez magazyn posredni j w kazdym optymalnym rozwigzaniu (ktére jest

spednieniem biezgcego czesciowego rozwigzania )jest, aby :

CijrS  Cmk

Ten warunek pozwala ustali¢ gbérne ograniczenia ik i tj na licb?
odbiorcéw zaopatrywanych odpowiednio z fabryki i oraz magazynu

posredniego j :

m. >{k :3jcK u :c.Jk < cmk } dla i e ; @1

nj =] k -#i1 e K[ u k\ s cijk < cmk | dla j e
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Zdefiniujemy wartosci c!”~k dla wszystkich : i € K*uKg; j e KMuKg; k € N
w nastepujacy sposoéb :

( c.Jk + F,/m. + gj/nj ieK2; jJ € Kg;
cijk + V mi T« k' eKg; (22)
Cijk <
sijk + Sj/nj iekJ!jeKg;
"i jk ieKj! j€K*;

oraz wartosci cMk dla k e W tak, aby

ok = in { clik fie4 UK J€Kiu J @3

Dolne ograniczenie nawarto$¢ rozwigzania podproblemu (13)-(18) jest
okreslone nastepujaco :

2= Z fi-+ | g + 1 -k @
i € Kf j ekn k e N
fartos¢ optymalnego rozwigzania podproblemu 3)-(18) nie moze
przekroczy¢ z”. Ma to miejsce wtedy, gdy niemozliwa jest juz lokalizacja
dodatkowego dostawcy ani magazynu posredniego. Jesli jest to mozliwe,
wtedy wartos¢ (24) zmieni sie (zwiekszy, lub zmniejszy) dla dostawcy i :

>

pi = ; ] T 3 - cmk-cijk - @
; je

g”uKg .

adla magazynu posredniego- j o wartos$¢ qj

. L (26)
H - z T T ( 0] cmk~°i jk)
N 18k uKg
Catkowite dolne ograniczenie okresli nam twierdzenie 2. ;
Twierdzenie 2. o
Catkowite dolne ograniczenie dla podproblemu (13)-(18) wynosi
*= £ f. *+ Z s + 7 c-rk -*Z max(pi,0)" Z @7

i e Kj j € Kj keN i € K* j o«

Dowody obu twierdzen podano -w (11-
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Algorytm

(@) Inicjalizacja. Ustawiamy zop”= @.
(b) Pierwszy bezposredni test optymalnosci. Wyliczamy wartosci m®, m,

c|™k i ze wzoréw : (20) - (23), zas wartos¢ ograniczenia z’ ze
wzoru (24). JesSli z"t z t, idziemy do (h).
(c) Test rozwigzania. Jesli wszystkie zmienne y”» i Zjsg ustawionena O

lub 1, modyfikujemy wartos¢ zopt (18) i idziemy do (h).

(d) Pierwszy test warunkowej optymalnosci. Wyliczamy, dla wszystkich i e
ki, wartosci p. z-(25). JesSli p.<0, ustawiamy y. na O.

(e) Drugi test optymalnosci warunkowej. Dla wszystkich j eKgwyliczamy
wartosci q\./ ze wzoru (26). Jesli qJ,<0, ustawiamy zy na O.

() Drugi bezposredni test optymalnosci. Wyliczamy 2z (27). Jesli
z">zopt, idziemy do (h).

(@) Wybér, jesli przynajmniej jedna zmienna zostata ustawiona w czasie
ostatniego wykonania krokéw (d) i (e), wtedy idziemy do (b). W
przeciwnym przypadku wyliczamy :

p’a = max rp_ ; qF = max tqj'
i e Kg Jj e Kg
Jesli p~ a q”,ustawiamy” yj_ na 1,w przeciwnym przypadku z* na 1. Idziemy do
®).
(h) Szukamy ostatniej zmiennej y” lub z” ustawionej na 1, jesli takiej
nie ma, wtedy KONIEC. W przeciwnym przypadku zwalniamy” wszystkie zmienne
ustawione na 0 po y~ lub Zj. Nastepnie ustawiamy y™ lub z* na 0 i

idziemy do (b).

4. Przyktady zastosowan

4.1. Zadanie dystrybucji produktéw mleczarskich

Dziatalnos¢ przemystu mleczarskiego mozna ogélnie przedstawic
nastepujaco :

Rys. 2. Dystrymbuc ja produktéw mleczarskich
Dairy products distribution

Jak widzimy, rys.2. sktada sie z nastepujacych czterech blokéw:
a) DOSTAWCY - blok ten obejmuje dostawcow mleka - a wiec rolnikéw;
b)-PUNKTY SKUPU - zwane takze inaczej zlewniami; sga to pomieszczenia
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stuzace do przechowywania mleka zwozonego od wielu dostawcéw. Whasciwe
rozmieszczenie tych magazynéw jest bardzo wazne, gdyz transport od
dostawcéw, do zlewni odbywa sie przewaznie konmi;

C) MLECZARNIE - sa to zaktady przetwércze produkujace konserwy mleczne,
masto, sery itp.;

d) ODBIORCY - blok ten obejmuje miedzy innymi sklepy, magazyny
handlowe.Z powyzszego schematu wynika, ze mamy do czynienia z problemem
dwupoziomowym. Istotna jest tu bowiem lokalizacja zaréwno punktéw skupu,

jak 1 mleczarni. Opis matematyczny tego problemu przedstawia sie
nastepujaco :
Oznaczenia
4+ - numer dostawcy mleka ; i € IM zbidr numerdéw dostawcow mleka
J - numer punktu skupu mleka ; j e W - zbidr numeréw punktu skupu.
Zgodnie z powyzszym opisem zbidér N jest. suma :

W = Nou N
gdzie:

N - zbidér numerdéw nowych lokalizacji punktéw skupu;
N - zbidr numerdw istniejacych punktéw skupu;

k - numer mleczarni(zaktadu przetwérczego), k € K - zbidér numerow
Analogicznie jak poprzednio zbidr K jest sumg nastepujacych zbioréw

K = K0 u K
gdzie:

K - zbiér numerdédw nowych lokalizacji mleczarni;

K - zbidér numeréw istniejacych mleczarni;

1 - numer odbiorcy (np. sklepu); 1 € L.

Nastepnie przez a, a’, a" oznaczymy odpowiednio mozliwosci produkcyjne
dostawcéw, punktéw skupu, mleczarni, za$ przez b~ zapotrzebowanie 1-tego
odbiorcy (np- sklepu). Dla dalszych rozwazan wprowadzimy ponadto
nastepujace wielkosci

fj - staly koszt j-tego punktu skupu;

6 staty koszt k-tej mleczarni;

C..
U]
ejk -jednostkowe koszty eksploatacyjno-transportowe.
Cckl
Zmienne decyzyjne:
W Prezentowanym modelu przyjmujemy, ze zmiennymi decyzyjnymi sa

nastepujace wielkosSci :
>0 - ilos¢ mleko przewiezionego od i-tego dostawcy d6 j-tego punktu
skupu;
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> 0 - ilos¢ mleka przewiezionego od j-tego punktu skupu do k-tej
mleczarni;
P
wnr >0 - ilos¢ p-tego produktu mlecznego przewiezionego z k-~tej

mleczarni do 1-tego odbiorcy.
W celu uproszczenia przez nas zadania do dalszych rozwazan bedziemy
zaktada¢, ze kazdy produkt mleczny zostat przeliczony na mleko.
Oznaczajac zatem :
p e P- zbidér produktéw mlecznych;
o - wspétczynnik zawartosci mleka w produkcie p;
otrzymujemy :

P
Z ap - Vki i 0 - ilos¢ mleka przewieziona z k-tej
peP mleczarni do 1-tego odbiorcy
1 - gdy j-ty punkt skupu bedzie budowany;

J 0 - w przeciwnym przypadku.

1 - gdy k-ta mleczarnia bedzie budowana;

0 - w przeciwnym przypadku.e

Wéwczas nasze zadanie mozna przedstawi¢ nastepujaco:
Zminimalizowa¢  funkcje celu bedaca suma  kosztéw inwestycyjnych,
transportowych i eksploatacyjnych postaci:

- - e = -
ngVI +k?e(k AL L4 jel\lluN Cipdg -;€NL!NQ k%KquJMNJk +k§KuKQZIeL

przyjmujac nastepujace ograniczenia:
a) 1ilos¢ mleka przewiezionego od i-tego dostawcy do punktu skupu jest
nie wieksza od mozliwosci produkcyjnych i-tego dostawcy:

I X.-. £ a. dla i e W

7] i

jGNuN0
b) 1ilos¢ mleka przewiezionego do j-tego punktu skupu jest nie wieksza od
mozliwosci produkcyjnych tego punktu skupu:

i€ « q J

y X. . $§ aZ dla j €
ie «
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O ilos¢ mleka przewiezionego do j-tego punktu skupu jest roéwna ilosci
sieka wj-wozonego z j-tego punktu skupu do mleczarni:
Z xij = Z Wk dia j e n
ieM kGKuKo
d ilos¢ mleka przewiezionego do k-tej mleczarni z punktéw skupu jest
nie wieksza od mozliwosci produkcyjnych k-tej mleczarni:
Z vjk * ak yk dla k e K
JENUN
ij S ak dla k G K0
JENUNo

e ilos¢ mleka w k-tej mleczarni jest roéwna ilosci mleka przewozonego
(wywozonego) od odbiorcéow

V. dla k G K u K
Z " >» [ ] 1 kI o
JeNun gL
) ilos¢ produktéow mlecznych przewozonych do 1-tego odbiorcy jest nie

wieksza niz jego zapotrzebowanie na te przewozy:

V. s b dla 1 g L
KEKX»K

42. Problem wywozenia odpadéw komunalnych

Problem ten zostat przedstawiony w pracy [£) = Dotyczy on zbidérki i
wywozu odpadéw komunalnych w Kanadzie. Istniejg tam dwa podstawowe
systemy  transportowania odpadéw w postaci statej od wytwércow
(gospodarstwa domowe, przedsiebiorstwa) do miejsc utylizacji
(wysypiska) -
System z Calgary (stan Alberta) polega na zbieraniu $mieci raz w
tygodniu z obszaréw zbidérki, na ktoére podzielone jest miasto. Samochdd
wez zatoga ma przydzielonych kilka obszaréw, z ktérych zabiera Smieci i
zanozi beposrednio do najblizszego wysypiska.
V drugim systemie uzytkowanym w Edmonton, $mieci sa zabierane do
lokalnych stacji posrednich, w ktdérych sa przetwarzane (rozdrabniane i
prasowane) i dopiero potem transportowane przez ciggniki duzej mocy do
Stownego wysypiska.
Podobne systemy dziataja w innych miastach, a roéznice dotycza rodzaju
przetwarzania w stacjach posrednich i~czestotliwosci zbiorki.
Glowma zaleta systemu Calgary jest minimalny wpdyw na Srodowisko
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naturalne, poniewaz wysypiska lokalizowane sa na krancach miasta. |
drugiej strony, koszty pracy zatdég i maszyn transportujgacych Smieci |
wysokie. Dlatego wazng- role w tym systemie odgrywa problem optymalnej
marszrutyZacji zbidérki $mieci,

System z Edmonton posiada niskie koszty transportu $mieci do stagji
posrednich oraz wiekszy stopien wykorzystania taboru i zakég.

5. Zakonczenie

Tak jak wspomniano we wstepie”-dwupoziomowe zadanie lokalizacji
wystepuje w literaturze niezmiernie rzadko. Stad tez niewiele jest
metod rozwigzujacych tego typu zadania. Niemniej jednak, zdaniem autorés
zadanie dwupoziomowe jest wazne z praktycznego punktu widzenia.

W punkcie 4.1 autorzy zaprezentowali zastosowanie dwupoziomowego
zadania lokalizacji do rozwigzania zagadnienia dystrybucji mleka.

Innym ciekawym przykdtadem zastosowan jest przytoczony w punkcie 42
problem wywozenia odpadéw komunalnych. Ze wzgledu na ochrone Srodowiska
whasciwa lokalizacja wysypisk $Smieci jest problemem rozwigzywany«
aktualnie przez wiele panstw Swiata. W chwili obecnej autorzy rozpatruja
zastosowanie tego zadania do problemu lokalizacji punktéw  skpu
i przetwérni owocow i warzyw. Opis matematyczny tego zadania jest
zblizony do opisu zadania dystrybucji mleka. Stad tez autorzy
zdecydowali sie nie przytacza¢ go ze wzgledu na brak miejsca. Zostanie
on zamieszczony w opracowaniu [41-
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ATWO-LEVEL LOCATION PROBLEM AND ITS INDUSTRIAL APPLICATION

Summ ary

Tre two"Xevel facility location problem is considered in this
paper. The formulation, solution methods and some examples of
utilization in industry are presented.

PASMEIHEHM JIM JIBYX yPOBHEM H EE nPMEHEHHETB nPOMINULEHHOGf

Pe3bme

B CTaxte npeacraEJieHa iJopMyjmpoBica h MeTona pememiH 3enaHH
pesi.ieeHH jw r HByx ypoBiiefi /38boh h ckjian/. [llpefICTaBJieHH npHMepn
jffinaasoBaioiH 3ana-qn b pa3Hnx oTpacnax npoMHHmeEHOCTH .



