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ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA  JEDNOMASZYNOWEGO PROBLEMU SZEREGOWANIA 

ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA ZADAŃ

S t r e s z c z e n i e . W p r a c y  ro zw a ża  s i o  problem  s ze r e g o w a n ia  za d a ń  w d y 

skretnym  s y s te m ie  p rodukcyjnym  z  Jednym  g n ia zd em  krytycznym . P r zy jm u 

j e  s i o .  Ze  d la  k a żd eg o  z a d a n ia  o k r e ś lo n y  J e s t  term in  gotow ości i tzw . 

końcówka z a d a n ia . Po n ad to  za k ła d a  s i o .  Ze  c z a s  wykonyw ania  za d a n ia  

można zm ie n ia ć  w sp o só b  c ią g ł y  w pewnym zadartym p r z e d z ia l e . S t a w ia  

s io  problem  wyboru k o le jn o ś c i  w ykonyw ania  za d a ń  o r a z  ic h  c za só w , tak 

by m in im a lizo w a ć  g l o b a l n y  k o s zt . W p r a c y  bada  si^o p rzy d a tn o ść  pewnej 

k la s y  algorytm ów  apro ksy m acy jn y ch  do r o z w ią z a n ia  tego  problem u. P r z e 

prow adza  s i o  d la  n ic h  a n a l i z o  n a jg o r s z e g o  p rzy p a dk u  w o p a r c iu  o  z a 
proponowane p o s t a c ie  d o ln y ch  o g r a n ic ze ń .

1. W stęp

N in ie js za  p rac a  J e s t  k o n t y n u a c ja  s z e r e g u  prac  p o św iec o ny c h  s ze r e g o w a n iu  

zadań na m aszynach  [ 6 3 , [ 1 0 3 , [ 1 4 3 , C1 8 3 , C1 9 3 ,  k tó ry ch  wspólnym  elem entem  J e s t  

P^yjecie m odelu z a d a n ia  t a k ie g o  Jak w problem ach  P E R T /k o s zt . W m odelu tym 

zakłada s i o ,  ż e  c z a s  w ykonyw ania  z a d a n ia  C c z y n n o ś c i}  można zm ie n ia ć  w s p o 

sób ciągły  w pewnym z  g ó ry  zadanym  p r z e d z i a l e .  Zm iana c za s u  w ykonywania  z a 

dania powoduje r ó ż n y  k o s z t  w ykonyw ania  tego  z a d a n ia  - k o s zt  r o ś n i e ; gdy  c za s  

®aleje. W zrost  k o s zt u  p r z y  zm n ie jszo n y m  c z a s i e  wykonyw ania  j e s t  w ynikiem  

zaangażowania dodatkow ych  zaso bó w . P e łn a  in t e r p r e t a c j o  t a k ie g o  m odelu moż- 

f* znaleźć na p r zy k ł a d  w [3 3 . K o n sek w en c ja  p r z y ję t e g o  m odelu z a d a n ia  J e s t  

pojawienie s i o ,  o p ró cz  t r a d y c y jn e g o  w s k a ź n ik a  ja k o ś c i  u s ze r e g o w a n ia  Cnp.

(’Bax’ Hnax* ^max* ^ wi^*i * d odatkow ego  w s k a ź n ik a  bodącego  sum arycz-

nyw kosztem w ykonyw ania  za d a ń . Ten  o s t a t n i  z a l e ż y  t y lk o  od c za s ó w  wykonywa

nia poszczególnych  z a d a ń , w o d r ó ż n ie n iu  od p ie r w s ze g o , k tó r y  z a l e ż y  t a k ż e  

°d kolejności ic h  w ykonyw ania .

Dla każdego  k la s y c zn e g o  C u s t a lo n e  c z a s y  w ykonyw ania  z a d a ń )  z a g a d n ie n ia  

Wręgowania za d a ń , noto w anego  wg Graham a za  pomocą ze s t a w u  a \ f 3 \ y  , można 

Uraz wyróżnić t r z y  n a s t ę p u ją c e  problem y  o p ty m a liza c y jn e . P ie r w s z y , P I ,  po- 

na tym, ź e  na b a z i e  dwóch w skaźnik ó w  C tr a d y c y jn e g o  y  i dodatkowego!) 

konstruuje s io  k ry teriu m  g l o b a ln e  równe i c h  k o m bin a c ji l in io w e j  i in te rp re-  

vUJ® jako łą c zn y  k o s zt  u s ze r e g o w a n ia . W dru gim , P 2 , t y lk o  je d e n  z e  w skaźni-  

traktuje s i o  ja k o  k r y t e r i u m ^  p o z o s t a ł y  Jak o  dodatkow e  o g r a n ic z e n ie  

P*2ez u s t a le n ie  n ie p r z e k r a c z a l n e j  j ego  w a r t o ś c i . Z  k o le i  w trz e c im



2 0 0 E . Nowicki

p r o b le m ie , P 3 , n a j b a r d z ie j  ogólnym , s zu k a  s i e  z b io r u  C lu b  pewnej Jego  apro

k s y m a c ji )  w s zy s t k ic h  punktów  Pareto- optym alnych  z e  w zg lę d u  na obydwa wska

ź n i k i .  B a d a n ia  nad  tym problem em  s ą  Jedn ak  e fe k ty w n e  t y l k o  w tych  wypadkac^ 

g dy  i s t n i e j ą  a lgo ry tm y  w ie lom ian o w e  d la  problem ów  P I ,  P2 . Przy kłado w o ,

i s t o t n e  r e z u l t a t y  otrzym ano  d l a  z a g a d n ie ń  1 Ir, IC , 1 j |L o r a z  11 |T ;J  J  3 1 i max ' max max

k lu c ze m  do w y zn a c ze n ia  c a łe g o  z b io r u  punktów  Pareto- optym alr.ych był tutaj 

f a k t ,  ź e  per m utacja  optym alna  n ie  z a l e ż y  od c za s ó w  w ykonywania  zadań . Ogói- 

n i e  r z e c z  b io r ą c , w y nik i d o t y c z ą c e  z ło ż o n o ś c i  o b l ic z e n io w e j  d la  problemów 

P I ,  P 2  n ie  s ą  z a c h ę c a ją c e , p o n ie w aż  z n a c z n ie  o b n iż a  s i e  Cw poró w naniu  z za

g ad n ien iam i t ra d y c y jn y m i) bar i er a^ pow yżej k tó re j  p o ja w ia ja  s i e  problemy NP- 

tru d n e . I t a k , p roblem y  PI i P2  d l a  z a g a d n ie n i a  F21 lc Jnax NP-trudne [14], 

C113 naw et p r zy  z a ł o ż e n i u ,  ź e  zm ienn e  s a  c z a s y  w ykonyw ania  zadań  tylko  na 

je d n e j  m a szy n ie  o r a z  z a l e ż n o ś ć  k o s zt- c za s  j e s t  l in io w a  i id e n t y c z n a  dla 

w s zy s t k ic h  za d a ń . P o d o b n ie  problem y  P I ,  P 2  d l a  z a g a d n ie n i a  1 w

którym  z m ia n ie  p o d le g a ją  n i e  c z a s y  w ykonyw ania  a m om en ty 'go to w o ści , sa na

wet s i l n i e  N P- trudne , [ 9 3 ,  [ 1 5 3 . Na p o d k r e ś le n ie  z a s ł u g u j e  t u t a j  f a k t , źe 

mimo i ż  z N P- trudności problem u PI d la  z a g a d n ie n i a  c n\ ( l \ y  n i e  w y nika  bezpo

ś r e d n io  NP- trudność problem u P 2  d la  tego  sam ego z a g a d n i e n i a ,  to  w obu po

w y ższy ch  w ypadkach o d p o w ie d n ie  t r a n s fo r m a c je  w ie lom ian o w e  s a  id en ty c zn e  

(z o c z y w is t a  r ó ż n ic a  m ie d zy  param etrem  o k r e ś la ją c y m  g ó rn a  w arto ść  łącznego 

k o s zt u  w d e c y z y jn e j  w e r s j i  PI a param etram i o k r e ś la ją c y m i g ó rn e  wartości 

w s k a ź n ik a  y  ^ w s k a ź n ik a  d odatkow ego  w d e c y z y jn e j  w e r s j i  P 2 ) . Z  powyższych 

ro zw ażań  w y n ik a , ź e  b a d a n ia  nad  problem am i P I ,  P 2  d la  z a g a d n ie ń  a \ f t \ y  

Cnawet gdy  d la  z a g a d n ie n i a  a \ f t \ y  i s t n i e j e  a lgo ry tm  w ie lo m ian o w y ) naieży  

r a c z e j  o g r a n ic zy ć  do p o s z u k iw a n ia  d ob ry ch  algorytm ów  aproksym acyjnych . 

P r ze g lą d  otrzym anych  dotą d  r e z u lt a t ó w  i d o ty c zą c y c h  z ło ż o n o ś c i  obliczenio 

wej algorytm ów  w ie lom ian o w y ch  i a lgorytm ów  a p ro k sy m acy jn y ch  można znaleźć 

w p rac a ch  [ 1 3 3 ,  C153.

P r z e d s t a w ia n a  p rac a  d o t y c z y  problem u PI d la  z a g a d n ie n i a  1 J r ^ | C m a x * 

r o z s z e r z a  w stepn e  w y nik i otrzym ane  w [ 1 2 3 ,  [ 1 5 3 . K o n s t r u u je  s i o  t u ta j  pewni

k l a s ę  algorytm ów  apro k sy m ac y jn y c h , k tó r e j  param etrem  s a  a lg o ry tm y  aproksy

m acyjne  d l a  k la s y c zn e g o  z a g a d n ie n i a  1 | r ^ , |c max C a l . S c h r ä g e  [ 1 7 3 ,  ai. 

P o t ts a  [163  o r a z  a l . H a l l a  i Shm oysa [ 8 3 ) .  N a s t ę p n ie  p rze p r o w a d za  s i e  do 

t e j  k l a s y  algorytm ów  a n a l i z ę  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u  w o p a r c iu  o  zn a n e  i nova 

p o s t a c ie  d o ln y ch  o g r a n ic ze ń .

P ra c a  b y ła  f in a n s o w a n a  p r z e z  R P . I . 0 2  "T e o r i a  s t e r o w a n ia  i optymalizacji 

układów  dynam iczny ch  i p ro cesó w  d y s k r e t n y c h " .

2 . S fo rm u ło w a n ie  problem u i d o ln e  o g r a n ic z e n ia

Dan y  j e s t  z b ió r  n n ie z a l e ż n y c h  za d a ń  ponum erowanych k o l e j n o  1 , 2 , . . .  »ni 

k tó re  n a l e ż y  wykonać na J e d n e j  m a szy n ie . Zak ład am y , ź e : C i )  m aszyna w każ

d e j  c h w il i  c za so w e j  może wykonywać n i e  w ie c e j  n iż  j e d n o  z a d a n ie  o r a z  zada
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nia wykonywane sa  b ez  p r ze r w a ń , C i i }  z a d a n ie  j j e s t  gotow e do wykonyw ania  

w chwili r ^ > 0 , j = l , 2 , . . . , n ,  C i i i }  c z a s  w ykonyw ania  z a d a n ia  j  na m a szyn ie  

jest równy pj -a^ -Xj , 0< x^< U j , g d z i e  x^ o k r e ś l a  s k r ó c e n ie  norm alnego  c za s u  

wykonywania a^ , z a ś  u^ C 0< u ^< a ^}  m aksym alne s k r ó c e n ie  t eg o  c z a s u , j =1 , . .

.. ,n , C iv} z a d a n ie  j j e s t  uw ażane  za  w ykonane po u p ły w ie  c za s u  od

aomentu za k o ń c z e n ia  j e g o  w ykonyw ania  na  m a s zy n ie , j = l , 2 , . . .  ,n .

Niech rr=CrcCl} , . . . , n C n }}  o k r e ś l a  per m uta cje  elem entów  z b io r u  < l , . . . , n > ,

II- zbiór w s z y s t k ic h  t a k ic h  p er m u tac ji  , a X =

<x=Cx^ x ^ } : 0 < X j< U j , j = l , . . . , n >  - z b ió r  w s z y s t k ic h  d o p u s z c z a ln y c h  we

ktorów skró c eń  c za só w  w ykonyw ania  za d a ń  na m a szy n ie . Ozn aczm y  p r ze z  

C ^ C n .x }  m in im alny  c z a s  z a k o ń c z e n ia  w ykonyw ania  z a d a ń , p r zy  s p e ł n i e n iu  

Cil-Civ}, d la  k o l e jn o ś c i  w ykonyw ania  za d a ń  o k r e ś lo n e j  p r z e z  n o r a z  c za só w  

wykonywania P j=a^- X j , J=1  , .  . . ,n .  Za c h o dzi

i 2

= 1 S i “ ^  Crn C i1 5 +Zi- i1 C“ nCi3- icn C i3 3 + ‘»nCia 5 J - C1D

Przyjmujemy, ź e  k o s zt  s k r ó c e n ia  c z a s u  w ykonyw ania  z a d a n ia  j na m a szy n ie  

o Xj Jednostek r"ówna s i o  c j x j . g d z i e  c j- 0  o zn a c za  je d n o s tk o w y  k o s zt  s k r ó 

cenia. Przy jm ujem y  d a l e j ,  ź e  g l o b a l n y  k o s z t  K C n .x } ,  d la  u s t a lo n e j  p erm uta

cji neTl o raz  w ek to ra  sk r ó c e ń  x e X } j e s t  równy  ko szto w i zw iązan em u  z* d ł u g o ś c ią  

uszeregowania C C ^ C n . x } }  p lu s  su m ary czny  k o s zt  w ykonyw ania  za d a ń  na maszy- 

nie. tzn. ma p o sta ć  :

KC 77, x} = w*C  C n , x} + Z 1? c . x  . , C 2}
max j= l  J j

gdzie w>0 - je d n o s tk o w y  k o s zt  zw ią z a n y  z  d łu g o ś c ią  u s z e r e g o w a n ia , k tó r y  po 

°dpowiedniej z m ia n ie  je d n o s t e k  b ę d ziem y  uw ażać z a  rów ny  j e d n o ś c i .

Ostatecznie p r o b l e m  f o r m u ł u j e m y  n a s t ę p u j ą c o :

Znaleźć k o le jn o ś ć  w ykonyw ania  za d a ń  rr*en o r a z  wektor sk r ó c e ń  x *e X  

speł ni aj ące

KCrr*,xH} = m in < K C n ,x }= C  Crc.x} + Z 1? : neil, xeX> . C3}
max j —1 j  J

Sformułowany pow yżej problem  j e s t  s i l n i e  NP- trudny , W ynika  to  z f a k t u , 

lź szczególny j e g o  p rzy padek  z u ^ = 0 , j  =1 , . . , n j e s t  rów now ażny  s i l n i e  

^-trudnemu z a g a d n ie n iu  1 |rj , q .̂ |c m ax* Zauważm y p o n a d to , ż e  p o d o b n ie  ja k  d la  

innych problemów typu  PI C p a tr z  np. C I O ) } ,  n i e  z m i e js z a j a c  o g ó ln o ś c i rozwa- 

można p r zy ją ć  c\<l , J ~ l , . . .  ,n . R z e c z y w i ś c ie , j e ż e l i  d la  pew nego  j ,

.^° i s t n i e j e  r o z w ią z a n ie  o p tym alne  C n * ,x * }  z  x j =0- S t a d  d la  tych  j ,  

których c^> l łmożna o k r e ś l ić  nowa t r ó jk ę  u^ , a^. , c '  taka» ź e  a ^=a^  ,

Jj=0ja jako  c ' p r z y ją ć  dow o ln a  l i c z b ę  z  £ 0 ,1 } .

Przedstawimy t e r a z  r ó ż n e  p o s t a c ie  d o ln y c h  o g r a n ic z e ń  m in im a ln e j w arto ści
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g lo b a ln e g o  k o s ztu  K * = K C n * ,x * 3 .  Można J e  otrzym ać  p r z e z  o d p o w ie d n ie  relaksa

c j e  warunków  C iD - C ivJ . Z a c h o dzi

C Crc,xl> >  max<R, Q , Z1? .a .- x .> ,  rreTI, x e X , C4)
max j = l  j  J

g d zi e

R = max r < , Q  - max q Ą. C5)

Stad

. » -  » « a  . .

l < j < n  J l < j < n  J

K *  >  m i n  t m a x C R ,  Q.  £ " = 1 a j - X j >  +  £ j = 1 C j X j J .  C6)

xeX  ISA  S i <n xeX

xeX

Z  C l )  i z  o c z y w is t e j  n ierów ność! "m in  max >  max min "  dosta-

x<=X

niem y k o le jn a  p o stać  d o ln e g o  o g r a n ic z e n ia

K *  i  min C  _Cn, x ' } , C7)

g d z ie

n max 
tt eTl

Xj = Cl- CjDUj , J = 1 ............n . C8)

W y k o rzy stu ją c  r e l a k s a c j a  w a rto ści lu b  r^ otrzym am y

K *  > min K C n ,x )  + min q .  C9)

n e n .x e X  r l< j< n  J

K *  > min K C n ,x )  +  m in r . .  CIO)

(id l .xc X  q l< J< n  J

W ie lk o ść  K^Cn,x2>, a e < r ,q >  j e s t  równa KCrr,xD o d p o w ie d n io  p r z y  z a ł o ż e n iu , źe

q j= 0 ,  j = l , . . . , n  l u b  r ^ = 0 ,  j = l  n. Do r o z w ią z a n ia  z a d a n ia

min
nen

K ^ C n .x J ,  a e < r ,q >  w p r a c y  [133  podano  a lgo ry tm  W ielo m iano w y  o

3
z ło ż o n o ś c i OCn J . D la  a=r Ca=qD p erm u tac ja  b o d aca  je g o  .ro zw ią zan iem  Jest

p erm utacją  wg n ie m a le ja c y c h  r^ C wg n ie r o s n a c y c h  q j j f a optym alny  wektor 

skró ceń  w y l ic z a  s i e  wg pewnego a lgo ry tm u  za c h ła n n e g o . I d e a  t eg o  ostatniego 

p o leg a  na tym, ż e  wśród w s zy s t k ic h  za d a ń  j ,  k tó ry c h  s k r a c a n ie  c za s u  wykony

w ania  z m n ie js z a  skracam y z a d a n ie  J 'o  n a jm n ie js z e j  w a rto śc i jednostko*

wego k o s zt u  c j , . S k r a c a n ie  c z a s u  w ykonyw ania  z a d a n ia  j '  p row adzim y  tak dłu-

gO| aż  z a j d z i e  je d n a , z  dwóch s y t u a c j i :  d a l s z e  s k r a c a n ie  n i e  z m n ie js z a  

l u b  d a l s z e  s k r a c a n ie  n i e  j e s t  Ju ż  m o żliw e  }tzn ‘. x ^ , = u ^ , .  P ro c es  j e s t  konty 

nuowany do momentu, w którym  n i e  ma ju ż  z a d a n ia , k tó re g o  c z a s  wykonywania 

można s k r ó c ić  i s k r ó c e n ie  tp  z m n ie js z a  Z  p o w yższego  w y n ik a , ź e  w

p rzy p a d k a c h  szc ze g ó ł  n y c h f g dy  q j= c o n s t , j = l , . . .  ,n  l u b  r ^ c o n s t ,  j  =1 ,

problem  PI i P2  d la  z a g a d n ie n i a  l j r . , q  JC ma zło ż o n o ś ć  w ielom ianow a. po*

J J max
n a d to , Jak  j u ż  w sp om inaliśm y  we W s t e p ie , a lgo ry tm  w y zn a c za ją c y  zb ió r  wszy

s t k i c h  punktów- Pareto- optym alnych  C-problem P3D ma też  zło ż o n o ś ć  wielomia-
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nowa C zb ió r  ten  ma p o sta ć  w ypukłej łam anej, a  a lgo ry tm  w y l ic z a  w szy 

stkie p un kty  za ła m a ń ).

Na k o n iec  zauw ażm y, Ze

C Crc.x2> > max <r . + q .+ a ,- x . > , nefl, x e X . 

max l< i< n  1 1 1 1

Stąd otrzymamy k o le jn ą  p o sta ć  d o ln e g o  o g r a n ic z e n ia

K *  > m in C max < r .+ q .+ a  -x. > + Z 1? „ c . x .  3. C llJ

xeX  l< i< n  1 1 1 ł J=1 J J

3. Algorytmy apro k sy m ac y jn e

Przed sfo rm uło w aniem  pew nej k l a s y  algorytm ów  aproksy m acy jn y ch  d l a  r o zw a 

żanego problem u C3)> p rzed sta w im y  zn a n e  z  l i t e r a t u r y  a lgo ry tm y  aproksym acyj

ne dla k la s y c zn e g o  z a g a d n ie n i a  1 Jr i , q^-|c m ax- P r z e z  C Cn) o znaczam y  t e r 

rain wykonania w s zy s t k ic h  za d a ń  d la  p erm u tac ji n. A lgo rytm y  omawiamy w k o 

lejności m aleją cy ch  w sp ó łc zy n n ik ó w  n a jg o r s z e g o  p rzy p a dk u  C13.

Pierw szy  a lgo ry tm  zapro p o no w any  p r z e z  S c h rä g e  C 173 , d la  k tó re g o  w sp ół

czynnik n a jg o r s z e g o  p rzy p a d k u  równa s i ę  dw a, ma n a s t ę p u ją c ą  p o sta ć :

Algorytm Schrä g e

Krok 1. Połóż  t : = min r . ;  U: =<J>: U ' : = < 1 ........... n>.

l< J< n  J

Krok 2. W yznacz z a d a n ie  J ' eU ' t a k i e ,  ż e  q j ,= m a x < q j : r ^ < t , j e U '> .

Krok 3. Połóż  U := U lK J '> ;  U ' : = U '~ C J '> ;  S . , : = t ;  t : =m ax<t+p , mi n r >. J e ż e l i

J J J e U ' J

U' =(J>, to  s t o p ; w p rzeciw nym  wypadku i d ż  do Kroku 2 .

W wyniku d z i a ł a n i a  a lgo ry tm u  otrzym ujem y  momenty r o z p o c z ę c ia  w ykonyw ania 

zadań S  , j = l , . . . , n  o k r e ś l a ją c e  k o le jn o ś ć  w ykonyw ania  za d a ń , k tó ra  będziem y  

dalej o zn aczać  p r z e z  n . A lgo ry tm  ma zło ż o n o ś ć  o b l ic z e n io w a  OCnlognD . Z b io 

ry U, U' w kroku 2  o k r e ś l a ją  o d p o w ie d n io  z a d a n ia  uszereg o w a n e  i w s zy s tk ie  

Pozostałe w b ie ż ą c e j  c h w il i  t . W arto  t u t a j  za u w a ż y ć , ż e  dodatkow e  zastoso-  

w*nie algorytm u S c h rä g e  d la  problem u in w e r s y jn e g o  do 1 | r^ , q^ |Cmax C je s t  to  

problem, w którym  w ie lk o ś c i  r^ i q^ z o s t a ł y  za m ie n io n e  m iejscam i!) n ie  

zsmiejsza w s p ó łc zy n n ik a  n a jg o r s z e g o  p rzy p a d k u . R z e c z y w iś c ie , w y s ta r c zy  r o z 

m y ć  n a s tę p u ją c e  z a g a d n ie n i e  ko n k re tn e : n = 3 , r ^ = q ^ = 0 , p ^= P ; » C52 ==r5;

r3=P* P3 =q2 =l » g d z i e  P>>1. A lgorytm  Sc h rä g e  d a j e  n*^=C 1 , 2 , 3 D  o r a z  )  =

Z k o le i  z a s t o s o w a n ie  t eg o  algorytm u  do problem u in w e r s y jn e g o  d a je

n' =C 2 ,3 ,i }  o r a z  C C rr '3= 2P +l . Perm u ta c ja  optym alna  r r * = C 2 ,l ,3 }  i C Crr*!>- 
m ax_ ~ max

p+4. Stąd mi n<C Cn } , C  Ctt' ) > / C  Ctt )  = C 2 P + 1 5 /C P + 4 )  i d ą ży  do dwa p rzy  
max max max

p dążącym do n ie s k o ń c z o n o ś c i .

kolejny a lg o r y tm ,za p r o p o n o w a n y  p r z e z  P o t t s a . C l6 3 ,  ma w sp ó łc zy n n ik  naj-  

9orszego p rzy p a dk u  rów ny  1 . 5  i z ło ż o n o ś ć  o b l ic z e n io w ą  O C n ^ lo g n ) . W c e lu  

jego z d e f in io w a n ia  w prow adzim y  p o j e c i e  tzw . z a d a n ia  "k o n f l ik t o w e g o " .  N iech
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p k r a  'C i^ .U g S ' d la  p e r m u la c ji  :n  S p a ł n i a  l i U j S U g i n  o r a z  CmaxC ~ r nCu 5 + 

u
T  p q ,, _ ; w p r zy p a d k u  g dy  j e s t  w ie c e j  par s p e ł n i a j ą c y c h  powyższe

j= u ^  n C jJ  rrCUgj

w a r u n k i, t o  p r z e z  p a r e  C u ^ .u ^ J  o zn ac za m y  te» d la  k t ó r e j  obydwa e lem e n ty  sa 

n a jm n ie js z e . Z a d a n ie  nCk} b e d z ie m y  n azyw ać  za d a n ie m  k o n flik to w y m  d l a  per- 

m utacji n . j e ż e l i  ^ S k i U g .  o r a *  ’ h = k +i . .  . . ,  u£ .

Można p o k a za ć , ż e  j e ż e l i  n  j e s t  o trzym ane  z a  pomocą a lg o ry tm u  S c h r ä g e  i 

n ie  i s t n i e j e  d la  n ie j  z a d a n i e  k o n f l i k t o w e , t o  n j e s t  per m u t a c ja  optym alna.

Algorytm  P o t ts a

Krok i .  P o łó ż  h: =1 ; C : =00.
max Ch5

krok 2 .  W y l ic z  n  wg a lgo ry tm u  S c h r ä g e , <-max<*n->* (’ ui ,u 2 '> o r a z  z a d a n ie  kon-

f l i k t o w e  n C k J . J e ż e l i  CCh:>CJ7j<C ,to  p o łó ż  C := C Ch;>C nJ.
max max max max

Krok 3 . J e ż e l i  h=n  lu b  n i e  i s t n i e j e  z a d a n ie  k o n f l i k t o w e ; to  s t o p ; perm utacjf
P

z w ia z a n a  z  a k t u a l n a  w a r to ś c ią  c max t r a k t u je m y  j a k o  p er m u ta c je  n

produkow ana  p r z e z  a lgo ry tm . W p rzec iw n y m  w ypadku p o łóż  r n ęjc^ : =

r „ ^ i i d ż  do  kro ku  2.
u2

P r z y j ę c i e ,  w kroku  3  a lgo ry tm u  nowej w a r to ś c i momentu goto w o ści d l a  za d a 

n i a  rcCk!) p o w o d u je , ż e  we w s z y s t k ic h  n a s t ę p n y c h  p e r m u t a c ja c h  g enerow anych  w 

kro ku  2  z a d a n ie  to  w y s tę p u ję  z a  za d a n ia m i n C k + l J , . . .  , rcCu^j.

W p r a c y  17  3 zapro p o no w ano  pewna - m odyfikacją  a lg o ry tm u  P o t t s a . M odyfika

c j a  p o le g a  na tym, że  w p r zy p a d k u  g dy  max r . — m in r , < max q . - m in q . , to

l< i< n  l< i< n  l < i< n  l< i< n  1 

s to s u je m y  a lgo ry tm  P o t t s a  n i e  do z a g a d n ie n i a  podstaw ow ego^ a l e  do inwersyj-

nego. O d p o w ie d n ie  b a d a n ia  e k s p e r y m e n ta ln e  p o t w ie r d z a ł y  ce lo w o ść  t a k ie g o  po

s tę p o w a n ia . K o n ty n uu ją c  t e  d ro g ę  r o zu m o w a n ia . H a l l s  i Shm oys £83 zapropono

w a li a lgo ry tm , k tó re g o  głów na id e a  p o le g a  na tym , ż e  w y z n a c z a ją  perm utację 

n ' wg al . P o t ts a  d la  z a g a d n ie n i a  po dstaw o w ego , a n a s t ę p n ie  p er m u ta c je  n t$*

te ż  wg a l .  P o t t s a , a l e  d la  z a g a d n ie n i a  in w e r s y jn e g o . J a k o  p er m u ta c je  heure-

H S  HS
ż y  p r zy jm u ją  n e < n '  , n " >  P a k ą , Ż e  C Cn J=m in< C  C f i 'j .C  Współ-

max max max

c zy n n ik  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u  d l a  t eg o  a lgo ry tm u  j e s t  rów ny  4 / 3 .

Przy s tą p im y  t e r a z  do  s fo r m u ło w a n ia , w sp om nianej j u ż  w c z e ś n i e j ,  c a ł e j  

k l a s y  algorytm ów  a p ro ksy m acy jn y ch  r o z w ią z u ją c y c h  p rob lem  C 3J . Po szc zeg ó ln e  

e3em enty  t e j  k l a s y  r ó ż n ią  s i e  m ie dzy  s o b a  za s to s o w a n ie m  r ó żn y c h  algorytmów 

a p ro ksy m acy jn y ch  d la  z a g a d n ie n i a  1 ^Sn a x ‘ Eiement' em wspólnym  j e s t  kon

s t r u k c ja  p erm u tac ji w o p a r c iu  o  d o ln e  o g r a n ic z e n ie  p o s t a c i  C 7J .

Algorytm  HCAJ

Krok 1. W yznacz n <eT1 m in im a l iz u ją c e  C ^ ^ C r r . x ' J ,  s t o s u ją c  p e w ie n  algoryt®

ap ro ksy m acy jn y  A r o z w ią z u ją c y  z a g a d n i e n i e  1 Ir. ,q .  1C d la  c z a s ó w
a i  max

w ykonyw ania  za d a ń  p  .=a^,-Cl-c ^Du^, , j = l  . ,n .

Krok 2 . W y znacz x HCA^€X  m in im a l iz u ją c e  KC ^  , xJ -C C ^  , xJ - c . x .
max j  =1 J j

p r z y  o g r a n ic z e n iu  x «X .

Z ło ż o n o ś ć  o b l ic z e n io w a  k ro ku  1 j e s t . równa  „zł o ż o n o ś c i„ o b l ic z e n io w e j^ z a s t o s o "
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wanego a lgo ry tm u  A. O c z y w i ś c i e ,  m o żliw e  j e s t  t a k ż e  o p tym alne  r o z w ią z a n ie  

zadania w y s tę p u ją c e g o  w tym k ro k u . T r ze b a  w tedy  za sto so w a ć  je d e n  z  a l g o r y 

tmów Cni © w ielom ianow ych} o p a r t y c h  na metodzie p o d z i a ł u  i o g r a n ic z e ń . [ 2 3 ,  [ 7 ) .  

Zadanie z  k ro ku  2  j e s t  za d a n ie m  program ow ania  l in io w e g o  i może być r o z w ią 

zane w y k o rzy stu ją c  b a r d z o  s k u t e c z n e  a lg o ry tm y  w y zn a c za ją c e  tzw . krzy w a  k o 

sztu p ro jek tu , w z a g a d n ie n i a c h  P E R T /k o s z t , po  i c h  d ro b n e j m o d y f ik a c j i .

4. Oszacowanie w s p ó ł c zy n n ik a  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u

Przedstawim y t e r a z  o s z a c o w a n ie  w s p ó łc zy n n ik a  n a j g o r s z e g o  p rzy p a d k u  d la  

całej k la s y  algo ry tm ów  HCA3. W o s za c o w a n iu  tym j a k o  param etr w ystąpi w sp ó ł-
A

czynnik p  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u  za s to s o w a n e g o  a lgo ry tm u  A. Przedtem  jedn ak

. . . . . . . ..HCA3 HCA3 HC A3 .
przedstawimy pewne g ó r n e  o s za c o w a n ia  w a r to ś c i K ^KCn , x  3 .

Zachodzi

C Crj.x3 < R + Q  , a , - x , ,  tren, xeX .
max J =1 j J

Slid

KHC /0  = min CC C n HCA:>,x3-*-Zn _ , c .x .3  < R + Q  + Z1? ,a .- C l - c .3 u ,  . C123
xeX  J “ 1 J J J - 1 J  j j

2 kolei

,.HC A3 . HC A3 , .  _ n  „ _ . .  _ .
K < C Cn  , x ' 3  + Z . . c .Cl —c .3u  . . C 133

max J=1  J j  J

Twierdzenie

KHCA5/ K H < O. 2 5 C l+ y 5 D p A + 1 .  C14D

gdzie pA - w s p ó łc zy n n ik  n a j g o r s z e g o  p r zy p a d k u  a lgo ry tm u  A.

k?wód:

Przed dowodem w ła s n o ś c i C l 43 pokażem y k i l k a  w ła s n o ś c i pom ocniczych .

^iech a = 0 .2 5 C i+ V c b  i r = 0 .  5 C 3 - V 3 3 . Z a c h o d zi  0<r<cx<I, l /C 4 c O = l - y  o raz

Y = 2Cl- cO . C153

i u w z g l ę d n ia ją c , ż e  0< c  <1 f otrzym am y

C jC l  - acj3 < 1 - y  , j  =1 ». . . , n . C163

Korzystając z  C l 5 3 j d o s tan ie m y

C l —cOCR+03 < 2 C 1 -cO max< R , Q> = ym ax< R .Q> . Cl 73

"dzie R, q  z d e f i n i o w a n o  w C 5 3 . Z  d e f i n i c j i  p A o r a z  z  C73 w y n i k a .  Z e
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O s t a t n ia  w łasno ść  p o m ocnicza  ma postać

Cl- cOCaj- ujD + C jU jC l- a C j}  < m inCC l- yD a^ , Cl -yDCaj “ uj^  +c j uj> *

Z  C16D i z  f a k t u , ż e  a>y w y nika  C l- aDCa^- u^D+c^u^Cl- ac^D  < Cl-aDCa^-u^D + 

Cl- jOUj < Cl-fOCa^- u^D + Cl.—jO U j =■ C l- yDa^. P o d o b n ie , z  n ier ó w n o ś ci 1 -cxĉ<l 

otrzym am y C l -aDC a ^ -u^D+c^ u^C 1 -ctc^D < C l- y D C a^- u^D +c^u^C l- ac^D <

Cl-yDCa^~Uj 2>+Cj Uj  , co  k o ń c zy  dowód n ie r ó w n o ś c i C19D .

P r z e jd z ie m y  t e r a z  do z a s a d n i c z e j  c z ę ś c i  dowodu. Z  C12D i C13D dostanieay

KKC"  i  a C  CtiHCA:). x ' 3  + o z ”  , c .C i - c .J u ,  + C1 -cO C R+Q>+C1 -oO z "  ,a .- C l - c ,k  
max J=1 J J J j = l  j  j j

= a C  CnHCA:>,x 'D  + Cl-cOCR+C£> + Z1? . t Cl -oOCa . -u .3 +c ,u  ,C1 -oc ,3 3 . 
max J =1 J J j J j

S ta d  i z  C 17 D , C19D otrzym am y

^HCAD ^  C n ^ ^ , x ł)  + ym ax<R,Q> + Z1? „ minCCl -yDa , C l - y X a  .-u .)+ c  .u.)
max J=1 r j  ^ J J J J

+ ymax<R,Q> + £*? 4 nv̂ n C C l - ^ C a  - x .)+ c  .x .J  
J 0 < x  ̂  <Uj J J J J

+ min Cyroax<R,Q> + C l - y i l ^ . C a  - x .)  + Z I?_1 c .x .3  
x«=X J i J J  J - 1 J J

< a C  CrtHCA:). x ' i  + min C m a x < R ,Q ,z "  , C a , - x , »  + Z1? , c , x , ) .
m **  xeX J=1 J J J=1 J J

Z  p o w yższego  i z  C 18 D , C6D o s t a t e c z n i e  d o stan ie m y

„HC AD _ A *  , r  A .
K < a p  K + K = C ap  + 1DK  ,

co  k o ń c zy  dowód t w ie r d z e n ia . n

W T a b e l i  1 p r ze d s t a w io n o , w y n ik a ją c e  z udo w o dn io n ego  t w ie r d z e n ia , górne 

o s za c o w a n ie  UBCAD w s p ó łc zy n n ik a  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u  d l a  algorytm u  HCA).

Algorytm  A optym alny H a l1 i Shmoys P o tts Sc h ra g e

A
P 1 . 0 0 1 . 3 3 1 . 5 0 2 . 0 0

UBCAD 1 . 6 8 1 .9 1 a . 02 2 . 3 7

- ,  HC AD
= o*C C n  , x 'D

max

- ,  HC AD
= c»C C n , x #D

T ab  1 . G órne o s za c o w a n ie  UBCAD w s p ó łc zy n n ik a  n a jg o r s z e g o  p rzy p a d k u  dla 

algorytm u  HCAD; o d p o w ie d n ie  w ie lk o ś c i  podano  w p r z y b l iż e n i u .
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Analizując t e  o s z a c o w a n ia , w arto  za u w a ż y ć , ż e  a lgo ry tm  C H ), k tó ry  w kro ku  1

wybiera per m uta cje  a r b i t r a l n i e ,  a n a s t ę p n ie  w y ko nu je  krok 2  b ez  zm ia n , ma

H *
współczynnik n a jg o r s z e g o  p rzy p a d k u  równy  t r z y . P r zy k ł a d  (d la  k tó re g o  K / K  = 3 ; 

ma postać: n = 3 , ^ = 1 ,  a 1 =u1 =q1 = 0 ; r ^ O ,  a 2 =l , u2 = 0 ,q 2 = 0 ; . r 3 =a3 =u3 = 0 , q 3 =l

CponiewaZ u .= 0 ,  to  w ie lk o ś c i  c .  są  n i e i s t o t n e ) .  R z e c z y w i ś c ie , J e Z e l i  p rzy j-

H H *  *
mierny n  = C 1 , 2 , 3 ) ,  to  K = 3 , z a ś  n  = C 3 , 2 , 1 )  i K =1 . Z  k o le i  a lg o ry tm , o p is a n y

w C1S3, k t ó r y  w kroku 1 w y b ie r a  p er m u ta c je  wg n ie m a le ja c y c h  w a rto śc i r ̂  , 

ma w spółczynnik  n a jg o r s z e g o  p rzy p a d k u  równy  dwa.

A k tu a ln ie  prow adzi s i e  b a d a n ia  e k sp ery m en ta ln e  zaprop o no w any ch  a l g o r y t 

mów, a w s z c z e g ó l n o ś c i  a lgo ry tm u  HCHS) o r a z  a lgo ry tm u  HCC) , g d z i e  C j e s t  

algorytmem C a r ie r a  zn a jd u ją c y m  p erm u tac je  o ptym alna  w kro ku  1 . W b a d a n ia c h  

tych w y k o r zy s tu je  s i e  d o ln e  o g r a n ic z e n ia  K ' p o st a c i C 6 ) ,  C 9 ) ,  C I O ) ,  C l i )  

oraz in n e  b a z u ją c e  na r e l a k s a c j i  warunku o n ie p o d z i e l n o ś c i  za d a ń . W stepne

wyniki badań  s a  b a r d zo  z a c h e c a ja c e . P rzy k ła d o w o  g ó rne  o s za c o w a n ie  b łę d u  
HC HS ) x  a

względnego CCK -K ) / K  )^1005^  J e s t  n i e  w ie k s z e  ni Z O. 554, co  w p r a k t y c z 

nych s y t u a c ja c h ,’ p r zy  n ie d o k ła d n y c h  dan ych  w e jś c io w y c h , j e s t  c a ł k o w ic ie  do 

przyjęcia.

Wykorzystując  id e e  a lgo ry tm u  H C A )f można te Z  podać a lg o ry tm  a p ro k sy m ac y j- 

ny dla problem u P2 . K o n k r e t y z u ją c  ten  p roblem  b ę d ziem y  z a k ł a d a ć . Z e  m in i 

malizujemy C C n ,x )  p r zy  o g r a n ic z e n ia c h  Z 1? - c . x .  <  R , g d z i e  R J e s t  nie-  
max J —1 J j

przekraczał na  w a r to ś c ią  sum ary cznego  k o s z t u  w ykonyw ania  za d a ń . Proponujem y  

do jego r o z w ią z a n ia  n a s t ę p u ją c y  a lgo ry tm  G C A ):

A l g o r y t m  G C A )

Krok 1. D la  k = 1 , 2  w y zn a c z  n^  eTI m in im a l iz u ją c e  C ^ ^ C r r , x ^ ^ ^ )  , s t o s u ją c  p e 

w ien  a lgo ry tm  apro k sy m ac y jn y  A r o z w ią z u ją c y  z a g a d n ie n i e

1 |r ,q  |C d l a  c za s ó w  w ykonyw ania  za d a ń  p . =a .-x^ ^  , g d z i e  x ^ ^ O ,
i i max J J J J

C 2 ) ł A
XJ =Uj * * * ‘ ’ >n*

Krok 2. W yznacz y ^ ^ e X  m in im a l iz u ją c e  C C n ^ ^ . x )  p r z y  o g r a n ic z e n ia c h  x e X ,

z j =i c j x j ~R ; k = 1 , 2 -

Krok 3 , W y bierz  p a r e  , x G<' A 3 3e< Cn("k ^ , yC k 3 i : k = l , 2> s p e ł n i a j ą c a

GCA) GCA )  , C k ) C k )x , .
KC n  , x  )=m in< KC n  ,y  ) : k = i , 2 > .

Algorytm GCA) ma t a k a  sama zło ż o n o ś ć  o b l i c z e n io w a  jak  a lgo ry tm  H C A ). W s z e l 

kie a n a lizy  d o t y c z ą c e  J a k o ś c i  produkow anego  p r z e z  n ie g o  r o z w ią z a n ia  s a  a — 

ktualnie otw artym  problem em .

^ t e r a t u r a

H i Błażew icz  J . : Z ło ż o n o ś ć  o b l ic z e n io w a  problem ów  k o m b in a to r y c zn y c h , WNT, 

Warszawa 1 Q8 8 .
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APPROXIMATION ALGORITHM S. FOR ONE-MACHINE SC HEDU LIN G  PROBLEMS 

HIH, VARIABLE. JO B  P R O C E SSIN G  TIM E

S u m m a  r  y

The paper d e a l s  w it h "C h e  d i s c r r t e  p r o d u c t io n  S e q u e n c in g  p ro b lem  w ith  

single bottle- neck  a nd  v a r i a b l e  j o b  p r o c e s s in g  t im e s . I t  i s  assum ed  th at  

the cost o f  p e r fo r m in g  a j o b  i s  a  l in e a r  f u n c t i o n  o f  i t s  p r o c e s s in g  t im e , 

and schedule c o s t  t o  b e  m in im ize d  i s  t h e  t o t a l  p r o c e s s in g  c o s t  p lu s  

Eaximum c o m p le tio n  t im e  c o s t . For t h e  p ro b lem  some a p p r o x im a t io n  

algorithms a r e  fo r m u la te d  a nd  t h e  w o r s t —c a s e  a n a l y s i s  i s  c a r r i e d  out fo r  

each of them.

AnnPOKCHMAUHOHHHE AJtTOPHTMH ZUIfl CMCTEMH OBCJTYXHBAHMfl C OUHHM IIPHEOPOM 

H C YHETOM M3MEHEHHH ¿LHHTEJItHOCTEK OECJIYXHBAHMH

P e a o  n e

B pofioTe TipeacTaBjieHa Trpo6jieMa ynopsaoMeHHSt 3 a aa s  b irpoH3BOACTBeBHoH 

«ponecce c  obhhm  KpHTinecKHM  T H e 3 a o «  h c  yM&TOM H3neHeHH5i a JiH T e jitH o c re fl

adcjiyiHBaHHH. n p n M H n a s ,  s t o  C TO H M O C T b  Bbm ojiH eHHS 3a a a s H  SBJisreTca JiHHeft- 

*o(i oyHKUMeii e e  BpetieHM Bbm oJiHeHM H. C T a B M T c s  n p o S jie n a  MHHnrsn3 au n M : cyrt-
napHOfl CTOHM OCTH  BtJTTOJIHeHHS B C e X  3 aflaM TTJMOC C TO H M O C T b  , K O T O p a a  3 aencvrr 

ot BpeneHa O K O H M aH H B  3 t h x  3 a B a s .  Hjis OTOfi trpo6 jieMbi <t>opMyjinpyiOTca atnrpo- 

«CHMauHOHHwe a n r o p H T M W  h  TrpeflcTaBJiatoTca o u e H K H  i r o r p e m o c n i .


