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ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA JEDNOMASZYNOWEGO PROBLEMU SZEREGOWANIA
ZE ZMIENNYMI CZASAMI WYKONYWANIA ZADAN

Streszczenie. W pracy rozwaza sio problem szeregowania zadan w dy-
skretnym systemie produkcyjnym z Jednym gniazdem Kkrytycznym. Przyjmu-
je sio. Ze dla kazdego zadania okreslony Jest termin gotowos$ci i tzw.
koncéwka zadania. Ponadto zaktada sio. Ze czas wykonywania zadania
mozna zmienia¢é w spos6b ciggty w pewnym zadartym przedziale. Stawia
sio problem wyboru kolejnos$ci wykonywania zadan oraz ich czaséw, tak
by minimalizowa¢ globalny koszt. W pracy bada si“o przydatnos$¢ pewnej
klasy algorytméw aproksymacyjnych do rozwigzania tego problemu. Prze-
prowadza sio dla nich analizo najgorszego przypadku w oparciu o za-
proponowane postacie dolnych ograniczen.

1. Wstep

Niniejsza praca Jest kontynuacja szeregu prac poswieconych szeregowaniu
zadan na maszynach [63,[103,[143,C183,C193, ktorych wspdélnym elementem Jest
P~yjecie modelu zadania takiego Jak w problemach PERT/koszt. W modelu tym
zaktada sio, ze czas wykonywania zadania Cczynnos$ci} mozna zmienia¢é w spo-
stb ciggty w pewnym z goéry zadanym przedziale. Zmiana czasu wykonywania za-
dania powoduje rézny koszt wykonywania tego zadania - koszt ros$nie;gdy czas
®aleje. Wzrost kosztu przy zmniejszonym czasie wykonywania jest wynikiem
zaangazowania dodatkowych zasobéw. Pedna interpretacjo takiego modelu moz-
f* znalez¢ na przyktad w [33. Konsekwencja przyjetego modelu zadania Jest
pojawienie sio, oproécz tradycyjnego wskaznika jakosci uszeregowania Cnp.
(Bax’ Hnax* “max* ~wiN*i * dodatkowego wskaznika bodacego sumarycz-—
nw kosztem wykonywania zadan. Ten ostatni zalezy tylko od czaséw wykonywa-
nia poszczeg6lnych zadan, w odrdéznieniu od pierwszego, ktéry zalezy takze
°d kolejnosci ich wykonywania.

Dla kazdego klasycznego Custalone czasy wykonywania zadan) zagadnienia
Wregowania zadan, notowanego wg Grahama za pomocg zestawu a\f3\y , mozna
Uraz wyrézni¢ trzy nastepujace problemy optymalizacyjne. Pierwszy, PIl, po-—

na tym, Ze na bazie dwéch wskaznikéw Ctradycyjnego y i dodatkowego!)
konstruuje sio kryterium globalne réwne ich kombinacji liniowej i interpre-—
wW® jako taczny koszt uszeregowania. W drugim, P2, tylko jeden ze wskazni-—

traktuje sio jako kryterium” pozostaty Jako dodatkowe ograniczenie

P2z ustalenie nieprzekraczalnej jego wartosci. Z kolei w trzecim
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problemie, P3, najbardziej ogdélnym, szuka sie zbioru Club pewnej Jego apro-
ksymacji) wszystkich punktéw Pareto-optymalnych ze wzgledu na obydwa wska-
zniki. Badania nad tym problemem sa Jednak efektywne tylko w tych wypadkac®
gdy istniejag algorytmy wielomianowe dla probleméw PI, P2. Przyktadowo,

istotne rezultaty otrZ)jmano dla zagadnieﬁ 1lri IC 1jJL oraz 11 ITrmx;

max’ max

kluczem do wyznaczenia catego zbioru punktédw Pareto—-optymalr.ych by} tutaj

fakt, Ze permutacja optymalna nie zalezy od czaséw wykonywania zadan. Ogoi—
nie rzecz biorac, wyniki dotyczgace ztozonos$ci obliczeniowej dla probleméw

Pl, P2 nie sa zachecajgace, poniewaz znacznie obniza sie Cw pordédwnaniu z za-
gadnieniami tradycyjnymi) bariera®powyzej ktdérej pojawiaja sie problemy N-
trudne. | tak, problemy Pl i P2 dla zagadnienia F21 IcJnax NP—-trudne [14],

Cl113 nawet przy zatozeniu, Ze zmienne sa czasy wykonywania zadan tylko na

jednej maszynie oraz zaleznos$¢é¢ koszt—czas jest liniowa i identyczna dla
wszystkich zadan. Podobnie problemy PI, P2 dla zagadnienia 1 w
ktérym zmianie podlegaja nie czasy wykonywania a momenty'gotowos$ci , sa na-

wet silnie NP-trudne, [93, [153. Na podkreslenie zastuguje tutaj fakt, ze
mimo iz z NP-trudnosci problemu Pl dla zagadnienia cn\(l\y nie wynika bezpo-
Srednio NP—-trudno$¢ problemu P2 dla tego samego zagadnienia, to w obu po-
wyzszych wypadkach odpowiednie transformacje wielomianowe sa identyczne
(z oczywista réznica miedzy parametrem okreslajagcym goérna wartosé¢ +#acznego
kosztu w decyzyjnej wersji Pl a parametrami okreslajgacymi goérne wartosci
wskaznika y ”~ wskaznika dodatkowego w decyzyjnej wersji P2). Z powyzszych
rozwazan wynika, Ze badania nad problemami PI, P2 dla zagadnien a\ft\y
Cnawet gdy dla zagadnienia a\ft\y istnieje algorytm wielomianowy) naiezy
raczej ograniczy¢ do poszukiwania dobrych algorytméw aproksymacyjnych.
Przeglad otrzymanych dotad rezultatéw i dotyczacych ztozonos$ci obliczenio-
wej algorytmoéw wielomianowych i algorytméw aproksymacyjnych mozna znalezé
w pracach [133, C153.

Przedstawiana praca dotyczy problemu Pl dla zagadnienia 1Jr ~ | C max*
rozszerza wstepne wyniki otrzymane w [123, [153. Konstruuje sio tutaj pewni

klase algorytméw aproksymacyjnych, ktdérej parametrem sa algorytmy aproksy-

macyjne dla klasycznego zagadnienia 1 |r”, |[cmax Cal. Schréage [173, ai.
Pottsa [163 oraz al. Halla i Shmoysa [83). Nastepnie przeprowadza sie do
tej klasy algorytmoéw analize najgorszego przypadku w oparciu o znane i ma

postacie dolnych ograniczen.

Praca byta finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i optymalizacji
uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych".
2. Sformutowanie problemu i dolne ograniczenia

Dany jest zbior n niezaleznych zadan ponumerowanych kolejno 1,2,... »i

ktére nalezy wykona¢ na Jednej maszynie. Zaktadamy, Ze: Ci) maszyna w kaz-

dej chwili czasowej moze wykonywaé¢ nie wiecej niz jedno zadanie oraz zada-
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nia wykonywane sa bez przerwan, Cii} zadanie j jest gotowe do wykonywania
wchwili r~>0, j=1,2,...,n, Ciii} czas wykonywania zadania j na maszynie
jest réwny pj —a® —Xj, 0<x”~<Uj, gdzie x~ okresla skrécenie normalnego czasu

wykonywania a”, za$ u” CO<u”<a”} maksymalne skrdécenie tego czasu, j=1,..

..,n, Civ} zadanie j jest uwazane za wykonane po uptywie czasu od
aomentu zakonczenia jego wykonywania na maszynie, j=1,2,... ,n.

Niech rr=CrcCl},... ,nCn}} okres$la permutacje elementéw zbioru <1,...,n>,
II- zbiér wszystkich takich permutacji, a X =
<x=Cx" Xx~}: 0<Xj<Uj, j=1Il,...,n> - zbidér wszystkich dopuszczalnych we-

ktorow skrécen czaséw wykonywania zadan na maszynie. Oznaczmy przez
C~ACn.x} minimalny czas zakonczenia wykonywania zadan, przy spednieniu
Cil-Civ}, dla kolejnos$ci wykonywania zadan okres$lonej przez n oraz czasow

wykonywania Pj=a~-Xj, J=1,. .. ,n. Zachodzi

i2
= 1Si* » CrnCil5+Zi—ilC*“nCi3—icnCi33+‘»nCiab5J— CiD

Przyjmujemy, Ze koszt skrécenia czasu wykonywania zadania j na maszynie
oXj Jednostek r"6éwna sio cjxj . gdzie cj—0 oznacza jednostkowy koszt skro-
cenia. Przyjmujemy dalej, Ze globalny koszt KCn.x}, dla ustalonej permuta-
cji neTl oraz wektora skrécen xeX}jest rowny kosztowi zwigzanemu z* dtugoscia
uszeregowania CC~Cn.x}} plus sumaryczny koszt wykonywania zadah na maszy-—

nie. tzn. ma postac :

KC77,x} = w*C Ccn,x} + Z
max ]

g

c .X. , Cc2
1 J ) }
gdzie w>0 - jednostkowy koszt zwigzany z dtugos$cig uszeregowania, ktéry po
°dpowiedniej zmianie jednostek bedziemy uwaza¢ za réwny jednosSci.

Ostatecznie problem formutujemy nastepujagco:

Znalez¢ kolejnos$¢ wykonywania zadan rr*en oraz wektor skroécen x*eX

spekniaj gce

* = i = i
KCrr*,xH} min <KCn,x} CmaXCrc.x} +J_Z_Ii i neil, xeX>. C3}

J

Sformutowany powyzej problem jest silnie NP-trudny, Wynika to z faktu,
IZ szczegbélny jego przypadek z u”=0, j=1,..,n jest réwnowazny silnie
A—trudnemu zagadnieniu 1 |rj ,qg"\ |[cmax* Zauwazmy ponadto, ze podobnie jak dla
innych probleméw typu Pl Cpatrz np. CIlI0)}, nie zmiejszajac ogo6lnosci rozwa-

mozna przyja¢ c\<l, J~1,... ,n. Rzeczywiscie, jezeli dla pewnego j,

AN° istnieje rozwigzanie optymalne Cn*,x*} z xj=0- Stad dla tych j,
ktérych c”~>1 dmozna okres$li¢ nowa trdéjke u~, ar, c' taka» ze a”=a",
J=0ja jako c¢' przyja¢ dowolna liczbe z £0,1}.

Przedstawimy teraz rézne postacie dolnych ograniczen minimalnej wartos$ci
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globalnego kosztu K*=KCn*,x*3. Mozna Je otrzymacé¢ przez odpowiednie relaksa-

cje warunkéw CiD-CivJ. Zachodzi

C CrcxI> > max<R, Q, ZP .a.—X.>, rreTl, xeX, )
max j=r"] J

gdzie

R = max r< » Q - max qA Cc5)
I<j<n J I<j<n J

Stad

K* > min tmaxCR, Q. £"=1laj-Xj> + £j=1Cj Xj J. )
xeX
Z Cl) i z oczywistej nieréwnos$é! "min max > max min " dosta—
xeX ISA Si <n xeX

niemy kolejna posta¢ dolnego ograniczenia

K* i f '
i min Cmax_Cn,x }. C7)
e
gdzie
Xj = Cl-CjbuUj , J=1....... n. C8)
Wykorzystujac relaksacja wartosci lub r® otrzymamy
K* > min K Cn,x) + min q. C9)
nen.xeX r I<j<n J
K* > min K Cn,x) + min r.. CIO)
(idl.xcX ¢ I<J<n J

Wielko$¢é K~Cn,x2>, ae<r,q> jest roéwna KCrr,xD odpowiednio przy zatozeniu, ZzZe
qj=0, j=1,...,n lub r~=0, j=1 n. Do rozwigzania zadania

minnen K~ACn.xJ, ae<r,g> w pracy [133 podano algorytm Wielomianowy o

3
ztozonosci OCn J. Dla a=r Ca=gD permutacja bodaca jego .rozwigzaniem Jest
permutacjag wg niemalejacych r®~ C wg nierosnacych qjjfa optymalny wektor
skréocen wylicza sie wg pewnego algorytmu zachtannego. Idea tego ostatniego

polega na tym, ze ws$réd wszystkich zadan j, ktérych skracanie czasu wykony

wania zmniejsza skracamy zadanie J'o0 najmniejszej wartosci jednostko*
wego kosztu cj,. Skracanie czasu wykonywania zadania j' prowadzimy tak diu—
g0l az zajdzie jedna, z dwéch sytuacji: dalsze skracanie nie zmniejsza

lub dalsze skracanie nie jest Juz mozliwe }tzn‘. x”,=u”,. Proces jest konty

nuowany do momentu, w ktérym nie ma juz zadania, ktérego czas wykonywania

mozna skréci¢ i skroécenie tp zmniejsza Z powyzszego wynika, Ze w
przypadkach szczegé+nychfgdy qj=const, j=1,... ,n lub r*"const, j=1,
problem Pl i P2 dla zagadnienia ljr.,g JC ma z4ozonos$é wielomianowa. PO*

J J max
nadto, Jak juz wspominalismy we Wstepie, algorytm wyznaczajgacy zbidér wszy-

stkich punktéw— Pareto—optymalnych C-problem P3D ma tez ztozono$¢ wielomia-
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nowa Czbiér ten ma posta¢ wypuktej tamanej, a algorytm wylicza wszy-
stkie punkty zataman).

Na koniec zauwazmy, Ze

[} Crc.x2> > max <r.+q.+a,—x.>, nefl, xeX.
max I<i<n 1 1 1 1

Stad otrzymamy kolejng posta¢ dolnego ograniczenia

K* > min C max <r.+q.+a -Xx.> + ZP ,c.x. 3. clnl
xeX I<i<n 1 1 1 + J=1 J J

3. Algorytmy aproksymacyjne

Przed sformutowaniem pewnej klasy algorytmoéw aproksymacyjnych dla rozwa-
zanego problemu C3)> przedstawimy znane z literatury algorytmy aproksymacyj-
ne dla klasycznego zagadnienia 1Jri ,g*~|cmax—- Przez C Cn) oznaczamy ter-
rain wykonania wszystkich zadan dla permutacji n. Algorytmy omawiamy w ko-
lejnosci malejacych wspétczynnikéw najgorszego przypadku C13.

Pierwszy algorytm zaproponowany przez Schrage C173, dla ktérego wspot-

czynnik najgorszego przypadku réwna sie dwa, ma nastepujaca postac:

Algorytm Schrage

Krok 1. Po46z t: = min r.; U:=¥F U':=<1l...... n>.
I<J<n J
Krok 2. Wyznacz zadanie J'eU' takie, ze qgj,=max<qj: r~<t, jeU'>.

Krok 3. Po#6z U:=UIKJ'>; U":=U'—-CJ'>; S.,:=t; t:=max<t+p ,min r >. Jezeli
J J JeuUu" J
U' 3, to stop; w przeciwnym wypadku idz do Kroku 2.

Wwyniku dziatania algorytmu otrzymujemy momenty rozpoczecia wykonywania

zadan S , j=1,...,n okres$lajagce kolejnos$s¢ wykonywania zadan, ktéra bedziemy
dalej oznacza¢ przez n . Algorytm ma ztozono$¢ obliczeniowa OCnlognD. Zbio-
ryU, U w kroku 2 okres$laja odpowiednio zadania uszeregowane i wszystkie

Pozostate w biezacej chwili t. Warto tutaj zauwazy¢, ze dodatkowe zastoso-
wnie algorytmu Schrage dla problemu inwersyjnego do 1 |r*,g” |Cmax Cjest to
problem, w ktérym wielkos$ci r~ i g~ zostaty zamienione miejscami!) nie

zsmiejsza wspotczynnika najgorszego przypadku. Rzeczywis$cie, wystarczy roz-

my¢ nastepujace zagadnienie konkretne: n=3, r~=q”*=0, p~"=P; » @ =5

r3=P* P3=q2=1 » gdzie P>>1. Algorytm Schrige daje n*=C1,2,3D oraz ) =
Z kolei zastosowanie tego algorytmu do problemu inwersyjnego daje
n=C2,3,i} oraz C Crr'3=2P+1. Permutacja optymalna rr*=C2,1,3} i C Crr*1>—
max_ = max

. Stad min<C Cn ,C Ctet')>/C C = C2P+15/CP+4 i daz do dwa r
p+4 a i max }CoaxCt) max" ) ) 1 dazy wa przy
pdazacym do nieskonczonosci.

kolejny algorytm,zaproponowany przez Pottsa. Cl63, ma wspoétczynnik naj-
9orszego przypadku réwny 1.5 i z4ozonos$é obliczeniowg OCn”~logn). W celu

jego zdefiniowania wprowadzimy pojecie tzw. zadania "konfliktowego". Niech
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pkra 'Ci~.UgS' dla permulacji :n Spatnia liUjSUgin oraz CmaxC ~rnCu 5 +
u

T P

S . q , . ; w przypadku gdy jest wiecej par spe#niajacych powyzsze
j=u~"ncCjJ rfCUgj

warunki, to przez pare Cu”.u”J oznaczamy te» dla ktérej obydwa elementy sa
najmniejsze. Zadanie nCk} bedziemy nazywaé¢ zadaniem konfliktowym dla per—

mutacji n. jezeli ~SkiUg. ora* " h=k+i .. .., ug.

Mozna pokazaé¢, ze jezeli n jest otrzymane za pomoca algorytmu Schrage i

nie istnieje dla niej zadanie konfliktowe, to n jest permutacja optymalna.

Algorytm Pottsa

Krok i. Po46z h: =1; Cmax::m Chs
krok 2. Wylicz n wg algorytmu Schrage, <max<n-=* (Cui ,u2'> oraz zadanie kon-—
fliktowe nCkJ. Jezeli CCh:>CJ7j<C ,to pot6z C :=CCh;>CnJ.
max max max max
Krok 3. Jezeli h=n lub nie istnieje zadanie konfliktowe;to stop; permutacjf

zwiazana z aktualna wartosciag cmax traktujemy jako permutacje n
produkowana przez algorytm. W przeciwnym wypadku po4éz rnegjch: =

ro., A i idz do kroku 2.
u2

Przyjecie, w kroku 3 algorytmu nowej wartosci momentu gotowos$ci dla zada-
nia rcCkl) powoduje, ze we wszystkich nastepnych permutacjach generowanych w
kroku 2 zadanie to wystepuje za zadaniami nCk+1J,... ,rcCu’j.

W pracy 17 3 zaproponowano pewna —modyfikacjga algorytmu Pottsa. Modyfika-

cja polega na tym, ze w przypadku gdy max r.— min r,< max q. - min ¢. , to
I<i<n I<i<n I<i<n I<i<n 1
stosujemy algorytm Pottsa nie do zagadnienia podstawowego” ale do inwersyj-—

nego. Odpowiednie badania eksperymentalne potwierdzaty celowos$é takiego po-
stepowania. Kontynuujac te droge rozumowania. Halls i Shmoys £83 zapropono-
wali algorytm, ktérego gtéwna idea polega na tym, ze wyznaczaja permutacje
n' wg al. Pottsa dla zagadnienia podstawowego, a nastepnie permutacje nt$
tez wg al. Pottsa, ale dla zagadnienia inwersyjnego. Jako permutacje heure—
HS . HS
zy przyjmuja n e<n' ,n"> Paka, Ze Cmaxcn J:min<CmaXCfi'j.Cmax Wspot—
czynnik najgorszego przypadku dla tego algorytmu jest roéowny 4/3.
Przystapimy teraz do sformutowania, wspomnianej juz wczes$niej, catej

klasy algorytmoéw aproksymacyjnych rozwigzujacych problem C3J. Poszczegdlne
e3ementy tej klasy roéznig sie miedzy soba zastosowaniem réznych algorytmoéw
aproksymacyjnych dla zagadnienia 1 ASnax‘ Eiement'em wspdélnym jest kon-

strukcja permutacji w oparciu o dolne ograniczenie postaci C7J.

Algorytm HCAJ

Krok 1. Wyznacz n <l minimalizujgce C~"Crr.x'J, stosujgac pewien algoryt®
aproksymacyjny A rozwigzujgacy zagadnienie 1 “’-a,Q-, lcmax dla czasow
1
wykonywania zadan p .=a®,—-Cl-c ~Du®,, j=1 . ,Nn.
Krok 2. Wyznacz xHCA”N€X minimalizujace KC N xJ -C C AN xd . —C_.X.
max J=1 3 j

przy ograniczeniu x«X.

Ztozonos$¢ obliczeniowa kroku 1 jest.réwna,ztozonoséci,obliczeniowej”zastoso"
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wanego algorytmu A. Oczywiscie, mozliwe jest takze optymalne rozwigzanie

zadania wystepujacego w tym kroku. Trzeba wtedy zastosowaé¢ jeden z algory-
tmow Cni ©wielomianowych} opartych na metodzie podziatu i ograniczen. [23, [7).
Zadanie z kroku 2 jest zadaniem programowania liniowego i moze by¢ rozwiag-
zane wykorzystujac bardzo skuteczne algorytmy wyznaczajgace tzw. krzywa ko-

sztu projektu, w zagadnieniach PERT/koszt, po ich drobnej modyfikacji.
4. Oszacowanie wspotczynnika najgorszego przypadku
Przedstawimy teraz oszacowanie wspotczynnika najgorszego przypadku dla

catej klasy algorytméw HCA3. W oszacowaniu tym jako parametr wystgapi wspot-
A

czynnik p najgorszego przypadku zastosowanego algorytmu A. Przedtem jednak

L N . - s HCA3 HCA3 _ HCA3
przedstawimy pewne gdérne oszacowania wartoséci K ~AKCn , X 3.
Zachodzi
Cmaxch'X3 < R + Q J:laj_XJ’ tren, xeX.
Slid
KHC/0 = min CC CnHCA:>x3-*-Zn_, c .x.3 < R +Q +ZP,a.—-Cl-c.3u, . C123
xeX J=“1 3 J J-13J i
2 kolei
JHC A3 HC A3 ..
K < C Cn X3+ Zn. .c .Cl> _.3u . . Cc133
max J=1 J j J
Twierdzenie
KHCA5/KH < 0. 25Cl+y5DpA + 1. C14D

gdzie pA - wspoétczynnik najgorszego przypadku algorytmu A.

kanod:
Przed dowodem w#tasnos$ci Cl143 pokazemy kilka w#asnosci pomocniczych.

Niech a=0.25Ci+Vcb i r=0. 5C3-V33. Zachodzi O<r<cx<l, 1/C4cO=1-y oraz
Y = 2Cl-cO. C153

i uwzgledniajac, ze O<c <1 fotrzymamy

CjCl —acj3 < 1-y , j=1» . .,n. C163
Korzystajgc z Cl53jdostaniemy
Cl—<OCR+03 < 2C1-cOmax<R,Q> =ymax<R.Q>. Cl73

"dzie R, q zdefiniowano w C53. Z definicji pA oraz z C73 wynika. Ze
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Ostatnia w#asnos$é pomocnicza ma postacd

Cl-cOCaj—-ujb + CjujCl-aCj} < minCCl-yDa”, Cl -yDCaj “uj™+cjuj>=*

Z Ci6D i z faktu, ze a>y wynika Cl-abCa”—-u”~D+c”u~Cl-ac”D < Cl-aDCa”-u”D +
Cl-jouj < Cl-foCa”-u~D + Cl.§OUj =mCl-yDa”~. Podobnie, z nieréwnos$ci 1l-ocd
otrzymamy Cl-abDCa”-u~D+cMu~C1l—-ctc™D < Cl-yDCa”—u”~D+c”u~Cl—-ac”D <

Cl-yDCar~Uj2>+CjUj , co konczy dowéd nierdédwnos$ci C19D.

Przejdziemy teraz do zasadniczej czes$ci dowodu. Z C12D i C13D dostanieay
KKC" i aC CtiHCA:).x'3 + o0z” c.Ci—-c,J + Cl1-cOCR+Q>+Cl1-00z! ,a.—Cl-c.,k
T80 4 CHHCAD X 2521 €01 ey © Zi=1ty 175
= aC CnHCA:>,x'D + CI-cOCR+CE> + ZP . tCl -o00Ca_.-u_.3+c_,u _,Cl -o0c_,33.
max J=1 J J i J j
Stad i z C17D, C19D otrzymamy
~HCAD ~ Cn~rn,x+) + ymax<R,Q> + ZP ,minCCl -yDa , Cl—-yXa .—-u .)+cC .uj)
max J=1 r j ~ J J J
— HCAD
= O*CmaXCn ,X'D + ymax<R,Q> + £*? 4 nw'n CCl-~Ca -x.)+c .x.J
J 0<x ~<Uj J J J J
= HC AD - n
= oC Cn ,X#D + min Cyroax<R,Q> + Cl-yil~r.Ca -x.) + ZIP_1lc.x.3
X«=X J i J J J—-13J
< aC CrtHCA:).x'i + min Cmax<R,Q,z" ,Ca,- x,» + ZI ,c,X,).
m** xeX J=1 J J J=1 J J
Z powyzszego i z C18D, C6D ostatecznie dostaniemy
HC AD A * s A .
R < ap K + K = E‘ap + 1DK ,
co konczy dowéd twierdzenia. n
W Tabeli 1 przedstawiono, wynikajace z udowodnionego twierdzenia, gbrne

oszacowanie UBCAD wspoétczynnika najgorszego przypadku dla algorytmu HCA).

Algorytm A optymalny Hall i Shmoys Potts Schrage
A
P 1.00 1.33 1.50 2. 00
UBCAD 1.68 1.91 a. 02 2.37

Tab 1. Goérne oszacowanie UBCAD wspoét#czynnika najgorszego przypadku dla
algorytmu HCAD; odpowiednie wielko$ci podano w przyblizeniu.
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Analizujac te oszacowania, warto zauwazy¢, ze algorytm CH), ktéry w kroku 1
wybiera permutacje arbitralnie, a nastepnie wykonuje krok 2 bez zmian, ma
wspoétczynnik najgorszego przypadku réwny trzy. Przyktad (dla ktérego KH/K*=3;
ma posta¢: n=3, ~=1, al=ul=ql=0; r”~0, a2=l, u2=0,92=0;.r3=a3=u3=0, qq3=I1
CponiewaZ u.=0, to wielkos$ci c. sg nieistotne). Rzeczywiscie, JeZeli przyj-
miemy nH:Cl,2,3), to KH:3,zaé n*:CS,Z,l) i K*:l. Z kolei algorytm, opisany
w C1S3, ktéry w kroku 1 wybiera permutacje wg niemalejacych wartos$ci r”,
ma wspo6tczynnik najgorszego przypadku réwny dwa.

Aktualnie prowadzi sie badania eksperymentalne zaproponowanych algoryt-
miw,a w szczegdélnosci algorytmu HCHS) oraz algorytmu HCC), gdzie C jest
algorytmem Cariera znajdujacym permutacje optymalna w kroku 1. W badaniach
tych wykorzystuje sie dolne ograniczenia K ' postaci C6), C9), Cl10), Cli)
oraz inne bazujace na relaksacji warunku o niepodzielnos$ci zadan. Wstepne
wyniki badan sa bardzo zachecajace. Przyktadowo gérne oszacowanie btedu
wzglednego CCKHCHS) —KX)/Ka)"1005" Jest nie wieksze niZ 0.554,co w praktycz-
nych sytuacjach,” przy niedoktadnych danych wejsciowych, jest catkowicie do
przyjecia.

Wykorzystujac idee algorytmu HCA)fmozna teZ podaé¢ algorytm aproksymacyj-—
ny dla problemu P2. Konkretyzujac ten problem bedziemy zak#tadaé. Ze mini-
malizujemy CmaXCn,x) przy ograniczeniach Z}?_l—cjxj < R, gdzie R Jest nie-—
przekraczatna wartoscig sumarycznego kosztu wykonywania zadan. Proponujemy

do jego rozwigzania nastepujacy algorytm GCA):

Algorytm GCA)
Krok 1. Dla k=1,2 wyznacz n”" eTl minimalizujgce C~"Crr,x~""), stosujac pe-

wien algorytm aproksymacyjny A rozwigzujgacy zagadnienie

1]r..q. |C dla czasé kon ania zadan .=a ,—xA N dzie ANQO,
| i qI | max z w o wy yw i z pJ 3 XJ gdzi xJ

Cc2) + A

XJ  =Uj * *x T >p*
Krok 2. Wyznacz y~"eX minimalizujace C Cn~”N.x) przy ograniczeniach xeX,

zj=icjxj—R; k=1,2-
Krok 3, Wybierz pare ,XG< A33e<Cn('k” ,yCk3i:k=1,2> spetniajgca

nGCA)  GCa) CK) | CRIK o s

KC )=min<KCn
Algorytm GCA) ma taka sama z4ozonos$¢ obliczeniowa jak algorytm HCA). Wszel-
kie analizy dotyczace Jakos$ci produkowanego przez niego rozwigzania sa a—

ktualnie otwartym problemem.

N teratura

Hi Btazewicz J. : Ztozonos$¢ obliczeniowa problemédw kombinatorycznych, WNT,
Warszawa 1Q88.

12 Carlier J. : The one—-machine sequencing problem, European J. Oper.Res.
1982, 4£-47.



f33
143

C53

[6]

[73

t33

[o3

[103

[113

[123

[133

il J

[153

[163

[173

[183

[193

E. Nowicfci

Elmaghraby S. E.: Activity networks, J. Wiley and Sons}New York 1977.

Graham R.L. et al.: Optimization and approximation in deterministic
sequencing and scheduling: a survey, Ann. Discrete Math. 5, 1970, 287-
326.

Lawler E. L., Lenstra J.K. , Rinnooy Kan A.H.G., Shmoys D.B.: Sequen-
cing and scheduling: Algorithms and complexity. Department of Opera-
tion Research, Statistics, and System Theory, Report BS-R8909, 1989.

Grabowski J. » Janiak A.: Job-shop scheduling with resource-time models
of operations, European J. Oper. Res. 28, 1986, 58-73.

Grabowski J. , Nowicki E., Zdrzatka S.: A block approach for single
machine scheduling with release dates and due dates, European J.
Oper. Res. 26, 1986, 278-285.

Hall L.A., Shmoys D.B.: Jackson’s rule for single-machine scheduling:
making a good heuristic better, Department of Mathematics. Massachu-
setts Institute of Technology, Cambridge, 198S, praca niepublikowana.

Nowicki E.: Minimalizacja kosztu w jednomaszynowym problemie szerego-
wania ze zmiennymi czasami gotowos$ci zadan, Materiaty konferencji
“Problematyka budowy i eksploatacji maszyn i urzadzen w ujeciu syste-
mowym*“, NOT jKrakéw 1986, 76-82.

Nowicki E.: Algorytmy aproksymacyjne dla dwumaszynowego problemu prze-
ptywowego z wypukta funkcja kosztu. Archiwum Automatyki i Telemecha-

niki, Vol.33, z.3. 1988.

Nowicki E.: Minimalizacja kosztu w dwumaszynowym problemie przeptywo-
wym ze zmiennymi czasami wykonywania zadan. Zeszyty Naukowe Politech-
niki Slaskiej, Seria: Automatyka, Nr. 84, 1086, 153-162.

Nowicki E.: Algorytmy aproksymacyjne dla problemu 1+ A | ze
zmiennymi czasami wykonywania zadan, | Krajowa Konferencja “Badania
operacyjne i systemowe’} Ksia2 1988.

Nowicki E. , Zdrzatka S.: Problemy szeregowania ze zmiennymi czasami
wykonywania zadah. Zeszyty Naukowe Politechniki Slaskiej Seria
Automatyka , Nr 84, 1986, 163-176.

Nowicki E. , Zdrzatka S.: Two-machine flow shop scheduling problem with

controllable job processing times, European J. Oper. Res. 34, 1988,
208-220.

Nowicki E. , Zdrzatka S.: Sequencing problems with controllable job
processing times. Applied Discrete Mathematics, 1989, Cw drukuD.

Potts C. N.: Analysis of a heuristic for one machine with release
dates and delivery times. Operations Research 28, 1980, 1436-1441.

Schrage L. .—Obtaining optimal solutions to resource constrained network
scheduling problems, 1971,praca niepublikowana.

Vickson R.G.: Choosing the job sequence and processing times to mini-
mize total processing plus flow cost on a single machine, Oper. Res.
28, 1980. 1155-1167.

Van Wassenhove L. N., Baker K.R.: A bicriterion approach to time/cost
trade—offs in sequencing, European J. Oper. Res. 11, 1982, 48-54.

Recenzent Doc.dr h.inz.JJCatuski

Wp4yneto do Redakcji do 1990-04-30.



liforvtrny aproksymacyjne dla . 209

APPROXIMATION ALGORITHMS. FOR ONE-MACHINE SCHEDULING PROBLEMS

HIH, VARIABLE. JOB PROCESSING TIME

Summar vy

The paper deals with”“"Che discrrte production Sequencing problem with
single bottle—-neck and variable job processing times. It is assumed that
the cost of performing a job is a linear function of its processing time,
ad schedule cost to be minimized is the total processing cost plus
Eaximum completion time cost. For the problem some approximation
algorithms are formulated and the worst—case analysis is carried out for

each of them.

AnNNPOKCHMAUHOHHHE AJtTOPHTMH ZzUIfl CMCTEMH OBCJTYXHBAHMfl C OUHHM IIPHEOPOM
HC YHETOM M3MEHEHHH ¢(LHHTEJItHOCTEK OECJIYXHBAHMH

Pea o N e

B pofioTe TipeacTaBjieHa Trpo6jieMa ynopsaoMeHHSt 3aaas b irpoH3BOACTBeBHOH
«ponecce ¢ obhhm KpHTinecKHM THe3ao« h ¢ yM&TOM H3neHeHH5i aliH TejitHocrefl
adcjiyiHBaHHH. npnMHnas, sto CTOHMOCTb BbmojiHeHHS 3aaasH SBJisreTca JiHHeft—
*oi oyHKUMeii ee BpetieHM BbmoJiHeHMH. CTaBMTcs npoSjiena MHHnrsn3aunM: Cyrt-
napHOfl CTOHMOCTH BtJTTOJIHeHHS BCeX 3aflaM TTIMOC CTOHMOCTb, KOTOpaa 3aencvrr
ot BpeneHa OKOHMaHHB 3thx 3aBas. Hjis OTOfi trpob6 jieMbi <t>opMyjinpyiOTca atnrpo-—

«CHMauHOHHwe anropHTMW h TrpeflcTaBJiatoTca oueHKH irorpemocni.



