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ANALIZA NAJGORSZEGO PRZYPADKU ALGORYTMOW APROKSYMACYJNYCH
DA PROBLEMU PRZEPLYWOWEGO

Streszczenie. W pracy rozwaza sie permutacyjny przeptywowy problem
szeregowania zadan z kryterium minimalizacji maksymalnego terminu za-
konczenia wykonywania wszystkich zadan. Dla tego problemu podano sze-
reg algorytmoéw aproksymacyjnych oraz przedstawiono» otrzymane osta-
tnio, wyniki analizy najgorszego przypadku.

1 Wstep

Wliteraturze przedstawiono wiele algorytmdéw aproksymacyjnych dla Jedne-
oz najbardziej typowych probleméw szeregowania, jakim jest wielomaszynowy
permutacyjny problem przeptywowy. Algorytmy poréwnywano na drodze ekspery-
mentalnej m.in. w pracach C33, C133, CI63, C173. W wyniku tych badan stwie-
rdzono, Ze kilka z nich zastuguje na szczegdélna uwage ze wzgledu na dok#ta-
dos¢ i czas obliczen. Sa to: algorytm Palmera [143, algorytm Campbella i
in [23, algorytmy RA, RACS i RAES podane przez Dannenbringa C33, algorytm
Naweza i in. C93 oraz ostatnio podany algorytm Osmana i Pottsa C133. Spo-
érdd wymienionych, algorytm Palmera i algorytm RA Dannenbringa charaktery-
zujg sie najmniejszym czasem obliczen. Z kolei algorytm Nawaza i algorytm
Csmama i Pottsa generuje”™ najbardziej doktadne rozwigzanie.

Do niedawna brak byto istotnych rezultatéw dotyczgacych analizy najgor-
szego przypadku tych algorytméw. Dopiero ostatnio pojawity sie trzy prace
ii03, [113, [123, ktore w znaczgacy sposOb wype#nity t* luke. W niniejszej

przedstawiamy szczegétowo wspomniane wyZej algorytmy i omawiamy naj-
mniejsze wyniki dotyczgace analizy najgorszego przypadku zawarte w C103,
(133, a takZe inne najnowsze rezultaty badan.

Permutacyjny m-maszynowy problem przeptywowy formutuje sie nastepujaco:

~ny jest zbiér zadan J=<1,2,...,n>, ktére naleZy wykona¢ na maszynach ze
zsioru M—<1,2 m>. KaZde zadanie jest wykonywane kolejno na maszynach
Zadanie j na maszynie i wykonuje sie w czasie p_~>0, ieM, jeld.

~“Uada sie. Ze: Ci} wykonywanie zadania na danej maszynie nie moze by¢
Porywane, Ciii) kaZda maszyna wykonuje nie wiecej niZ jedno zadanie w do-
wolnej chwili czasowej oraz Ciii} kolejno$¢ wykonywania zadan na wszystkich

Czynach Jest identyczna. Poszukuje sie kolejnosci wykonywania zadan, kto-
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ra minimalizuje termin zakonczenia wykonywania wszystkich zadan.

Oznaczmy przez mr dowolna permutacje elementéw zbioru J, za$ przez Tl
zbiér wszystkich takich permutacji. Dalej, przez C~"Crc} oznaczmy termin
zakonczenia wykonywania wszystkich zadan dla kolejnos$ci wykonywania zadan
okreslonej przez neTl. Permutacje n eTl, dla ktérej zachodzi

cn} cn

C__CTF} = min C mag
<t

83

bedziemy nazywaé¢ rozwigzaniem optymalnym.
2. Algorytmy aproksymacyjne

Algorytmy aproksymacyjne dla problemu F3|cmax mozna podzieli¢ na dwie
nastepujace grupy:

Ca} metody konstrukcyjne wyznaczajgce rozwigzania poprzez analize pewnego

problem zastepczego,

Cb} metody poprawy rozwigzania poprzez lokalne przeszukiwanie zbioru roz-

wigzan dopuszczalnych.

W obrebie grupy Ca} mozna wyrézni¢ trzy podgrupy metod:

Ca.l} Metody priorytetowe: Dla kazdego zadania definiuje sie priorytet jako
funkcje czaséw wykonywania tego zadania na poszczeg6lnych maszynach,
a nastepnie szereguje sie zadania w kolejnosci nierosngacych wartosci
priorytetow.

Ca. 2} Metody bazujgce na problemie F2j Problem wyjsciowy sprowadza
sie do jednego lub kilku pomocniczych probleméw F21 |crnax poprzez zde-
finiowanie dla kazdego zadania czaséw wykonywania na dwéch zastep-
czych maszynach. Po rozwigzaniu probleméw pomocniczych, permutacje o
najmniejszej wartosci dla problemu wyjsciowego przyjmuje sie ja-
ko rozwigzanie przyblizone.

Ca. 3} Metody bazujace na permutacjach czesciowych: W fazie wstepnej ustala
sie liste zadan przez zastosowanie pewnej metody priorytetowej. W
fazie zasadniczej konstruuje sie ciag n permutacji czes$ciowych poczy-
najac od permutacji jednoelementowej i konczac na permutacji n-—ele—
mentowej. Kolejna permutacja czesciowa jest tworzona na bazie poprze-
dniej i kolejnego zadania z listy. Permutacja otrzymana w wyniku fazy
zasadniczej jest rozwigzaniem przyblizonym.

Typowym reprezentantem grupy Ca.l} jest algorytm CP} zaproponowany przez

Palmera £141. W algorytmie tym priorytety sa definiowane nastepujaco:

Sj =~ C2i-—m—I}pij, j=1,...,n, 2
i=1
za$ jego z4ozonos¢ obliczeniowa jest OCnm+nlogn}. Ogélnie nozna przyjac

funkcje priorytetu rOwns» = j,™,..gdzie a*sg®~wnymi~fga’
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oi; celowe wydaje sie przy tym natozenie na o™ nastepujgacych warunkoéw
ai = "“m—i+l' ai 5 °* i=1>—— ' [Mf2] . C3>
Reprezentantami grupy Ca. 2D sa m.in. algorytmy podane Dannenbringa C33
CD), Rocka iSchmidta C15] CRD,Campbella iin. 12) CO. Algorytm CD3 kon-
struuje jeden problem pomocniczy zczasami wykonywania
m m
aj = 1 Cm-i*IDPiJ, bj = 1 iPiJ o J=1l .43
i=1 i=1
odpowiednio na pierwszej i drugiej maszynie. Algorytm CRD podobnie konstru-

uje jeden problem pomocniczy F2||cmax z czasami wykonywania

[m/21 m
aj = 2 pij’ bj = 2 pu - J=1 n-— <5:)
i=1 i=fm/2] +1
2 kolei algorytm CO konstruuje m-1 problemédw pomocniczych F21 | z cza-—
sami wykonywania
k m
aj = 2 pu ’ bj = 2 pu’ J"L n-— Cc6>
i—1 i=ro—k+lI
odpowiednio na pierwszej i drugiej maszynie dla k—tego problemu pomocnicze-—
/- k=1,. . ,m=1. Algorytmy CD} i CR} maja z4oZonos$¢ obliczeniowa OCmn+nlogn},

za8 algorytm CO OCm n+ranlogn}. Ogdélnie mozna przyja¢, Ze czasy a~ b” dla

problemu pomocniczego sa definiowane nastepujaco

m m
aj = 2 aipij* bj = 2 ftpu - J=1 n> C73
i—1 i=1
edzie , fi. sa pewnymi wagami; celowe wydaje sie przy tym natozenie na
~ ustepujacych warunkoéw:, ol nierosngace wzgledem i oraz
o =f L -.ct Jfi- 0, 1=1 m. cs}

v grupie Ca. 3} przedstawicielem Jest algorytm wstawiania CN} podany
~zez Nawaza i in. [93. W fazie wstepnej tego algor>tmu tworzy sie porooc—

Ucza liste zadan fi z wykorzystaniem priorytetéw w nastepujacej postaci

m
sj = 2 pu - J=1...... n-— Ca3
i=l
*k—tym kroku fazy zasadniczej Ck=1,....n} na bazie permutacji czesciowej
~oCl},. .. ,o<k-1}}, otrzymanej w poprzednim kroku, oraz zadania f?Ck} ge-

buje sie k permutacji przez wstawianie zadania ”3Ck} na wszystkie mozliwe

P°zycje w tzn. .permutacje postaci C/3Ck},o<l},....,0<k-1}},
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CoCl} ,/?Ck} ,0C2},. .. .0oCk—-1}},. .. ,COC1D,... ,©Ck-1} ,f5Ck}}. Pormutacja o naj-

mniejszej wartosci <max* wyt>rana spos$réd wygenerowanych, jest przyjmowana

jako permutacja czesciowa do nastepnego kroku tej fazy. Ztozonos$¢ oblicze—

niowa algorytmu ChO Jest OCmn }. Mozliwa jest pewna modyfikacja CNI} tego

algorytmu, zmniejszajaca jego z4ozonos$¢ obliczeniowa do OCmnz}. Polega om

na tym, ze w k—tym kroku fazy zasadniczej generuje sie tylko 2 permutacje

postaci C/3Ck}.©Cl},.. . ,c<k-1}}. CoCl),j.. ,0Ck-1} ,/?CKk}}.

W obrebie grupy Cb} mozna wyrézni¢ dwie podgrupy metod:

'‘b.1} Szukanie zstepujace: Dla kazdej permutacji n—elementowej definiuje
sie Jej otoczenie. Proces szukania rozpoczyna sie od pewnej permuta-
cji poczatkowej i polega na poszukiwaniu w jej otoczeniu permutacji 2
mniejsza wartosciag takiej permutacji nie znajdziomyj to
proces poszukiwania sie konczy. W przeciwnym wypadku, dla otrzymanej
permutacji konstruujemy otoczenie i proces poszukiwan jest kontynuo-
wany. Mozliwe -sa dwie alternatywne metody przeszukiwania: Ci} metoda
pierwszej poprawy, Cii} metoda najwiekszej poprawy. W metodzie Ci}
przegladamy otoczenie do chwili znalezienia pierwszej “lepszej*’ per-
mutacji; przegladanie mozna przeprowadza¢ wg wczesniej ustalonej ko
lejnosci Ctakiej samej dla kazdego otoczenia} lub losowo. W metodzie
Cii} przegladane jest zawsze cate otoczeni®© i wybierana jest permuta—
cja o najmniejszej wartosci

Cb. 2} B#adzenie losowe: W metodach tych proces przegladania otoczenia danel

permutacji n, polega na poszukiwaniu permutacji o wartosci n*e
wiekszej niz 97zie <50 jest wybierane losowo. Dla pernmuta-
cji tej konstruujemy otoczenie i proces poszukiwan jest kontynuowany

Podobnie jak w Cb.I1D, przegladanie otoczenia mozna przeprowadzaé¢ vwg

ustalonej kolejnosci lub losowo.
W metodach z p. Cb} zaktada sie, pierwsza permutacja poczatkowag zostata
dostarczona z zewnatrz, tzn. ustalona arbitralnie, wylosowana lub wyznaczo-
na przy ul2yciu jednej z metod opisanych w p. Ca}. Zastosowany warunek stop:
powoduje, ze zwykle przegladaniu podlega bardzo duza liczba otoczen, coz
kolei wptywa niekorzystnie na czas obliczen. Z tego tez wzgledu wprowadza
sie pomocnicze Kkryterium stopu zatrzymujace poszukiwania po przegladniecie
ustalonej liczby otoczeh. Otoczenie permutacji n definiuje sie jako pewien
podzbiér OCrOSTI. Typowo rozwazane sa dwa rodzaje otoczenn: otoczenie wymian
oraz otoczenie przesuwan. Otoczenie wymian O”Cn} jest tworzone poprzez w*

bér pozycji i.j, I<i<j<n oraz zamiane miejscami zadan rrCi} ,nCj}; tzn.
O~CrO - {CnC13.. ,—jrCi—-ID.rCjj .nCi+ID,. .nCj -1} .nCij .nCj+1 ,. ,nCnij: i<igjif>—

Specyficznym rodzajem otoczenia wymian jest otoczenie wymian sasiednich

OwsCrO zawjerajace n—i permutacji, tzn.

ngsn> - iCnCii).1..nCl-i3.nCiil4+.mCi > rfi-tPi. ,.fiin'. 1<i
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Wyréznia si© dwa typy otoczen przesuwan: otoczenie przesuwaé w prawo

i otoczenie przesuwan w lewo O~CrO. Otoczenie przesuwan w prawo Cw lewo}
jest tworzone poprzez wybdr pozycji i,j, I<i<j<n oraz przesuniecie zadania
nCi} CnCj}} bezposrednio za zadanie rcCj} Cbezposrednio przed zadanie reCi}},

tzn.

QppQrc = CCnCl},. ,nCi—-1} »rrCi+1} .. ,nCJ} .nCi} .nCj+1} .. ,nCn}}: i<i<j<n>.

OpICrO = CcCnCl},. ,'rrCi—© ,nCj} , rrCi},. ,nCJ-15,rCj+13,. ,7n33: I<i<j<n>.

Otoczenia O Crc3, O Cn3* O~Cn} zawieraja nCn—-13/2 permutacji. Zwykle oto-
czenie przesuwan C#gaczne} definiuje si© Jako OanS:OpanSquICnCs.
Reprezentantami grupy Cb.13 sa m.in. algorytmy CD13 i CD23 podane przez
Dannenbringa [33. W algorytmach tych stosowane sa otoczenia wymian sasied—
nich,za§ permutacja poczatkowg jest permutacja wyznaczona algorytmem CD3
Dannenbringa. Przeszukaniu podlega cate otoczenie zgodnie z metoda najwie-
kszej poprawy. Algorytm CDI3 konczy dziatanie po przeszukaniu otoczenia
permutacji poczatkowej, za$ algorytm CD23 kontynuuje przeszukania kolej-
nych otoczen do chwili znalezienia permutacji lokalnie optymalnej. 2 kolei
wpracy [133 badano dwa warianty algorytmu sktadajgcego sie z dwéch faz:
przeszukanie otoczenia wymian O <rc3 oraz przeszukanie otoczenia przesuwan
OpCn™. Permutacja poczatkowag dla fazy pierwszej byt#a wyznaczana algorytmem
ClO Cdia pierwszego wariantu} lub potaczeniem algorytméw CP+C+D3 Cdia
drugiego wariantu}. Permutacja poczatkowg dla fazy drugiej jest permutacja
lokalnie optymalna wyznaczona w pierwszej fazie. Otoczenia sa przeszukiwa-
ne do pierwszej poprawy wg ustalonej kolejnos$ci. Korzystajgac z wynikéow
pracy [53] mozna uzyskaé¢ znaczna poprawe efektywnos$ci przeszukiwania otoczen
(np. C1233. Inne sposoby definiowania otoczenia podano m.in. w 173, C183.
Reprezentantami grupy Cb.2} sa 4 warianty algorytmu opisane w 1133. Wa-
rianty te réznia sie miedzy sobag sposobem budowy otoczenia Cotoczenie wy—
oian. otoczenie przesuwan} oraz kolejnoscia przegladania permutacji z oto-
czenia Cuporzadkowane, losowe}. Oznaczmy przez n* aktualnie przegladana
permutacje z otoczenia permutacji jt zas$ przez A rdéznice C Cn#3-C Crt3
Permutacja n" jest akceptowana jako nowa permutacja generujaca otoczenie;
Jezeli A<O lub A>0 i R<e~ , gdzie R jest liczba wylosowana wg rozktadu
réwnomiernego [0,13” za$ T jest parametrem zwanym "temperatura*'. Parametr T
*a charakter dynamiczny i maleje wraz ze wzrostem liczby przegladanych oto-
czen. Dodatkowy warunek stopu powoduje zatrzymanie obliczen po przegladnie"*
ciu ustalonej liczby otoczen. We wszystkich wariantach permutacje poczatko-

wybiera sie arbitralni©jnp. Cl1,2,...,n}.

3- Analiza najgorszego przypadku

Oznaczmy przez j>ermutacje generowany przez odpowiedni algorytm aprok-
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symacyjny CAZ>. Niech C~C C.A oraz N sPmax"n*=* Ponizej podano przeglad
rezultatéw dotyczacych analizy najgorszego przypadku algorytméw C,D,D1,D2,
N»NlTiR»” oraz algorytmu C-k zdefiniowanego nastepujaco: algorytm CC-k} jest,
uproszczona wersja algorytmu CC), w ktdérej uwzglednia sie tylko jeden k-ty
problem pomocniczy. Przy omawianiu przyktadéw o6siagalnosci bodziemy wielo-
krotnie zaktada¢. Ze zbiér zadan rozbija sie na v>l podzbioréw identycznych
zadan Wtedy dla uproszczenia notacji kaZde zadanie z podzbioru Jj
indeksowane bedzie. przez j. Dodatkowo, dla okres$lania kolejnosci wykony-
wania zadan wprowadzony zostat symbol C”35" na oznaczenie k-krotnego powté6-
rzenia permutacji fi Cczesciowa permutacja zbioru <l1,..,v>D; przyktadowo
C3*IDg przy v=3 okresla sekwencje: jedno zadanie ze zbioru J”, jedno zada-
nie ze zbioru , jedno zadanie ze zbioru J”, Jedno zadanie ze zbioru

Omawianie rezultatéw rozpoczniemy od algorytmu CC-—Kk}.
Twierdzenie 1. CI0) Dla algorytmu CC-k}, k=1 m-1 zachodzi
CC_kyC* < |m/2-k | + ra™Z
i ograniczenie to jest osiggalne.
Z powyzszego twierdzenia wynika natychmiast nastepujgacy wniosek.

Wniosek i. Cl0) Dla algorytmu CO zachodzi

Cc/C* < fm/2]

i ograniczenie to jest osiaggalne.

W tabeli 1 podano przyk#tad osiagalnos$ci oszacowania z wniosku 1 ogranicza-
jac sie do przypadku m=5 maszyn. Przyktad ten sktada sie z trzech podzbio-

row zadan o licznosciach odpowiednio s ,s,l, gdzie s liczba naturalna wiek—

podzbi or 1 2 3
m=1
2
3 1 1 1+s
4
_ 2
njm S 5 1
Tab. 1. Przyktad dla algorytmu CO: Jest licznoscia J-tego podzbioru;

pole puste oznacza zerowy czas wykonywania zadania na maszynie.

sza.od Jeden. Zadania w kazdym podzbiorze sa identyczne i indeksowane miw
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remtego podzbioru. Zauwazmy, ze sekwencja—- C12C22)°C32) jest, sekwencja op-

tymalna dla kazdego problemu pomocniczego w algorytmie CO. Stad mamy
*

C C 2
n=Clis2c2DsC3D oraz C =3s +1. Z kolei sekwencja optymalna jest n =

=C3X2!>sC13s2 oraz C*=s2+2s+%. Tak wiec, CC/C* dazZy do 3= [5/2"), przy s da-
zgcym do nieskonczonos$ci. Odpowiednie przyktady osiagalnosci oszacowanh z

T™wl oraz Wn.1 dla dowolnego m podano w pracy £103.

Twierdzenie 2. £153 Dla algorytmu CRD zachodzi

CR/C* <

i ograniczenie t.o jest. osiggalne. m

Przyktad, dla ktérego ograniczenie Jest osiagalne;ma n=m zadan. Czas wyko-

nywania i—tego zadania na i—tej maszynie jest rowny jeden,a pozostate czasy
zero. Z algorytmu CR} wynika. Ze n =C fm/2"]+1l......... m,1.3...... [my3"j}. za$

P i i R *

u=[m/2"]. Z kolei n =Cm,m-1,. .. ,ID i C =1. Stad otrzymujemy C /C =fm/2'J.

Prezentacja kolejnych rezultatéw wymaga uprzedniego zdefiniowanie, niez-
bednych pojeé. Podobnie jak w pracach C113, £123 definujemy dla teCl,. . ,r>,
r=|nv2j funkcje

90CO0=t + Ar" 9eCt3=t + f e

oraz oznaczamy odpowiednie minima przez gﬂ:min<ngO: t=1,..,r>, ze<o,e>.
Vwymienionych pracach pokazano, Ze funkcja g"CtO osiaga swe minimum dla

t=ft 1 ze<o,e>» gdzie
tg:CV£r2+2r+1 —-1}/2. ;:r/Vg.
oraz ze wartosci 9* »9* obie réwne w przyblizeniu m/>".

Twierdzenie 3. £113, £123 Dla algorytmu C/0O, AeCP,D,D1 ,D2> zachodzi:

CO dla m nieparzystego
£ gf
i oszacowanie to jest. osiggalne,

UO dla m parzystego

C*/cM £ g* - - 1
scaft*]-1}

oraz istnieje przyktad, dla ktérego > g*. a

~tabeli 2 podano przyktad osiagalnosci oszacowania z Tw.3 dla algorytmu
3 ograniczajgc sie do przypadku m=5 maszyn. Przyktad ten sktada sie z
Pieciu podzbioréw identycznych zadan o JLIcznosci, s kazdy, gdzie s liczba

wieksza, od j*dan-—
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podzbi 6r 1 2 3 4 5

m=1 1/4 1/2 1/4
2 1
3 1
4 1
5 1/4 1/2 1/4
A s s s s s
nj

Tab. 2. Przyk#ad dla algorytmu CPO: jest JLicznos$cia, J-tego podzbioru;

pole puste oznacza zerowy czas wykonywania zadania na maszynie.

Z algorytmu CPU dostaniemy nP—CS’\SC4}SCS)SCZDSCI}S oraz CP>3.5s. Z kolei
dla sekwencji rc°=Cl .Z,3,4.5DS mamy CmaXCn°D<s+2. Tak wiec, CP/C* >
CP/CmaXCn"I > 3.5s/Cs—*-2} i przy s o wartos¢ C"N/C* 3.5, poniewaz CP/C*E£

< 3.5; odpowiednia wartos¢ g” dla m-5 wynosi 3.5.

Z kolei w tabeli 3 podano przyktad osiagalnos$ci oszacowania z Tw. 3 dla
algorytméw D, DI ,D2 fograniczajac sic do przypadku m=5 maszyn. Przyk#ad ten
sktada sie z pieciu podzbioréw identycznych zadan o licznosciach s,4s,4s,

8s.8s odpowiednio, gdzie s liczba naturalna wieksza od jeden. Z algorytmu

podzbidr 1 2 3 4 5

th = S ‘ 1/4 1/8 1/32
2 1/8
3 1/4
4 1/4
5 1/4 1/16 1/32
nJ. s 4s 4s 8s 8s

Tab. 3. Przyktad dla algorytméw D,D1»D2: m. jest licznos$cia j—tego podzbio—

ru; pole puste oznacza zerowy czas wykonywania zadania na maszynie.

CD} mamy n =i—~0S"4}QsC3}"sC2}"*sCl}s oraz C~>3.5s. Z kolei dla sekwencji
s C 25 ~Cnaamy Cihr"Cn°}<s+2. Stad, podobnie jak w poprzed-
nim przyk ladzie}wartos¢ C~/C -*3.5 przy s—~*oo. Algorytm CDI} dostarczy np. se—
fcwencje nOl , dla ktérej CcO0l1>3. Ss-1/4,
co prowadzi do otrzymania identycznego rezultatu na oszacowanie C*/C*. Z

kolei algorytm CD£} dostarcza sekwencje
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"D8=CSi8s -4C4:,1 c554C«es - 3C351C« 2 C334s -2e23i c331Cr4s-2C131<231C" s-I1-

dla ktorej CD2>3.55—7/8, co roéwniez nie zmienia koncowego wyniku oszacowa-
nia Odpowiednie przyktady ogdélne Cdla dowolnego nO przedstawiono w pracach
(11),[121; tam tez podano wzmocnienie dolnych oszacowan wspoétczynnika naj-
gorszego przypadku dla algorytmu CPD w przypadku m parzystego.

2 przedstawionej analizy wynika, ze wpoétczynniki najgorszego przypadku
algorytméw C,D,D1,D2,P sa nie mniejsze niz [m/2"|. Dodatkowo, dla algoryt—
eow priorytetowych Ca. ID mozna pokaza¢ nastepujgace twierdzenie, ktére poda-
jemy bez dowodu.

Twierdzenie 4. W grupie metod priorytetowych z funkcja priorytetu postaci
Sj= p~rj, najmniejsza warto$¢ wspoétczynnika najgorszego przypadku,

roma [m29, ma algorytm~dla ktérego ct*=-1, i=1,. .., [ra/2j, =1, i=|"m27,

...,m oraz oty 2'jSO w przypadku m nieparzystego, a

Podobnie, mozna pokazaé¢, ze dla algorytméw z grupy Ca.2D najmniejsza osig-
galna warto$é¢ wspoétczynnika najgorszego przypadku jest réwna [m/21.

Wyniki badan nad algorytmami z grupy Ca.3D sugeruja, ze niektdédre z nich
noga mie¢ wspdétczynnik najgorszego przypadku mniejszy niz [m/2*|. Szczegdl-
nie interesujacy wydaje sie tutaj algorytm CND. Ponizej podano aktualne

czesSciowe wyniki badan nad tym algorytmem oraz nad pewnymi jego mutacjami.

Twierdzenie 5. Dla algorytmu CND zachodzi
cN/c’* < Cm+ID/2.

Istnieje przyktad, z C~/C* >1/4 + Vm/2+1/16

, m=kCk+13/2, k=1,2,... .a

®tabeli 4 podano przyktad dla algorytmu ChD ograniczajac sie do przypadku

a6 raaszyn. Przyktad ten sktada sie z o$miu podzbioréw identycznych zadan o

podzbiér 1 2 3 4 5 6 7 8
a=1 3

2 1/2 1

3 1/2 1

4 1/8 1/2

5 1/8 1/2

6 1/8 1/2

"j 8 2 2 2 2 1 1 1

frb. 4. Przyktad dla algorytmu CIO: nj jest licznos$cia J-tego podzbioru;

pole puste oznacza zerowy czas wykonywania zadania na maszynie.
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licznosciach 8,2,2,2,2,1,1,1 odpowiednio. Przygotowana w fazie wstepnej
algorytmu lista ma postaé¢ C8}~C7!>"£6} E£N/4) gt-3 #2/*N 221 58" ustalenia
uwagi przyjmijmy. Ze w k—-tym kroku fazy zasadniczej, przy réwnych wartos-
ciach C zadanie jest wstawiane na pierwszg moZliwa pozycje. Zatem algo—
rytm CNgqagi(ostarczy nn=Cl)9C2)2C3)2C4}2C5)2C6)1C7}1CS’\ oraz C =4. Jak #atwo

sprawdzié¢, sekwencja n*=C4)2C3}1C13}9Cc3}1Cc2)2Cc7)1c5}2C6)1CS}i Jest optymalna

m _ N _* R R -
oraz C =2 i stad C /C =2. MoZliwe jest skonstruowanie przyktadéw dla dowol-

nego m Cniekoniecznie spet#niajgcego warunek m=kCk+1}/2, k=1,2,..}, dla
N _h /.
ktérych warto$¢ C /C jest w przyblizeniu réwna ym/2. Do tej pory nie udato

sie jednak skonstruowacé¢ przyktadu o wiekszej wartosci CN/CX. Wszystko

wskazuje na to, iZ wspdétczynnik najgorszego przypadku algorytmu CN} jest

rzedu Vm/2. Do$¢ istotna w algorytmie CN} jest faza wstepna, bowiem dla al-
gorytmu N' Cjest to algorytm N z opuszczona faza wstepna) moZna podaé przy—
ktad z CN'/CMz fm/2']. Niestety, podobny przykitad moZna teZ poda¢ dla algory-
tmu CNI} Calgorytm ten ma n razy mniejsza z+oZonos$¢ obliczeniowa niZ algo-
rytm CN}}. 2 kolei dla algorytmu CNI'} Calgorytm CNI} bez fazy wstepnej)

prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.
Twierdzenie 6. Dla algorytmu CNI'} zachodzi

cN1*/C* < Cm+13"2

i ograniczenie to jest osiggalne. m

Otrzymane wyniki analizy wskazujg. Ze z punktu widzenia analizy najgor-
szego przypadku najlepszy jest algorytm CN} oraz dobre sa algorytmy CC),
cC-~m/2j},Cc C - ),CR), i priorytetowy z wagami okreslonymi w Tw. 4. Inte-
resujagcy jest fakt. Ze niektére metody szukah zsypujgacych CD1.D2) sa przy
tym wyraznie gorsze. Problem konstrukcji algorytmu ze wspoétczynnikiem naj-
gorszego przypadku niezaleznym od m pozostaje w dalszym ciggu otwarty.

Praca byta czes$ciowo finansowana przez RP.1.02 "Teoria sterowania i
«

optymalizacji uktaddéw dynamicznych i proceséw dyskretnych".
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WORST—CASE ANALYSIS OF APPROXIMATION ALGORITHMS
FOR FLOW-SHOP PROBLEM

Sgmmary
The paper deals with the permutation flow—-shop problem. Some

approximation algorithms are formulated. Recent results of the worst—case

analysis are presented.
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