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ANALIZA NAJGORSZEGO PRZYPADKU ALGORYTMÓW APROKSYMACYJNYCH 
DLA PROBLEMU PRZEPŁYWOWEGO

S t r e s zc z e n ie . W pracy rozważa s ię  permutącyjny przepływowy problem 
szeregowania zadań z kryterium  m inim alizacji maksymalnego terminu z a ­
kończenia wykonywania w szystkich  zadań. D la  tego problemu podano s z e ­
reg algorytmów aproksymacyjnych oraz przedstawiono» otrzymane osta­
tnio , wyniki a n a l i zy  najgorszego  przypadku.

1. Wstęp

W lite ratu rze  przedstawiono w iele  algorytmów aproksymacyjnych d la  Jedne­

go z najbardziej typowych problemów szeregow ania , jakim  je st  wielomaszynowy 

permutącyjny problem przepływowy. Algorytmy porównywano na drodze ekspery­

mentalnej m .in . w pracach C33, C133, Cl6 3 , C173. W wyniku tych badań stw ie ­

rdzono, Ze k ilk a  z nich  zasłu g uje  na szczegó lna  uwagę ze  względu na dokła­

dność i czas obliczeń . Sa to: algorytm Palmera [1 4 3 , algorytm Campbella i 

in. [23, algorytmy RA, RACS i RAES podane przez Dannenbringa C33, algorytm 

Nawaza i in . C93 oraz ostatn io  podany algorytm  Osmana i Pottsa C133. Spo­

śród wymienionych, algorytm  Palmera i algorytm RA Dannenbringa charaktery­

zują sie najm niejszym  czasem o b liczeń . Z  kolei algorytm Nawaza i algorytm 

Osmana i Pottsa generuje^ n a jb a rd zie j  dokładne rozw iązanie .

Do niedawna brak było istotnych  rezultatów  dotyczących a n a lizy  najgor­

szego przypadku tych algorytmów. Dopiero  ostatn io  po jaw iły  s ie  trzy  prace 

ii03, [1 1 3 , [ 1 2 3 , które w znaczący sposób w ypełniły t^ luke. W n in ie js ze j  

przedstawiamy szczegółowo wspomniane wyZej algorytmy i omawiamy n a j ­

mniejsze wyniki dotyczące a n a l izy  najgorszego  przypadku zawarte w C103, 

(133 , a takZe inne  najnowsze r e zu lta ty  badań.

Permutącyjny m-maszynowy problem przepływowy form ułuje s ie  następująco: 

^ ny jest zbiór zadań J = < 1 , 2 , . . . , n> , które naleZy  wykonać na maszynach ze

zsioru M-<1,2  m>. KaZde zadan ie  je st  wykonywane ko lejno  na maszynach

Zadanie j na maszynie i wykonuje s ie  w c za s ie  p _^> 0 , ieM , je J . 

^Uada s ie . Ze: C i} wykonywanie zadan ia  na danej m aszynie n ie  może być 

Porywane, Ciii) kaZda maszyna wykonuje n ie  w iecej niZ  jedno  zadanie  w do­

wolnej chwili czasowej oraz C i i i }  kolejność  wykonywania zadań na wszystkich 

Czynach Jest  identy czna . Poszukuje s i e  ko lejności wykonywania zadań , któ­
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ra m inim alizuje  termin zakończenia  wykonywania wszystkich  zadań.

Oznaczmy przez nr dowolna per mutacje elementów zb ioru  J ,  zaś przez Tl 

zbiór wszystkich takich  perm utacji. D a le j , przez C^^Crc} oznaczmy termin 

zakończenia wykonywania wszystkich zadań dla  kolejności wykonywania zadań 

określonej przez neTl. Perm utacje n eTl, d la  której zachodzi

C C77*}  = min C Cn} Cl)
max _  max

n«=Tl

będziemy nazywać rozwiązaniem  optymalnym.

2. Algorytmy aproksymacyjne

Algorytmy aproksymacyjne dla  problemu F -] |cmax można p o d zie lić  na dwie 

następujące grupy:

Ca} metody konstrukcyjne wyznaczające rozw iązania  poprzez a n a lizę  pewnego 

problem zastępczego,

Cb} metody poprawy rozw iązania  poprzez lok aln e  p rzeszuk iw an ie  zb ioru  roz­

wiązań dopuszczalnych.

W obrębię grupy Ca} można wyróżnić trzy  podgrupy metod:

C a .l }  Metody priorytetowe: Dla każdego zadan ia  d e f in iu j e  s i e  priorytet jako 

fu n kcje  czasów wykonywania tego zadan ia  na poszczególnych maszynach, 

a następnie szereg u je  s i e  zad an ia  w ko lejności nierosnących  wartości 

priorytetów.

Ca. 2} Metody bazujące  na problemie F2 j Problem w yjściowy sprowadza

s i e  do jednego lub  k ilk u  pomocniczych problemów F21 |crnax poprzez zde­

fin io w an ie  dla  każdego zad an ia  czasów  wykonywania na dwóch zastęp ­

czych maszynach. Po rozw iązaniu  problemów pomocniczych, permutacje o 

n ajm niejszej wartości d la  problemu wyjściowego przyjm uje s ie  ja­

ko rozw iązanie  przybliżone .

Ca. 3} Metody bazujące na perm utacjach częściowych: W f a z i e  wstępnej ustala 

s ie  l is t ę  zadań przez zastosow anie pewnej metody priorytetow ej. W 

f a z i e  zasadniczej konstruuje  s ie  c iąg  n perm utacji częściowych poczy­

nając od permutacji j ednoelementowej i kończąc na perm utacji n-ele- 

mentowej. Kolejna per mutacja częściowa je st  tworzona na b a zie  poprze­

d niej i kolejnego zadan ia  z  l is t y . Perm utacja otrzymana w w y n i k u  fazy 

zasad n iczej je st  rozwiązaniem  przybliżonym .

Typowym reprezentantem  grupy C a .l }  j e s t  algorytm  CP} zaproponowany przez 

Palmera £141. W algorytm ie tym p riorytety  sa  d efin io w ane  następująco:

Sj = ^  C2i-m-l}pi j , j = l , .  . . , n , C2)

i =1

zaś jego  złożoność obliczen iow a  je s t  OCnm+nlogn}. Ogó ln ie  nożna przyjąć 

funkcje priorytetu  rOwns» = j,™,. .gdzie a ^ s ą ^ w n y m i ^ g a '
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oi; celowe wydaje s ie  p rzy  tym nało żenie  na oĉ  następujących warunków

ai = " “ m -i+l’ ai 5 ° *  i= 1 > - - ’ Lm''2J . C3:>

Reprezentantami grupy Ca. 2D sa  m. in . algorytmy podane Dannenbringa C33 

CD), Rocka i Schmidta C15] CRD, Campbella i in . 12) C O .  Algorytm CD3 kon­

struuje jeden problem pomocniczy z czasami wykonywania

m m

aj = l  Cm-i*lDP i J , bj = I  i PiJ • J = 1 .............................. ¿43

i= l  i= l

odpowiednio na p ierw szej i drugiej m aszynie. Algorytm CRD podobnie konstru­

uje jeden problem pomocniczy F2 ||cmax z czasami wykonywania

[m/2l m

aj = 2  pi j '  bj = 2  pu  • J,=1 n - <5:)
i =1 i = fm/2] +1

2 kolei algorytm C O  konstruuje m-1 problemów pomocniczych F*21 | z  cza- 

sami wykonywania

k m

aj = 2  pu ’ bj = 2  pu ’ J " 1 ..........n - C6>
i —1 , i=ro-k+l

odpowiednio na p ierw szej i drugiej maszynie dla  k-tego problemu pomocnicze- 

/-• k=l,. . , m-1. Algorytmy CD} i  CR} maja złoZoność obliczeniow a  OCmn+nlogn}, 

zaś algorytm C O  OCm n+ranlogn}. Ogólnie  można p rzyją ć , Ze czasy  a^ b^ dla  

problemu pomocniczego sa  definiow ane  następująco 

m m

aj = 2  ai pi j '  bj = 2  ftip u  • J= 1  n> C73
i —1 i =1

ędzie , fi. sa pewnymi wagami; celowe wydaje s ie  przy  tym nałożenie na

^  ustępujących warunków:, ol n ierosnące względem i oraz

ck. = fi , . , ct, , fi, — 0 , 1 = 1 ..........m. C8}
x ' m-i+l i ‘ i

v grupie Ca. 3} przedstaw icielem  Jest algorytm wstawiania CN} podany

^zez Nawaza i in . [93 . W f a z i e  wstepnej tego algor>tmu tworzy s ie  porooc- 

Uczą listę  zadań fi z  wykorzystaniem  priorytetów  w następującej postaci

m

sj = 2  pu  • J = 1 ..........n - C93
i =1

* k-tym kroku fa zy  zasad n icze j C k = l , . . . . n }  na b a zie  permutacji częściowej 

^ o C l } ,. . .  ,o< k- l}}, otrzymanej w poprzednim  kroku, oraz zadania  f?Ck} gę­

b u ję  sie  k perm utacji przez w staw ianie zadania  ^3Ck} na w szystkie możliwe 

P°zycje w tzn . .perm utacje postaci C /3 C k } ,o < l} ,.. . . ,o < k - l}} ,
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CoCl} ,/?Ck} ,oC2} , .  . . .oCk-l}} , .  . . ,C©C1D, . . . ,©Ck-l} ,f5Ck}}. Porm utacja o naj­

m niejszej wartości <-max* wyt>rana spośród wygenerowanych, je st  przyjmowana

jako  permutacja częściowa do następnego kroku tej fa zy . Złożoność oblicze-
3

ni owa algorytmu ChO Jest  OCmn } . Możliwa je s t  pewna m odyfikacja CNI} tego
2

algorytmu, zm niejszająca  je go  złożoność o bliczen iow a  do OCmn } . Polega ona 

na tym, że w k-tym kroku fa zy  zasa d n ic zej generuje si e ty lko  2 permutacje 

postaci C /3C k }.© C l} ,.. . ,c< k - l}} . CoCl) , j . . ,oCk-l} ,/?Ck}} .

W obrębię grupy Cb} można wyróżnić dwie podgrupy metod:

'b .l }  Szukanie zstępujące : Dla każdej perm utacji n-elementowej definiuje  

s ie  Jej otoczenie . Proces szukania  rozpoczyna si e od pewnej permuta­

cji początkowej i polega na poszukiwaniu w je j  otoczeniu  permutacji 2 
m niejsza wartością  ta k ie j permutacji n ie  znajdziomyj to

proces poszukiwania  s ie  kończy. W przeciwnym wypadku, d la  otrzymanej 

permutacji konstruujemy otoczen ie  i proces poszukiwań je st  kontynuo­

wany. Możliwe -sa dwie alternatyw ne metody przeszuk iw ania : Ci} metoda

pierw szej poprawy, C ii }  metoda najw iększej poprawy. W m etodzie Ci} 

przeglądamy otoczenie  do chw ili zn a le z ie n ia  pierw szej “lep szej*’ per­

m utacji; przeglądanie  można przeprowadzać wg w cześniej ustalonej ko­

le jn ośc i C taki ej samej dla  każdego otoczenia} lub losowo. W metodzie 

C ii }  przeglądane je st  zawsze całe  otoczeni©  i wybierana je s t  permuta- 

c ja  o najm niejszej wartości 

Cb. 2} Błądzenie losowe: W metodach tych proces p rzeglądania  otoczenia  dane.1
permutacji n , polega na po szukiwaniu  perm utacji o wartości n*e

większej n iż  9^ z ie  <5>0 je st  wybierane losowo. D la  per muta­

cji tej konstruujemy otoczen ie  i proces poszukiwań je s t  kontynuowany 

Podobnie jak w Cb. I D , p rzeglądanie  otoczenia  można przeprowadzać wg 

ustalonej kolejności lub  losowo.

W metodach z p. Cb} zakłada s i e , p ierw sza  permutacja początkową została 

dostarczona z zewnątrz, tzn . ustalona  a r b it r a ln ie , wylosowana lub  wyznaczo­

na przy u2yciu jednej z metod opisanych w p. Ca}. Zastosowany warunek stop: 

powoduje, że zwykle p rzeglądaniu  podlega bardzo duża l ic z b a  otoczeń , coz 

kolei wpływa n iekorzystnie  na czas obliczeń . Z  tego też względu wprowadza 

s ie  pomocnicze kryterium  stopu zatrzym ujące poszukiwania  po przeglądniecie 

ustalonej l ic zb y  otoczeń. Otoczenie  perm utacji n  d e f in iu je  s ie  jako  pewien 

podzbiór OCrOSTI. Typowo rozważane są dwa rod za je  otoczeń: otoczenie  wymian

oraz otoczenie  przesuwań. Otoczenie  wymian O^Cn} je st  tworzone poprzez wy* 

bór pozycji i . j ,  l< i< j< n  oraz zamianę miejscami zadań rrCi} , nC j } ; tzn.

O^CrO - {C n C 13 .. ,-jrCi-ID . rcC j j  .n C i + l D , . . nC j -1} . nCij . nC j +1 , .  , nCnij: i<i<jif>-

Specyficznym  rodzajem otoczenia  wymian je s t  otoczen ie  wymian sąsiednich 

OwsCrO zaw jerajace  n-i perm u tacji, tzn.

O C n >  - iCnCii) .1 ..nCl-i3 . nC i i1 ł . rrCi -> . rf i-t-Pi . , . f i i n '.  1 <i
ws
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Wyróżnia si©  dwa typy otoczeń przesuwań: otoczenie  przesuwać w prawo 

i otoczenie przesuwań w lewo O ^ C r O . Otoczenie  przesuwań w prawo Cw lewo} 

jest tworzone poprzez wybór pozycji i , j ,  l< i<j< n  oraz przesu n iec ie  zadania  

nCi} CnCj}} bezpośrednio  za  zadan ie  rcCj} C bezpośredni o przed zadan ie  reCi}}, 

tzn.

OppCrc} = C C n C l} ,. , n C i-1} »rrCi+1} . .  , rrC J} . nCi} . nC j +1} ..  ,n C n }} : i<i<j<n>.

OplCrO = C C n C l} ,. ,'rrCi—Ó  , nCj} , rrCi} , . , nC J -15 , rcC j+13 , .  , 77Cn33 : l<i<j<n>.

Otoczenia O Crc3, O Cn3* O ^ C n }  zaw ie ra ja  nCn- 13/2  perm utacji. Zwykle oto­

czenie przesuwań Cłączne} d e f in iu je  si©  Jako O Cn3=0 Cn3uO , Cn3.
p pp pl

Reprezentantami grupy C b .13  sa m. in . algorytmy CD13 i CD23 podane przez 

Dannenbringa [33 . W algorytmach tych stosowane sa otoczenia  wymian sasied- 

nich,zaś permutacja początkową je st  permutacja wyznaczona algorytmem CD3 

Dannenbringa. Przeszukaniu  podlega całe  otoczenie  zgodnie  z metoda na jw ię ­

kszej poprawy. Algorytm CDI 3 kończy d z ia ł a n ie  po przeszukaniu  otoczenia  

permutacji początkowej, zaś  algorytm CD23 kontynuuje p rzeszukania  k o le j­

nych otoczeń do chwili z n a le z ie n ia  permutacji lo k a ln ie  optym alnej. 2  kolei 

w pracy [133 badano dwa w arianty  algorytmu składającego s ie  z  dwóch fa z : 

przeszukanie otoczenia  wymian O  <rc3 oraz przeszukanie  otoczenia  przesuwań 

OpCn '̂. Permutacja początkową d la  f a z y  p ierw szej była wyznaczana algorytmem 

CłO Cdi a pierw szego  wariantu} lub  połączeniem  algorytmów CP+C+D3 Cdi a 

drugiego w ariantu}. Permutacja początkową dla  fa zy  drugiej je st  permutacja 

lokalnie optymalna wyznaczona w pierw szej fa z ie . Otoczenia  sa przeszukiwa­

ne do pierw szej poprawy wg ustalonej ko le jn o śc i. Korzystając z wyników 

pracy [53j można uzyskać znaczna  poprawę efektywności przeszukiw ania  otoczeń 

(np. C1233. In n e  sposoby defin io w an ia  otoczenia  podano m. in . w 173, C183.

Reprezentantami grupy C b .2} sa 4 w arianty  algorytmu opisane  w 1133. Wa­

rianty te różnią  s ie  m iedzy sobą sposobem budowy otoczenia  Cotoczenie wy- 

oian. otoczenie  przesuwań} oraz ko lejnością  przeglądania  permutacji z oto­

czenia Cuporządkowane, losowe}. Oznaczmy przez n* a k tu aln ie  przeglądana 

permutacje z otoczenia  perm utacji jt, zaś  przez A różnice  C Cn# 3-C Crt3 

Permutacja n' je st  akceptowana jako  nowa perm utacja generującą otoczen ie ; 

Jeżeli A<0 lub  A>0 i R<e~ , g d zie  R je s t  l ic z b a  wylosowana wg rozkładu 

równomiernego [0 ,13^ zaś  T  je s t  parametrem zwanym "temperatura*'. Parametr T 

*̂a charakter dynamiczny i m aleje wraz ze  wzrostem l ic z b y  przeglądanych oto­

czeń. Dodatkowy warunek stopu powoduje zatrzym anie ob liczeń  po przeglądnie"* 

ciu ustalonej l ic z b y  otoczeń . We w szystkich  wariantach permutacje poczatko-

wybiera s i e  arbi tralni© j np. C l , 2 , . . . , n } .

3- Analiza najgorszego  przypadku

Oznaczmy p rzez  j>er m utacje generowany przez odpowiedni algorytm aprok-
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symacyjny CAZ>. Niech C ^ C  C . A  oraz ^ s=Pmax^ n*->* Poniżej podano przegląd 

rezultatów  dotyczących a n a lizy  najgorszego  przypadku algorytmów C ,D ,D 1 ,D 2 , 

N »N liR »^  oraz algorytmu C-k zdefiniow anego  następująco: algorytm CC-k} jest, 

uproszczona w ersja  algorytmu C C ), w której uwzględnia s i e  tylko jeden  k-ty 

problem pomocniczy. Przy  omawianiu przykładów ósiagalności bodziemy wielo­

krotnie zakładać . Ze zbiór  zadań ro zb ija  s ie  na v>l podzbiorów identycznych 

zadań Wtedy dla  uproszczenia  notacji kaZde zadanie  z podzbioru Jj

indeksowane bedzie. przez j .  Dodatkowo, dla  o k reślania  kolejności wykony­

wania zadań wprowadzony został symbol C^35^ na oznaczenie  k-krotnego powtó­

rze n ia  permutacji fi Ccześciowa permutacja zb ioru  < 1 , . . ,v>D; przykładowo 

C3*lDg  przy  v=3 określa  sekwencje: jedno  zadan ie  ze  zb ioru  J ^ , jedno  zada­

n ie  ze  zb ioru  , jedno zadanie  ze zb ioru  J ^ ,  Jedno zadan ie  ze  zb ioru  . 

Omawianie rezultatów  rozpoczniemy od algorytmu CC-k}.

Tw ierdzenie 1 . CIO) D la  algorytmu CC-k}, k = l  m-1  zachodzi

CC_kyC * < |m/2-k | + ra^Z 

i ograniczenie  to je st  osiągalne .

Z  powyższego tw ierdzenia  wynika natychmiast następujący wniosek.

Wniosek i . CIO) Dla algorytmu C O  zachodzi

Cc/ C *  < fm/2] 

i ograniczenie  to je s t  osiągalne .

W tabeli 1 podano przykład osiagalności oszacowania z wniosku 1 ogranicza­

jąc s ie  do przypadku m=5 maszyn. Przykład ten składa s ie  z trzech  podzbio- 

rów zadań o lic zn o ściach  odpowiednio s , s , l ,  g d zie  s l ic zb a  naturalna wiek-

podzbi ór 1 2 3

m = 1 
2

3 . 1  1 1 +s

4

2
nj ■ s 5 1

Tab. 1 . Przykład dla  algorytmu C O :  Jest  l ic z n o ś c ia  J-tego podzbioru;

pole puste oznacza zerowy czas wykonywania zadan ia  na maszynie.

s z a .o d  Jeden. Zadania w każdym podzbiorze  sa  identy czne  i indeksowane m iw
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rem tego podzbioru . Zauważmy, że  sekwencja- C1 !>̂ 2C22)^C32) jest, sekwencja op­

tymalna dla każdego problemu pomocniczego w algorytm ie C O .  Stad mamy

C C 2  *
n =C1!>s2C2DsC3D oraz C =3s +1. Z  kolei sekwencja optymalna je s t  n =

=C3X2!>sC13s2 oraz C *= s2+ 2 s + ł . Tak w iec , CC/C *  daZy do 3= [5/2"), przy  s dą­

żącym do nieskończoności. Odpowiednie przykłady osiagalności oszacowań z 

Tw. 1 oraz Wn. 1 d la  dowolnego m podano w pracy £103.

Twierdzenie 2 . £153 Dla algorytmu CRD zachodzi

CR/ C *  <

i ograniczenie t.o jest. osiągalne . ■

Przykład, d la  którego og ran iczen ie  Jest  o s ia g a ln e ; ma n=m zadań. Czas wyko­

nywania i-tego zadania  na i- tej maszynie je s t  równy je d e n ,a  pozostałe czasy
p

zero. Z algorytmu CR} wynika. Ze n  =C fm/2"]+l......... m ,1 .3 ...... [my3"j}. zaś

P ii ii R *
u = [m/2"|. Z  k o le i  n =Cm, m-1 , .  . . , ID  i C  = 1 . S t a d  otrzym u jem y  C  / C  = f’m /2 'J .

Prezentacja kolejnych  rezultatów  wymaga uprzedniego zdefiniow anie , n ie z ­

będnych pojęć. Podobnie jak w pracach C113, £123 definujem y d la  t e C l , .  . ,r> , 

r=|m/2j funkcje

9oCO=t + Ą r '  9eCt3=t + f e
ii

oraz oznaczamy odpowiednie minima przez g2 =min<gz C O :  t = l , . . , r > ,  ze< o ,e> .

V wymienionych pracach pokazano, źe  fu n kcja  g^CtO osiaga swe minimum dla  

t=ft 1 ze<o,e>» gdzie

t*=CV£r2+2r +1 - l} /2 . t *= r /V g .
o e

oraz że wartości 9*  »9*  ob ie  równe w p rzy b liże n iu  m/>^.

Twierdzenie 3 . £113, £123 Dla  algorytmu C /O , AeCP, D,D1 ,D2> zachodzi: 

CO dla m n iep arzystego

£ g£

i oszacowanie to  jest. o s ią g a ln e ,

U O  dla m parzystego

C * /c M £ g *  - - 1
s c a ft *]- !}

oraz is t n ie je  p rzykład , d la  którego > g * . a

^tabeli 2  podano przykład  osiagalności oszacowania z  T w .3  d la  algorytmu 

P̂3 ograniczając s ie  do przypadku m=5 maszyn. Przykład ten składa s ie  z 

Pięciu podzbiorów identycznych  zadań  o JLlczności, s  każdy, g d zie  s lic zb a  

w iększa, od  j^dan-
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podzbi ór 1 2 3 4 5

m = 1 
2

1 /4 1/2
.1

1 / 4

3 1 .

4 1
5 1 /4 1/2 1 / 4

nj
s s s . s s

Tab. 2 .  Przykład dla  algorytmu CPO: je st  JLicznościa, J-tego podzbioru;

pole puste oznacza zerowy czas  wykonywania zadan ia  na maszynie.

Z  algorytmu CPU dostaniemy nP-C5^ C4} C3) C2D Cl} oraz CP> 3 .5 s . Z  kolei
s s s s s

dla  sekwencji rc°=Cl .Z, 3 , 4 . 5D mamy C Cn°D<s+2. Tak w iec , CP/ C *  >
s max

CP/C  C n °l > 3 . 5s/Cs-*-2} i przy  s  -♦ co wartość C ^ /C *  -♦ 3 . 5 ,  poniewaź CP/C*£ 
max

< 3 . 5 ;  odpowiednia wartość g^ dla  m-5 wynosi 3 .5 .

Z  kolei w tabeli 3  podano przykład osiagalności oszacowania z  Tw. 3 dla 

algorytmów D, Dl , D2 f ogranicza  jac  s ic  do przypadku m=5 maszyn. Przykład ten 

składa s i ę  z  p ię ciu  podzbiorów identycznych  zadań o lic zn o śc ia c h  s ,4 s ,4 s ,  

8s . 8s odpowiednio, g d zie  s l ic z b a  natural na w iększa od jeden . Z  algorytmu

podzbiór 1 2 3  4 5

•wli£

1 / 4 1/8 1 /3 2

2 1/8

3 1 / 4

4 1 / 4

5 1 / 4 1 /1 6 1 /3 2

n . 
J

s 4s 4s 8s 8s

Tab. 3. Przykład dla  algorytmów D ,D 1»D 2 : n̂ . je s t  l ic z n o ś c ia  j —tego podzbio- 

ru; pole puste oznacza zerowy czas  wykonywania zadan ia  na maszynie.

CD} mamy n =i- ^ 0S^ 4}Q sC3} ^ sC2} ^ sC l } s oraz C^>3. 5s. Z  kolei dla  sekwencji 

71 C 2 5 ^ C n a a m y  Cî ^ C n °} < s + 2 . Stad , podobnie jak w poprzed­

nim przyk 1 a d z ie } wartość C ^ /C  -*3.5 przy  s-*oo. Algorytm CDI} dostarczy  np. se- 

fcwencje n01 , d la  której C01 >3. Ss-1/4,

co prowadzi do otrzymania identycznego  r e zu lta tu  na oszacow anie C ^ / C * .  Z 

kolei algorytm CD£} dostarcza  sekwencje
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"D8=CSi8s-4C4:,l C554C« e s - 3 C35l C« 2 C334s -2e23i C33l C^ 4 s - 2 Cl3l <:23l C“ s-l-
D2

dla której C > 3 .5 s- 7 /8 , co również n ie  zm ienia  końcowego wyniku oszacowa­

nia. Odpowiednie przykłady  ogólne Cdla dowolnego nO przedstawiono w pracach 

(11) , [ 1 2 1 ; tam też podano wzmocnienie dolnych oszacowań współczynnika n a j­

gorszego przypadku dla  algorytmu CPD w przypadku m parzystego.

2 przedstawionej a n a lizy  wynika, że wpółczynni ki najgorszego przypadku 

algorytmów C ,D ,D 1 ,D 2 ,P  sa  n ie  m niejsze  n iż  [m/2"|. Dodatkowo, dla  algoryt- 

eó w  priorytetowych Ca. ID można pokazać następujące tw ierdzen ie , które poda­

jemy bez dowodu.

Twierdzenie 4 . W grupie  metod priorytetowych z  fu n kcja  priorytetu  postaci

Sj= p^ j , na jm niejsza  wartość współ czynnika  najgorszego  przypadku,

równa [*m/2‘] , ma algorytm ^dla którego ct̂  =-1 , i =1 , .  . . , [ra/2j , =1 , i = |"m/2']-*-1 ,

...,m  oraz ot|'m/ 2 'js:0 w przypadku m nieparzystego , a

Podobnie, można pokazać, że  dla  algorytmów z  grupy Ca. 2D najm niejsza  o s ią ­

galna wartość współczynnika najgorszego  przypadku je st  równa [m/2l .

Wyniki badań nad algorytmami z grupy Ca .3D  sugerują , że  niektóre  z nich  

noga mieć współczynnik najgorszego  przypadku m niejszy n iż  [m/2*|. S zczeg ó l­

nie interesujący wydaje s i e  tutaj algorytm  CND. Poniżej podano aktualne 

częściowe wyniki badań nad tym algorytmem oraz nad pewnymi jego mutacjami.

Twierdzenie 5 . Dla algorytmu CND zachodzi

cN/ c ’* < Cm +lD/2.

Istnieje p rzykład , z  C ^ /C *  > 1 / 4  + V m /2 + l /1 6  , m =kCk+13/2, k = l , 2 , . . .  .a

®tabeli 4 podano przykład d la  algorytmu ChD ograniczając  s i e  do przypadku 

a=6 raaszyn. Przykład ten składa  s ie  z ośmiu podzbiorów identycznych zadań o

podzbiór 1 2 3  4 5  6 7 8

a = 1 3

2 1/2 1

3 1 /2  1

4 1/8 1/2

5 1/8  1/2
6 1/8  1/2

"j 8 2 2 2 2 1 1 1

frb. 4. Przykład dla  algorytmu CIO : nj je s t  l ic zn o ś c ia  J-tego podzbioru; 

pole puste oznacza  zerowy czas  wykonywania zadania  na maszynie.



2 2 0 E . N o w ic k i , C. Sm ut nick i

licznościach  8 , 2 , 2 , 2 , 2 , 1 , 1 , 1  odpowiednio. Przygotowana w f a z i e  wstępnej 

algorytmu l i s t a  ma postać C8} ̂ C7!> ̂ £6} £ ^4) g*-3-* 2^*^  2 <"1 '> 8 ‘ ustalenia

uwagi przyjm ijm y. Ze w k-tym kroku fa zy  za s a d n ic ze j , przy  równych wartoś­

ciach C zadanie  je st  wstawiane na pierw szą  moZliwa pozycje . Zatem algo-
max n  N

rytm CN) dostarczy  n =C 1)9C 2 )2C 3 )2C 4}2C 5 )2C 6 )1 C7} 1 C S ^  oraz C =4. Jak łatwo

sprawdzić, sekwencja n *= C 4 )2C 3}1 C l } 9C 3}1 C 2 )2C 7 )1 C 5}2C 6 )1 CS}i Jest  optymalna 

m N *
oraz C =2 i stad C /C  =2. MoZliwe je st  skonstruowanie przykładów dla  dowol­

nego m Cniekoniecznie  spełniają cego  warunek m =kCk+l}/2 , k = l , 2 , . . } ,  dla

N h / '
których wartość C /C  je s t  w p rzy b liżen iu  równa ym/2. Do tej pory n ie  udało

N x
s ie  jednak skonstruować przykładu o w iększej wartości C /C  . Wszystko 

wskazuje na to , iZ  współczynnik najgorszego  przypadku algorytmu CN} jest

rzędu Vm/2. Dość isto tn a  w algorytm ie CN} je s t  fa za  wstępna, bowiem dla al­

gorytmu N' C jest  to algorytm N z opuszczona fa za  wstępna) moZna podać przy- 
N' M

kład z C /C  = f‘m/2']. N iestety , podobny przykład  moZna teZ podać dla  algory­

tmu CNI} Calgorytm ten ma n razy  m niejsza  złoZoność obliczen iow a  ni Z algo­

rytm CN}}. 2  kolei dla  algorytmu C N I '}  Calgorytm CNI} bez fa zy  wstępnej) 

prawdziwe je s t  nastepujace tw ierd ze n ie , które podajemy bez dowodu.

Tw ierdzenie  6 . Dla algorytmu C N I '}  zachodzi

c N1* / C *  < Cm+13^2

i og raniczenie  to je s t  osiągalne . ■

Otrzymane wyniki a n a l izy  wskazują . Ze z punktu w idzenia  a n a l izy  najgor­

szego przypadku n a jlep szy  je s t  algorytm CN} oraz dobre są algorytmy CC),

CC-^m/2j} , C C - ) , CR) , i  priorytetowy z wagami określonymi w Tw. 4. Inte­

resują cy  je st  fa k t . Ze n iektóre  metody szukah z s y p u ją c y c h  C D 1 .D 2 ) są przy 

tym wyraźnie gorsze. Problem konstrukcji algorytmu ze  współczynnikiem  naj­

gorszego przypadku niezależnym  od m po zo staje  w dalszym  ciągu  otwarty. 

Praca była częściowo finansowana przez R P . I .0 2  "T eo ria  sterowania i
«

optym alizacji układów dynamicznych i procesów dyskretnych".
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WORST—CASE ANALYSIS OF APPROXIMATION ALGORITHMS 

FOR FLOW-SHOP PROBLEM

S  tj m m a r y

The paper deals with the permutation flow-shop problem. Some 

approximation algorithms are form ulated. Recent resu lts  of the worst-case 

analysis  are presented.

AHAJ1H3 H A H XYniiiErO  CJ1YH A3 All il POKCH MAlIH OHHbIX AnrOPHTM OB EJ7 £ nOTCH’tf

nPOBJlEM BI

P e e to n e

B pa6oTe pacc«oTpena noTOHHa« npo6ne«a ynops jhom hsh h n 3anas si 

m—MauiHhax. Jinn 3Tofl npo6ne«n c<£opKynHpoBaHbi annpoKCHKaiiHOKHue anrop«?«« i 

npoBejaen aHanH3 HaHxynwero cnbiHafl.


