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0 HYZMACZAHIU OGRAHICZEH ZASTEPCZYCH U METODZIE PODZIALU 1 OSZACOHAH1

Streszczenie. H pracy dokonano przegladu uzytecznych algorytmow
rozwigzywania dualnego =zadania ograniczenia =zastepczego w celu
wyznaczenia oszacowania pierwotnej wartosci optymalnej dla zadan
programowania catkowitoliczbowego. Ha podstawie wynikéow eksperymentu
obliczeniowego wskazano najefektywniejsze warianty przedstawionych
schematow.

1. Wprowadzenie

Metoda podziatu i oszacowan Jest uniwersalnym i powszechnie stosowanym
schematem postepowania w algorytmach rozwigzywania zadan programowania
catkowitoliczbowego. U tej metodzie pierwotny zbioér rozwigzan
dopuszczalnych dzielony Je3t na podzbiory, na ktérych definiowane sg tzw.
podproblemy. Kolejne podziaty wprowadzane sga w taki sposéb. 2e powstaje
struktura zwana drzewem podprobleméw; podproblem utozsamiany jest =z
wierzchotkiem tego drzewa. Metoda jest tym efektywniejsza; im mniejsze
drzewo wystarcza do znalezienia pierwotnego rozwigzania optymalnego.
RozhéJ drzewa zalezy od skutecznosci  tzw. kryteriow zamykania
wierzchotkéw. Oparte sg one na rozwigzywaniu relaksacji podprobleméw i
uzyskiwaniu tg droga oszacowan dla wartosci optymalnych w podproblemach. H
zasadzie im lepsze Jest to oszacowanie i im czesSciejrozwigzanie
relaksacji jest pierwotnie dopuszczalne, tym szybciej zatrzymywany Jest
rozwdj drzewa podprobleméw.

Jak wykazano w wielu pracach (np- CI3,161, [71,[143. 1181 wykorzystanie
relaksacji z ograniczeniem zastepczym prowadzi do oszacowan $cislejszych
od uzyskiwanych na podstawie innych znanych relaksacji zadan catkowito-
1lczbowych. Relaksacja ta jest szczegdlnie przydatna w przypadku
rozwigzywania metoda podziatu 1 oszacowan zadan zatadunku =z wieloma
ograniczeniami - Zadanie zastepcze Jest wtedy klasycznym zadaniem

Praca zostata wykonana w ramach RP.1.02 "Teoria sterowania i optymali-
zacji ciggtych ukdtadow dynamicznych i procesow dyskretnych', temat 4.5
"Wybrane metody rozwigzywania zadah programowania dyskretnego'.
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zatadunku» dla ktdérego opracowano skuteczne w praktyce algorytmy
rozwigzywania (np. C23.C91). Poszukiwane oszacowanie wartosci optymalnej w
podproblemie wyznaczane jest poprzez rozwigzywanie doktadne lub
przyblizone odpowiedniego =zadania dualnego. Zatem» aby mozna bydo w
praktyce wykorzysta¢ dobrg jakos¢ oszacowan uzyskiwanych 2z zastosowaniem
ograniczen zastepczych”potrzebne sa efektywne algorytmy rozwiazywania tego
zadania dualnego.

2 _Podstawowe sformutowania

Rozwazmy pewien wierzchotek drzewa podprobleméw. Miech bedzie w nim
badane binarne zadanie liniowe =z wieloma ograniczeniami zwane h
literaturze wielowymiarowym zadaniem zatadunku:

V<P ) « max < cx : Ax < b, X, = 0 albo 1 »dla i*=i,..,n P ()
gdzie c € Z., A jest macierzg mxn o elementach ag. € Z‘ ibe zm <Z. azna-
cza zbior dodatnich liczb catkowitych). NajczesSciej w praktyce m « n.

Dla danego mnoznika < c R™ mozna zdefiniowa¢ relaksacje =zadania
pierwotnego» ktéra Jest klasycznym zadaniem zatadunku z Jednym
ograniczeniem.

h(c>) = max €cx - to(Ax-b) < 0 » x* Jj.w. >. (4]
U ten spos6b okreslona zostaje Tfunkcja dualna h:R™— » Z+ . PojedynczB
ograniczenie w zadaniu (2) nazywane Jest zastepczym. Ze sposobu

wprowadzenia relaksacji (Z) wynika» ze h(co) > v(P> dla kazdego <0 e Rm.

Zadanie dualne ograniczenia zastepczego reprezentujeposzukiwania
takiego mnoznika ograniczenia zastepczego w, dla ktérego odstep pomiedzy
wartosciami  h(oa) i v(P) jest minimalny. Ma ono postac:

v(@) = min €h(>) : ©e an >, O
Wartosci optymalne w zadaniach (P) i (D) sa zatem w relacji:
v(®) > v(P).

Oznacza ona» ze rozwigzanie zadania dualnego ograniczenia zastepczego moze

by¢ wykorzystywane jako oszacowanie od gory pierwotnej wartosci

optymalnej. Jak wykazano w Ci3,C7) i Cl4 3 jest ono lepsze od oszacoHart

wyznaczanych napodstawie ciagtej relaksacji lub zadania dualnego

Lagrange *a.

PonizBj zebrano najistotniejsze wkasciwosci zadania <D> C1],C0),C7).

<U1) v<D) = v<P) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ¢ e R" i
takie x dopuszczalne dla (P), ze h(w) = cx ; wtedy x jest
rozwigzaniem optymalnym dla (P) a « - dla <D>

M2) Funkcja h jest podciggta z goéry i quasi-wypukla; jest
obszarami stata i ma charakter 'schodkowy**.
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Q3) Hartos¢ v(D> jest osiggana przez funkcja h na  wypukdym
lub otwartym stozku o wierzchotku w O € Rm.
> h<u<®®) = h(<o> dla f§ > 0, gdyz skalowanie mnoznikéw <o nie zmienia

zbioru dopuszczalnego w zadaniu (2).

H3) JeSli x jest rozwigzaniem optymalnym dla zadania <2>, to wektor
g &b -fixe Zm Jest guasi-subgradientem funkcji h w punkcie
u e R™; oznacza to, ze dla wszystkich u e R™ zachodzi: vg > wg
»hQu>> h(w>.

Jak wynika z (U2), nie istnieje subgradient funkcji dualnej w kazdym z
punktéw Jej dziedziny. Mozna Jednak wykorzystywa¢ wektor o zblizonych,
cho¢ stabszych, whasciwosciach (H5>. (H3) uzasadnia uzycie w definicji
zadania (D) symbolu min w miejsce bardziej ogélnego inf (por. £141).
@> pozwala na modyfikowanie zadania dualnego poprzez arbitralne

normalizacje mnoznikéw, ktére moga prowadzi¢ do uzyskiwania ograniczonych
zbioréw rozwigzart dopuszczalnych.

3.fllaorutm ouasl-suboradlentowu

H metodach minimalizacji Tfunkcji wypukdtych podstawowe znaczenie ma
pojecie subgradientu. Dla funkcji quasi-wypukdtych zdefiniowano pojecie
guasi-subgradientu, ktoére uog6lnia pojecie subgradientu. Jeden z
guasi-subgradientéow funkcji dualnej ograniczenia zastepczego w danym
punkcie mozna 4atwo wyznaczy¢ na podstawie <H5>, przy okazji rozwiazywania
odpowiedniej relaksacji <Z>.

Prezentowany w tym punkcie algorytm rozwigzywania zadania <D) nasladuje
prosty schemat optymalizacji nierézniczkowalnej, w ktorym Kkierunkiem

Poszukiwan Jest  subgradient. 2adanie dualne rozwigzywane Jest w
Unbyfikowanej postaci wykorzystujacej wlaSciwoS¢ (M).
v(D) = min < h(w> : ©c S2 > , (D7)

gdzie S2 =iueR"™ : Kp =1 >
2
H algorytmie wygodnie jest wykorzystywa¢ kierunki styczne do sfery

Jednostkowej w kolejno wyznaczanych punktach. Uzyskiwane sg one przez
lutowanie wektora przeciwnego do aguasi-subgradientu na odpowiednig
"iperptaszczyzne styczng, co dana jest wzorem:
d=-g + @wo ,

idzie d oznacza wyznaczony kierunek, a g - aguasi-subgradient funkcji h w
Pwkcie w . Jak wykazano w £1S3(wektor d Jest takze aguasi-subgradientem
fuigcji dualnej w punkcie <0 e Sz.

# ponizszym schemacie algorytmu guasi-subgradientowego dla zadania <D">
Wyjeto, zZe QK(<o;x> symbolizuje procedure, ktéra dla danego mnoznika o
Pogje Jedno z rozwigzart optymalnych relaksacji (2) (oznaczane przez x>.
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ALGORYTM QS

begin
wybierz w ¢ S2 ; q := +00 ; wybierz jmax > 1 ;
for j =1 o jmax do
begin
QK< o> ; X >
g = min <c§(,q> ;9 = b-AX ;d = -g+(gr<o)w ;

wybierz t > 0 ;
for k :-1 to m do.
Wy, 1= max <0 , O * t—d{g—ldltI >;<*>0 = w/d0>nI

2 2
end

end.

Ha wstagpie nalezy wybra¢ startowy mnoznik: nalezacy do sfery
jednostkowej 1 ciag wspodczynnikéw kroku. Rozwigzywanie zadania (2) dla
aktualnego mnoznika pozwala wyznacza¢ wartos¢ i quasi-subgradient funkcji
dualnej zgodnie z @W5). Ha tej podstawie wyznaczany jest Kkierunek
poszukiwart d oraz oszacowanie dualnej wartosci optymalnej q. Wszystkie
mnozniki 1t wyznaczane w Algorytmie QS nalezg do zbioru dopuszczalnego S2.

Ciag g - numer iteracji w zewnetrznej petli Tfor ) wyznaczany h
Hyzej opisanym algorytmie jest zbiezny do v(D)jJesli ciag wspotczynnikoH
kroku -@J> zbiega do zera i ma rozbiezny szereg. Wynika to z ogo6lniejszego
twierdzenia podanego w C151 dla schematu, ktérego szczegélnym przypadkiem
Jest Algorytm 0S. Jednakze w praktyce, tak jak i dla prostego algorytmu
subgradientowego, stosowanie tego typu ciggéw wspoétczynnikéw kroku nie
daje zado-lalajacych rezultatéw. Dlatego przy rozwigzywaniu zadania <D’)w
trakcie eksperymentu obliczeniowego zastosowana dwa inne rodzaje ciggow
it>> (por. [Bi). Jeden geometryczny: tHl - Y"tJ* gdzie nalezy wybrac

tl>0o0oraz 1>y » 0, a drugi "pierwiastkowy"™: tJl = tleV 1+Cl1l-J
Startowy mnoznik ograniczenia zastepczego wybierano na dwa sposoby:
standardowo jako oE = 1/ Vm lub w oparciu o parametry zadania jako

y‘T max) 0 , fy\L 2, kvbtlkJ/ E?=taki' <z dodat.koviym unormowaniem), dla

k=1 ,. .., 1. Wprowadzana takze modyfikacje kierunku d poprzez przyjecie

-0 . oly =0 i > 0. Miata ona na celu zachowywanie zerowych
sktadowych mnoznika dla tych ogranlczert pierwotnych, ktére nie byly
naruszane przez rozwigzanie aktualnej relaksacjifmimo ze nie zostaly
uwzglednione w definiujacym ja ograniczeniu zastepczym. Powstato w ten
spos6b 8 wariantéw algorytmu:
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kierunek d startowe w wspotczynnik t
Alg.
modyf. stand. param. stand. geom. pierw.

5] ] X X X

0S2 X X X
QS3 X X X

Qs4 X X X
QS5 X X X

QS6 X X X
Qs7 X X X

QS8 X X X

U trakcie eksperymentu obliczenia w Algorytmie QS przerywano nie tylko,
jdy h petli for wykonano j~” iteracji, ale takze ,gdy liczba kolejnych
iteracji bez zmniejszenia wartosci q przekroczyta zadang wartosc.

W kazdej iteracji przedstawionego schematu rozwigzywane Jest zadanie
zastepcze <2) . Dla zadania pierwotnego bedacego zadaniem zatadunku z
wieloma ograniczeniami Jest ono klasycznym zadaniem zatadunku. Opracowano
dla niego skuteczne w praktyce algorytmy rozwigzywania <np. C€23,C93), co
upowaznia do uzywania symbolicznie zapisanej procedury QK.

4. fllgprutm heurustucznu

Rozwazmy szczegélny przypadek binarnego zadania zatadunku (P), w ktorym
wystepuja tylko dwa ograniczenia pierwotne: m * 2. Zadanie zastepcze (2)
powstaje przez wprowadzenie dwuwymiarowego mnoznika < = CcoM,”]. Jesli do
rozwigzywania odpowiedniego =zadania CD) =zostanie zastosowany algorytm
zanikajacego wieloscianu Cl 3, [173 to nabierze on, w poréwnaniu z ogd6lnym
przypadkiem zadania pierwotnego, korzystnych cech utatwiajacych obliczenia
numeryczne. Po pierwsze, +atwo bedzie redukowa¢ opis kolejnych wielo-
mian6w, pozbywajac sie niektywndjwh prostych odcinajacych. Dzieki temu
ois wieloscian6w nie bedzie sie zmieniat ilosciowo w kolejnych iteracjach
i pozostanie zawsze prosty. Po drugie,nie bedzie potrzebne rozwigzywanie
pomocniczych zadan liniowych [17 3.

Oznaczmy algorytm zanikajgacego wieloscianu zastosowany do zadania <P) z

dwma ograniczeniami przez 2112 i zapiszmy go symbolicznie w postaci
Procedury
1 ; -
21.’[2(a,%,bi,b2_*cnl,a>2_x,q)_
Parametrami wejsciowymi sg wektory wspoétczynnikow dwéch ograniczen

Pierwotnych - al i a2 oraz prawe strony tych ograniczer - b~ i b".
Parametrami wyjs$ciowymi sa dwie sktadowe optymalnego mnoznika ograniczenia
zatepC2eg0 i v2, Jedno z optymalnych rozwigzan relaksacji utworzonej

dla tego mnoznika - x oraz przyblizenie wartosci v(D) - g.



268 J. Sikorski

Przedstawiony ponizej algorytm rozwigzywania zadania dualnego <D) dla
zadan pierwotnych z wieloma ograniczeniami wykorzystuje idee, ktdéra po rez
pierwszy zastata zaproponowana w [53. Rozwinieto Ja i wykorzystano w ML
Polega ona na wielokrotnym rozwigzywaniu zadania dualnego utworzonego dla
dwéch ograniczen pierwotnych w celu unikniecia trudnosci zwigzanych z
wigekszg ich liczba. Ograniczenie zastepcze wyznaczone w taki sposo6b nie
jest najczesciej ograniczeniem optymalnym w sensie zadania <D).

Algorytm realizujacy te heurystyczng metode przedstawiono ponizej.
Wykorzystano w nim procedure ZU2 dla wyznaczania optymalnego ograniczenia
zastepczego w zadaniu 2z dwoma ograniczeniami pierwotnymi oraz dvie
procedury wyboru Jednego ograniczenia pierwotnego z podanej listy: ChooseO
i Choose. DIla tych dwéch procedur parametrem wejsciowym Jest lista

indeksow P, a parametrem wyjsciowym - indeks wybranego ograniczenia k
Wiersze macierzy ograniczeh A oznaczono przez al am , a odpowiadajace
im sktadowe wektora prawych stron przez b?,. ..»b". Procedura QK Jest t@a
sama jak w Algorytmie QS. Przyjeto dodatkowe oznaczenie ek i
CO,...»1,... »03 € Rm, gdzie k-ta sktadowa Jest réwna 1.
ALGORYTM H
begin
P :={1,. ..,m >=; ChooseO(P ;k ); ®:=¢€k ;
QK< @ ; x >; g :=cx ; a :=ak ; b :=bt; :=P\-Ck>;
repeat

Choose< P ; k ) ;
If ak< > bE then
baalt
zZw2( a, ak, b, Y,
a:=u*a + v&a ;b
end ;
P :=P N -fi&
untll P ~0
end.

W kazdej iteracji petli repeat na liscie P znajduja sie le
ograniczenia, ktdére nie zastaty Jeszczeuwzglednione w utworzonyo
ograniczeniu zastepczym. W rezultacie dziatania procedury ZW2 tworzone
jest nastepne ograniczenie zastepcze, w ktérym uwzgledniono o Jedo
ograniczenie pierwotne wiecej. Po zakonczeniu obliczen w Algorytmie H
wyznaczone zostaje heurystyczne rozwigzanie zadania <D) podane przez
mnoznik ograniczenia zastepczego ® i wartos¢ q. Jest ona przybl iZzenieo
wartosci v(D> i spe#nia nieréwnosc:

g > v<D) > v<P).
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Wariantu Algorytmu H powstaja przy wykorzystaniu roéznych sposobow
Kjjboru ograniczen pierwotnych w procedurach ChooseO i Choose; w trakcie
eksperymentu obliczeniowego badano cztery takie warianty.
9LGORYTH Hi

H procedurze ChooseO jest rozwigzywane m klasycznych zadan zatadunku
dla kazdego ograniczenia pierwotnego osobno. Uzyskane wartosci optymalne
s3 sortowane w porzadku niemalejacym. UChooseO wskazywane Jest
oganiczenie pierwsze w kolejnosci. Procedura Choose wskazuje w kazdej
iteracji nastepne w kolejnosci ograniczenie pierwotne.
8LGORYTH H2 141

H procedurze ChooseO Jest rozwigzywane m klasycznych zadan zatadunku
dla kazdego ograniczenia pierwotnego osobno. Uzyskane wartosci optymalne
s poréwnywane i wybierana Jest najmniejsza. H Choose0O wskazywane jest
odpowiadajace jej ograniczenie pierwotne. U procedurze Choose wskazywane
PsL ograniczenie najbardziej naruszone przez rozwigzanie aktualnej
relaksacji typu (2) dla dwéch ograniczen w zadaniu pierwotnym.
81GORYTH H3

U procedurze ChooseO wyznaczane sa haruszenia wszystkich ograniczen
pierwotnych przez trywialne rozwigzanie zadania <P> bez ograniczen <xt =
1 dla 1=1,...,n). Uzyskane wartosci naruszen sg sortowane w porzadku
ilerosngcym. U ChooseO wskazywane Jest ograniczenie pierwsze w kolejnosci.
Procedura Choose wskazuje w Kkazdej iteracji nastepne w kolejnosci
ograniczenie pierwotne.
ilGORYTH H4

H procedurze Choose0 wyznaczane sa haruszenia wszystkich ograniczen
pierwotnych przez trywialnerozwiagzanie zadania (P) bez ograniczeh x =
Udla 1=1...._. n). Uzyskane wartosci naruszen sg poréwnywane i wybierana
iBt najwieksza. H ChooseO wskazywane Jest odpowiadajace jej ograniczenie
pierwotne. 1 procedurze Choose wskazywane Jest ograniczenie najbardziej
Pa-uszone przez rozwigzanie aktualnej relaksacji typu (2).

Algorytm heurystyczny H stosowany moze byé w zadaniach zatadunku typu
<+t w ktorych m > 2. U przypadku gdy nt “ 2 fnalezy do rozwigzywania
odpowiednich zadart (D) stosowa¢ wprost Algorytm ZH2.

LEksperument obilczenlowu

Obliczenia wykonane dla zadan testowych wybranych z literatury miaty na
tlu sprawdzenie praktycznej przydatnosci przedstawionych algorytméw
eyznaczania gornych oszacowan pierwotnej wartosci optymalnej w zadaniach
Badunku z wieloma ograniczeniami. Dla kazdego =z =zadart testowych
$znaczono przyblizenie rozwigzania optymalnego w =zadaniu dualnym (D)
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Algorytmami H1+H4 oraz rozwigzano zadanie <D”) Algorytmami QS1+(QS8.
Pozwolito to rta wskazanie najskuteczniejszych wariantéw algorytnsi
guasi-subgradientowego i1 schematu heurystycznego oraz na poréwnanie
tbzul tatébw uzyskanych tymi dwoma metodami.

Zadania testowe o postaci (P) zostaty wybrane z prac: C3i (oznaczono X
FLEIS), £10] (oznaczono Je PETE1+PETE7), Cli3 (oznaczono Je PLAT1 i

PLAT2 >, (123 (oznaczona Je SETO1 i SET02 3, C133 (oznaczono Je SHI01+SHI3D)
oraz [193 (oznaczono je UEIH1+8). Ponizej podano ich rozmiary.

Poz._lit. Hazwa n m Poz. lit. Hazwa i n m
SHI18+21 j 70 5
HEle 28 2 133 SHI22+25 | 80 s
. SHI20+30 | 90 s
AL 28 a @33 FLEIS | 20 10
PETEL 1 8 10
PETEC 2 3 PETE2 | 10 10
(103 PETE3 S 13 10
PETE4 i 20 10

SHI0140S 30 5
SHI00+09 40 5 PETES I 28 10
ohjos 59 2 @23 SETO1,2 | 00 30

Tab. 1

Hszystkie obliczenia testowe przeprowadzono na mikrokomputerze zgodny»
z IBM AT, pracujacym z zegarem 10 MHz 1§ wyposazonym w koprocesor
arytmetyczny. Programy napisano w jezyku Pascal. Do rozwigzywania
klasycznych zadan zatadunku z jednym ograniczeniem w algorytmach QS 1.2)8
(symboliczna procedura QK) wykorzystano procedure PKnap z modudu SOLSACK
(-63. H algorytmie QS przyjeto Jmo<= tl = 2.0 i y = 0.8 da
ggometrycznie zbieznego ciggu wspédczynnikéw kroku oraz jmax: m+6 i
£t =2.0 dla ciagu “pierwiastkowego”. Ponadto =zatrzymywano Ww ni»
obliczenia, gdy liczba iteracji bez poprawy wartosci q przekraczata
S + Lm / 10J.

U ponizszej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentu. Zawiera om
wyznaczone w caltej grupie zadah testowych <$rednie wartosci wybranych
parametrow: wzglednej wielkosci odstepu oszacowania od,pierwotnej wartosci
optymalnej (100M-Cq - v(P>3xV(P) - p, liczby rozwigzanych relaksacji ()"
z, caltkowitego czasu obliczen - t (W sek ) oraz czasu zuzytego m
rozwigzywanie relaksacji - s (W sek. ). Podano takze roéznice czasow t is,
ktéra charakteryzuje naktad obliczen zwiazany =z cechami algoryti®
rozwigzywania zadania (D>, a nie 2z Jakoscia algorytmu rozwigzywania
relaksacji (2). 2 powodéw podanych w podsumowaniu zamieszczono dodatkowo
wartosci t’ i s’ wyznaczone z pominieciem zadan PETE6 i 7 oraz PLA11 12
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Alg. 2] z t t

s s* T-5
oSl 0. 63 13 8. 30 3. 67 6. 13 3.26 2.13
QSs2 0.93 11 8. 03 4. 63 4. 23 2.82 1.82
QS3 0. 66 12 8.26 4.72 6. 57 2.87 1.69
Qs4 0. 94 11 6. 60 4.81 4. 83 2.61 1.77
QS3 0. 66 12 7.42 3.18 3.31 3.04 1.91
QS6 0.73 11 6. 59 4. 83 4.74 2.55 1.83
Qs7 0. 69 12 7. 36 3. 23 3.70 3.16 1.66
QS8 0.78 11 6. 92 4.61 3.11 2. 36 1.81
Hi 0. 85 23 82. 42 6. 23 81.33 3.44 0. 87
H2 0. 80 24 26. 05 6. 43 23.18 3. 62 0. 87
H3 0. 93 13 79. 31 3.39 78. 38 2.94 0.73
H4 0. 86 13 32. 75 3.77 31.88 3. 07 0.77

Tab. 2

8Podsumowanie

Ha podstawie Tabeli Z mozna stwierdzié¢, ze geometrycznie zbieZny ciag
«spatczynnikéw kroku w Algorytmie QS, przy przyjetych w tescie wartosciach
parametrow wyjsciowych, pozwala uzyskiwa¢ oszacowania lepsze niz ciag
mpierwiastkowy". Modyfikacja kierunku poszukiwan nie poprawia skutecznosci
tep algorytmu. Zmiana sposobu wybierania startowego mnoznika ograniczenia
zastepczego nie wptywa praktycznie na Jakos¢ uzyskiwanych rezultatéw.
SSrd badanych wariantéw algorytmu quasi-subgradientowego skutecznosciag
»yrizniajg sie QS3 i QSS.

HSrod algorytméw heurystycznych najlepsze oszacowania pierwotnej
artosci optymalnej uzyskiwano Algorytmami HI i H4. Oszacowania, ktOre
oznaczano uzywajac wariantu QS3 lub QS5 ,byty lepsze od najlepszych
jszaconan heurystycznych. Potwierdza to przyblizony charakter rozwigzan
zadania dualnego, ktére wyznaczane sa weddug schematu H. Algorytmy H3 i H4
charakteryzujg sie wyraznie mniejszg liczbg rozwigzanych relakgacji. H
Przypadku zadan pierwotnych o mniejszej liczbie ograniczen aktywnych w
oznaczonym ograniczeniu zastepczym (np. PETE1+5, FLEIS, SHIOIw-SO) liczba
h jest mniejsza od liczby relaksacji przycietnie rozwigzywanych w
»lgorytmie 0S. Dla zadan o wiekszej liczbie ograniczen tworzacych wynikowe
graniczenie zastepcze (np. PETE6 i 7, PLAT1 i 2, SETO1 i 2) relacja ta
Jst odwrotna i trzeba stwierdzi¢, ze przedstawiona metoda heurystyczna
ist mniej przydatna w takim przypadku. Biorac pod uwage jakos¢ oszacowan
1liczbe rozwigzanych relaksacji, mozna stwierdzi¢, tu Algorytm H4 Jest
Sllepszym wariantem metody heurystycznej. Jego czas t”° nalezy do
hjmniejszych sposrOd wszystkich badanych algorytméw.

Kalezy Jeszcze zwrocic uwage na wystgpienie d¥ugich czasow
Owiagzywania relaksacji budowanych w algorytmach heurystycznych dla zadanh
S i 7 oraz PLAT1 i 2 - stad duze wartosci t i s w Tabeli 2. Powodem



272 J. Sikorski

jest pojawianie sie w pierwszych iteracjach tych algorytméw zxdart
zatadunku o silnie skorelowanych danych (por. C16]). Taki Jest bowiem
charakter najbardziej “napietych™ ograniczen pierwotnych w wymienionych
zadaniach. U metodzie heurystycznej ograniczenia zastepcze sg poczatkowo
budowane wyd#acznie w oparciu o te najbardziej “napiete® ograniczenia.
Natomiast przy wykorzystaniu Algorytmu QS to zjawisko nie wystepuje,
bowiem zastosowane w nim mnozniki startowe powoduja od poczatku dziatania
algorytmu konstruowanie ograniczen zastepczych, ktoére uwzgledniaja
wszystkie lub prawie wszystkie ograniczenia pierwotne.
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ON CALCULATING EQUIVALENT CONSTRAINTS IN THE BRANCH-AND-BOUND METHOD

Summary

A survey of the algorithms of solving the equivalent dual problem
which are wuseful for calculating upper bounds of the optimal value in
discrete programming problems 1is presented. Results of the computational
experiment performed to compare .several variants of the algorithms are
summarized.

0 BbIHHCJIEHHH 3AMEHHMbIX OFfPAHHHEHHtf B METOFIE PA3FIEriEHHI? H CL1EHKH

Pe3jome

B pa6oTe npoBeneH 0630p npHroflHMX anropHTMOB pemeHHsi  jjboftctb ohhoA
ocaaaMH 3atieHHMoro orpaHhHeHHfl, mto6m onpeaennTb ouemcy nepBOHana/ibnoro
oriTHManbHoro onan&hha ana 3anaH uenoHHCJiHTenbhopo nporpa»HpoBaHKa. Ka
ocHOBaHHH pesynbTaTOB pacneTHoro SKcnepnMeHTa yKa3anb! caiibie 3<jxj>eKmnbtbie
eapHaHTH npencTdBjieHbix cxOm.



