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Streszczenie. H pracy dokonano przeglądu użytecznych algorytmów 
rozwiązywania dualnego zadania ograniczenia zastępczego w celu 
wyznaczenia oszacowania pierwotnej wartości optymalnej dla zadań 
programowania całkowitoliczbowego. Ha podstawie wyników eksperymentu 
obliczeniowego wskazano najefektywniejsze warianty przedstawionych 
schematów.

1. Wprowadzenie

Metoda podziału i oszacowań Jest uniwersalnym i powszechnie stosowanym 
schematem postępowania w algorytmach rozwiązywania zadań programowania 
całkowitoliczbowego. U tej metodzie pierwotny zbiór rozwiązań 
dopuszczalnych dzielony Je3t na podzbiory, na których definiowane są tzw. 
podproblemy. Kolejne podziały wprowadzane są w taki sposób. 2e powstaje 
struktura zwana drzewem podproblemów; podproblem utożsamiany jest z 
wierzchołkiem tego drzewa. Metoda jest tym efektywniejsza; im mniejsze 
drzewo wystarcza do znalezienia pierwotnego rozwiązania optymalnego. 
RozhóJ drzewa zależy od skuteczności tzw. kryteriów zamykania
wierzchołków. Oparte są one na rozwiązywaniu relaksacji podproblemów i 
uzyskiwaniu tą drogą oszacowań dla wartości optymalnych w podproblemach. H 
zasadzie im lepsze Jest to oszacowanie i im częściej rozwiązanie
relaksacji jest pierwotnie dopuszczalne, tym szybciej zatrzymywany Jest 
rozwój drzewa podproblemów.

Jak wykazano w wielu pracach (np. Cl 3, 16 1, [7 I, [14 3. 118 I wykorzystanie 
relaksacji z ograniczeniem zastępczym prowadzi do oszacowań ściślejszych 
od uzyskiwanych na podstawie innych znanych relaksacji zadań całkowito- 
llczbowych. Relaksacja ta jest szczególnie przydatna w przypadku 
rozwiązywania metodą podziału i oszacowań zadań załadunku z wieloma
ograniczeniami. Zadanie zastępcze Jest wtedy klasycznym zadaniem

Praca została wykonana w ramach RP.I.02 "Teoria sterowania i optymali­
zacji ciągłych układów dynamicznych i procesów dyskretnych", temat 4.5 
"Wybrane metody rozwiązywania zadań programowania dyskretnego".
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załadunku» dla którego opracowano skuteczne w praktyce algorytmy 
rozwiązywania (np. C2 3.C9 1). Poszukiwane oszacowanie wartości optymalnej w 
podproblemie wyznaczane jest poprzez rozwiązywanie dokładne lub 
przybliżone odpowiedniego zadania dualnego. Zatem» aby można było w 
praktyce wykorzystać dobrą jakość oszacowań uzyskiwanych z zastosowaniem 
ograniczeń zastępczych^potrzebne są efektywne algorytmy rozwiązywania tego 
zadania dualnego.

2.Podstawowe sformułowania

Rozważmy pewien wierzchołek drzewa podproblemów. Miech będzie w nim 
badane binarne zadanie liniowe z wieloma ograniczeniami zwane h 
literaturze wielowymiarowym zadaniem załadunku:

v<P ) « max < cx : Ax < b, x. = 0 albo 1 »dla i*=i,..,n }» (P)
V

gdzie c € Z , A jest macierzą mxn o elementach a,. € Z  i b e Z m <Z azna- ♦ kx ♦ ♦ ♦
cza zbiór dodatnich liczb całkowitych). Najczęściej w praktyce m « n.

Dla danego mnożnika <*> c R™ można zdefiniować relaksację zadania 
pierwotnego» która Jest klasycznym zadaniem załadunku z Jednym 
ograniczeniem.

h(o>) = max -C cx : to(Ax-b) < O » x̂  j.w. >. (Z)
U ten sposób określona zostaje funkcja dualna h: R ™ — ► Z+ . PojedynczB
ograniczenie w zadaniu (2) nazywane Jest zastępczym. Ze sposobu
wprowadzenia relaksacji (Z) wynika» że h(co) > v(P> dla każdego <o e R m.

Zadanie dualne ograniczenia zastępczego reprezentuje poszukiwania
takiego mnożnika ograniczenia zastępczego w, dla którego odstęp pomiędzy
wartościami h(oa) i v(P) jest minimalny. Ma ono postać:

v (D ) = min -C h(o>) : <o e R m >. (D)♦
Wartości optymalne w zadaniach (P) i (D) są zatem w relacji:

v (D ) > v(P).
Oznacza ona» że rozwiązanie zadania dualnego ograniczenia zastępczego może 
być wykorzystywane jako oszacowanie od góry pierwotnej wartości 
optymalnej. Jak wykazano w Ci 3,C7) i C14 3j jest ono lepsze od oszacoHart 
wyznaczanych na podstawie ciągłej relaksacji lub zadania dualnego
Lagrange * a.

PoniżBj zebrano najistotniejsze właściwości zadania <D> C1],C0),C7).
<U1 ) v<D) = v<P) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie c*> e R™ i

takie x dopuszczalne dla (P), że h(w) = cx ; wtedy x jest 
rozwiązaniem optymalnym dla (P) a « - dla <D>

(M2) Funkcja h jest półciągła z góry i quasi-wypukla; jest
obszarami stała i ma charakter "schodkowy**.
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(113) Hartość v(D> jest osiągana przez funkcją h na wypukłym
lub otwartym stożku o wierzchołku w 0 € R m.

(H4 > h<u<“>) = h(<o> dla fj > 0, gdyż skalowanie mnożników <o nie zmienia
zbioru dopuszczalnego w zadaniu (2).

(H3) JeSli x jest rozwiązaniem optymalnym dla zadania <2>, to wektor
g & b - flx e Z m Jest ąuasi-subgradientem funkcji h w punkcie
u e R™; oznacza to, że dla wszystkich u e R™ zachodzi: vg > wg
■» h (u > > h(w>.

Jak wynika z (U2), nie istnieje subgradient funkcji dualnej w każdym z 
punktów Jej dziedziny. Można Jednak wykorzystywać wektor o zbliżonych, 
choć słabszych, właściwościach (H5>. (H3) uzasadnia użycie w definicji
zadania (D) symbolu min w miejsce bardziej ogólnego inf (por. £141). 
(114 > pozwala na modyfikowanie zadania dualnego poprzez arbitralne 
normalizacje mnożników, które mogą prowadzić do uzyskiwania ograniczonych 
zbiorów rozwiązart dopuszczalnych.

3.fllaorutm ouasl-suboradlentowu

H metodach minimalizacji funkcji wypukłych podstawowe znaczenie ma 
pojęcie subgradientu. Dla funkcji quasi-wypukłych zdefiniowano pojęcie 
ąuasi-subgradientu, które uogólnia pojęcie subgradientu. Jeden z 
ąuasi-subgradientów funkcji dualnej ograniczenia zastępczego w danym 
punkcie można łatwo wyznaczyć na podstawie <H5>, przy okazji rozwiązywania 
odpowiedniej relaksacji <Z>.

Prezentowany w tym punkcie algorytm rozwiązywania zadania <D) naśladuje 
prosty schemat optymalizacji nieróżniczkowalnej, w którym kierunkiem 
Poszukiwań Jest subgradient. 2adanie dualne rozwiązywane Jest w 
Unbyfikowanej postaci wykorzystującej wlaSciwoSć (M4).

v(D) = min < h(w> : <o c S2 > , (D’ )
gdzie S2 = i u e R™ : Ko)» = 1 >.

2
H algorytmie wygodnie jest wykorzystywać kierunki styczne do sfery 

Jednostkowej w kolejno wyznaczanych punktach. Uzyskiwane są one przez 
lutowanie wektora przeciwnego do ąuasi-subgradientu na odpowiednią 
'iperpłaszczyznę styczną, co dana jest wzorem:

Td = -g + (g w)<o ,
idzie d oznacza wyznaczony kierunek, a g -  ąuasi-subgradient funkcji h w 
Pwkcię u> . Jak wykazano w £1S3( wektor d Jest także ąuasi-subgradientem 
funkcji dualnej w punkcie <o e Sz.
# poniższym schemacie algorytmu ąuasi-subgradientowego dla zadania <D'> 

Wyjęto, źe QK(<o;x> symbolizuje procedurę, która dla danego mnożnika o 
Podaje Jedno z rozwiązart optymalnych relaksacji (2) (oznaczane przez x>.
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ALGORYTM QS 
begin

wybierz w c S2 ; q : = +00 ; wybierz j > 1 ;max
for j := i io j do  max
begin

Q K <  o> ;  X  > ;
**. 'i.q : = min <cx,q> ; g := b-Ax ; d := -g + (g*<o)w ;

wybierz t > 0 ;
for k : - 1 to m do.

w, : = max <0 , o. + t-d/Hdlt >;<*>: = w/do>n k k k l. l,
2 2

end 
end.

Ha wstąpię należy wybrać startowy mnożnik: należący do sfery
jednostkowej i ciąg współczynników kroku. Rozwiązywanie zadania (Z) dla 
aktualnego mnożnika pozwala wyznaczać wartość i quasi-subgradient funkcji 
dualnej zgodnie z (W5). Ha tej podstawie wyznaczany jest kierunek 
poszukiwart d oraz oszacowanie dualnej wartości optymalnej q. Wszystkie 
mnożniki to wyznaczane w Algorytmie QS należą do zbioru dopuszczalnego S2.

Ciąg (j - numer iteracji w zewnętrznej pętli for ) wyznaczany h
Hyżej opisanym algorytmie jest zbieżny do v(D)jJeśli ciąg współczynnikóH 
kroku -Ct.J> zbiega do zera i ma rozbieżny szereg. Wynika to z ogólniejszego 
twierdzenia podanego w. C151 dla schematu, którego szczególnym przypadkiem 
Jest Algorytm OS. Jednakże w praktyce, tak jak i dla prostego algorytmu 
subgradientowego, stosowanie tego typu ciągów współczynników kroku nie 
daje zado-lalających rezultatów. Dlatego przy rozwiązywaniu zadania <D’ ) w 
trakcie eksperymentu obliczeniowego zastosowana dwa inne rodzaje ciągów 
itJ> (por. [8 i ). Jeden geometryczny: tJ+1 - Y' tJ* gdzie należy wybrać
t1 > 0 oraz 1 > y » 0, a drugi "pierwiastkowy": tJ+1 = t1 • V 1 + C1-J 
Startowy mnożnik ograniczenia zastępczego wybierano na dwa sposoby: 
standardowo jako cofc = 1/ Vm lub w oparciu o parametry zadania jako

tj> - max) 0 , fy a, bt 1 S n a, . 1 <z dodat.koviym unormowaniem), dlaV. \L k. = 1 k v  k J / L  i = t kiJ
k=l ,. . . , 1. Wprowadzana także modyfikację kierunku d poprzez przyjęcie

- 0 . gcly = 0 i > 0. Miała ona na celu zachowywanie zerowych
składowych mnożnika dla tych ogranlczert pierwotnych, które nie były 
naruszane przez rozwiązanie aktualnej relaksacjif mimo że nie zostały 
uwzględnione w definiującym ją ograniczeniu zastępczym. Powstało w ten 
sposób 8 wariantów algorytmu:
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Alg.
kierunek d startowe w współczynnik t

modyf. stand. param. stand. geom. pierw.
OSI X X X
0S2 X X X
QS3 X X X
QS4 X X X
QS5 X X X
QS6 X X X
QS7 X X X
QS8 X X X

U trakcie eksperymentu obliczenia w Algorytmie QS przerywano nie tylko, 
jdy h pętli for wykonano j^^ iteracji, ale także , gdy liczba kolejnych 
iteracji bez zmniejszenia wartości q przekroczyła zadaną wartość.

W każdej iteracji przedstawionego schematu rozwiązywane Jest zadanie 
zastępcze < 2 ) . Dla zadania pierwotnego będącego zadaniem załadunku z
wieloma ograniczeniami Jest ono klasycznym zadaniem załadunku. Opracowano 
dla niego skuteczne w praktyce algorytmy rozwiązywania <np. C23,C93), co 
upoważnia do używania symbolicznie zapisanej procedury QK.

4. fllgprutm heurustucznu

Rozważmy szczególny przypadek binarnego zadania załadunku (P), w którym 
występują tylko dwa ograniczenia pierwotne: m *= 2. Zadanie zastępcze (2)
powstaje przez wprowadzenie dwuwymiarowego mnożnika <*> = Cco^,^]. Jeśli do 
rozwiązywania odpowiedniego zadania CD) zostanie zastosowany algorytm 
zanikającego wielościanu Cl 3, [17 3» to nabierze on, w porównaniu z ogólnym 
przypadkiem zadania pierwotnego, korzystnych cech ułatwiających obliczenia 
numeryczne. Po pierwsze, łatwo będzie redukować opis kolejnych wielo­
mianów, pozbywając się nie^ktywnłjwh prostych odcinających. Dzięki temu 
opis wielościanów nie będzie się zmieniał ilościowo w kolejnych iteracjach 
i pozostanie zawsze prosty. Po drugie,nie będzie potrzebne rozwiązywanie 
pomocniczych zadań liniowych [17 3.

Oznaczmy algorytm zanikającego wielościanu zastosowany do zadania < P ) z 
dwoma ograniczeniami przez 2112 i zapiszmy go symbolicznie w postaci 
Procedury

1 2  ~2112 ( a , a , b , b_ ; co , a> . x , q ).i 2 * i 2
Parametrami wejściowymi są wektory współczynników dwóch ograniczeń 
Pierwotnych - a1 i a2 oraz prawe strony tych ograniczeń - b^ i b^. 
Parametrami wyjściowymi są dwie składowe optymalnego mnożnika ograniczenia 
zatępC2eg0 ” i u>2, Jedno z optymalnych rozwiązań relaksacji utworzonej 
dla tego mnożnika - x oraz przybliżenie wartości v(D) - q.
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Przedstawiony poniżej algorytm rozwiązywania zadania dualnego <D) dla 
zadań pierwotnych z wieloma ograniczeniami wykorzystuje ideę, która po raz 
pierwszy zastała zaproponowana w [5 3. Rozwinięto Ją i wykorzystano w [41. 
Polega ona na wielokrotnym rozwiązywaniu zadania dualnego utworzonego dla 
dwóch ograniczeń pierwotnych w celu uniknięcia trudności związanych z 
większą ich liczbą. Ograniczenie zastępcze wyznaczone w taki sposób nie 
jest najczęściej ograniczeniem optymalnym w sensie zadania <D).

Algorytm realizujący tę heurystyczną metodę przedstawiono poniżej. 
Wykorzystano w nim procedurę ZU2 dla wyznaczania optymalnego ograniczenia 
zastępczego w zadaniu z dwoma ograniczeniami pierwotnymi oraz dwie 
procedury wyboru Jednego ograniczenia pierwotnego z podanej listy: ChooseO 
i Choose. Dla tych dwóch procedur parametrem wejściowym Jest lista 
indeksów P, a parametrem wyjściowym - indeks wybranego ograniczenia k.
Wiersze macierzy ograniczeń A oznaczono przez a1 am , a odpowiadające
im składowe wektora prawych stron przez b̂ ,. . . »b^. Procedura QK Jest taka 
sama jak w Algorytmie QS. Przyjęto dodatkowe oznaczenie ek i 
CO,...»1,... »0 3 € Rm , gdzie k-ta składowa Jest równa 1.

ALGORYTM H 
begin

P : = { 1,. . . , m > • ; ChooseO ( P ; k ) ; co : = ek ;
QK< co ; x > ; q : = cx ; a : = ak ; b : = bfc ; P : = P \ - C k > ;  
repeat

Choose < P ; k ) ;
lf akx > bfc then
baalŁ

ZW2( a, ak, b, b ; v, uk, x, q ) ;
— — — k k — — — k — k ka : = u * a  + v * a  ; b : = v b  + v *b. : co : 53 v  co v • ek

end ;
P : = P N -£k> 

untll P ~ 0 
end.

W każdej iteracji pętli repeat na liście P znajdują się le
ograniczenia, które nie zastały Jeszcze uwzględnione w utworzonyo
ograniczeniu zastępczym. W rezultacie działania procedury ZW2 tworzone 
jest następne ograniczenie zastępcze, w którym uwzględniono o Jedno
ograniczenie pierwotne więcej. Po zakończeniu obliczeń w Algorytmie H 
wyznaczone zostaje heurystyczne rozwiązanie zadania <D) podane przez 
mnożnik ograniczenia zastępczego co i wartość q. Jest ona przybl iźenieo 
wartości v(D> i spełnia nierówność:

q > v<D ) > v<P ).
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Wariantu Algorytmu H powstają przy wykorzystaniu różnych sposobów 
Kjjboru ograniczeń pierwotnych w procedurach ChooseO i Choose; w trakcie 
eksperymentu obliczeniowego badano cztery takie warianty.
9LG0RYTH Hi

H procedurze ChooseO jest rozwiązywane m klasycznych zadań załadunku 
dla każdego ograniczenia pierwotnego osobno. Uzyskane wartości optymalne 
są sortowane w porządku niemalejącym. U ChooseO wskazywane Jest
oganiczenie pierwsze w kolejności. Procedura Choose wskazuje w każdej 
iteracji następne w kolejności ograniczenie pierwotne.
8LG0RYTH H2 14 1

H procedurze ChooseO Jest rozwiązywane m klasycznych zadań załadunku 
dla każdego ograniczenia pierwotnego osobno. Uzyskane wartości optymalne 
są porównywane i wybierana Jest najmniejsza. H ChooseO wskazywane jest
odpowiadające jej ograniczenie pierwotne. U procedurze Choose wskazywane 
JesL ograniczenie najbardziej naruszone przez rozwiązanie aktualnej 
relaksacji typu (Z) dla dwóch ograniczeń w zadaniu pierwotnym.
81G0RYTH H3
U procedurze ChooseO wyznaczane są naruszenia wszystkich ograniczeń 

pierwotnych przez trywialne rozwiązanie zadania <P> bez ograniczeń <xt = 
1. dla 1=1,...,n). Uzyskane wartości naruszeń są sortowane w porządku 
ilerosnącym. U ChooseO wskazywane Jest ograniczenie pierwsze w kolejności. 
Procedura Choose wskazuje w każdej iteracji następne w kolejności 
ograniczenie pierwotne. 
ilGORYTH H4
H procedurze ChooseO wyznaczane są naruszenia wszystkich ograniczeń 

pierwotnych przez trywialne rozwiązanie zadania (P) bez ograniczeń (x =
U dla 1=1..... n ). Uzyskane wartości naruszeń są porównywane i wybierana
¡83t największa. H ChooseO wskazywane Jest odpowiadające jej ograniczenie 
pierwotne. 11 procedurze Choose wskazywane Jest ograniczenie najbardziej 
Pa-uszone przez rozwiązanie aktualnej relaksacji typu (2).
Algorytm heurystyczny H stosowany może byó w zadaniach załadunku typu 

•Pł. w których m > 2. U przypadku gdy nt “ 2 f należy do rozwiązywania
odpowiednich zadart (D) stosować wprost Algorytm ZH2.

LEksperument obilczenlowu

Obliczenia wykonane dla zadań testowych wybranych z literatury miały na 
talu sprawdzenie praktycznej przydatności przedstawionych algorytmów 
•yznaczania górnych oszacowań pierwotnej wartości optymalnej w zadaniach 
| ładunku z wieloma ograniczeniami. Dla każdego z zadart testowych 
•’¿znaczono przybliżenie rozwiązania optymalnego w zadaniu dualnym (D)
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Algorytmami H1+H4 oraz rozwiązano zadanie <D’ ) Algorytmami QS1+QS8. 
Pozwoliło to rta wskazanie najskuteczniejszych wariantów algorytnsi 
ąuasi-subgradientowego i schematu heurystycznego oraz na porównanie 
t b z u I tatów uzyskanych tymi dwoma metodami.

Zadania testowe o postaci (P) zostały wybrane z prac: C3 i (oznaczono Je
FLEIS), £10] (oznaczono Je PETE1+PETE7), Cli 3 (oznaczono Je PLAT1 i 
PLAT2 >, (12 3 (oznaczona Je SET01 i SET02 3, C13 3 (oznaczono Je SHI01+SHI3D) 
oraz [19 3 (oznaczono je UEIH1+8). Poniżej podano ich rozmiary.

Poz.lit. Hazwa n m

HEIH1+6 28 2
HEIH7.8 10S 2

PLAT1 28 4
PLAT2 35 4
PETE6 39 5
PETE7 50 3
SHI01+0S 30 5
SHI00+09 40 5
SHI10+13 50 5
SHI 14+17 00 5

Poz. lit. Hazwa i n m
SHI18+21 j 70 5

(133 SHI22+25 | 80 S
SHI20+30 | 90 S

(3 3 FLEIS | 20 10
PETE1 II 8 10
PETE2 | 10 10

(103 PETE3 S 13 10
PETE4 i 20 10
PETE5 | 28 10

(12 3 SET01,2 | 00 30

Tab. 1
Hszystkie obliczenia testowe przeprowadzono na mikrokomputerze zgodny»

z IBM AT, pracującym z zegarem 10 MHz i wyposażonym w koprocesor
arytmetyczny. Programy napisano w języku Pascal. Do rozwiązywania 
klasycznych zadań załadunku z jednym ograniczeniem w algorytmach QS 1.ZU8 
(symboliczna procedura QK) wykorzystano procedurę PKnap z modułu SOLSACK 
(-63. H algorytmie QS przyjęto Jmco<= t1 = 2.0 i y = 0.8S dla
geometrycznie zbieżnego ciągu współczynników kroku oraz j = m + 6 iA max
Ł =2.0 dla ciągu “pierwiastkowego”. Ponadto zatrzymywano w ni» 
obliczenia, gdy liczba iteracji bez poprawy wartości q przekraczała 
S + Lm / 10J.

U poniższej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentu. Zawiera ona
wyznaczone w całej grupie zadań testowych średnie wartości wybranych 
parametrów: względnej wielkości odstępu oszacowania od, pierwotnej wartości 
optymalnej (100M-Cq - v(P>3xV(P) - p, liczby rozwiązanych relaksacji (Z)' 
z, całkowitego czasu obliczeń — t (w sek ) oraz czasu zużytego na 
rozwiązywanie relaksacji - s (w sek. ). Podano także różnicę czasów t i s, 
która charakteryzuje nakład obliczeń związany z cechami algoryti® 
rozwiązywania zadania (D>, a nie z Jakością algorytmu rozwiązywania 
relaksacji (Z). 2 powodów podanych w podsumowaniu zamieszczono dodatkowo
wartości t’ i s ’ wyznaczone z pominięciem zadań PETE6 i 7 oraz PLA'11 1 2-
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- ... . .. ..... _ _ _
Alg. P z t t' s s * t - s

OSI 0. 63 13 8. 30 3. 67 6. 13 3.26 2.13
QS2 0. 93 11 8. 03 4. 63 4. 23 2. 82 1. 82
QS3 0. 66 12 8.26 4. 72 6. 57 2. 87 1.69
QS4 0. 94 11 6. 60 4. 81 4. 83 2. 61 1.77
QS3 0. 66 12 7. 42 3. 18 3. 31 3. 04 1.91
QS6 0.73 11 6. 59 4. 83 4. 74 2.55 1.83
QS7 0. 69 12 7. 36 3. 23 3. 70 3.16 1.66
QS8 0. 78 11 6. 92 4. 61 3. 11 2. 36 1. 81
Hi 0. 85 23 82. 42 6. 23 81.33 3.44 0. 87
H2 0. 80 24 26. 05 6. 43 23.18 3. 62 0. 87
H3 0. 93 13 79. 31 3.39 78. 38 2. 94 0. 73
H4 0. 86 13 32. 75 3.77 31.88 3. 07 0. 77

Tab. 2

8. Podsumowanie

Ha podstawie Tabeli Z można stwierdzić, że geometrycznie zbieZny ciąg 
«spałczynników kroku w Algorytmie QS, przy przyjętych w teście wartościach 
parametrów wyjściowych, pozwala uzyskiwać oszacowania lepsze niż ciąg 
■pierwiastkowy". Modyfikacja kierunku poszukiwań nie poprawia skuteczności 
tego algorytmu. Zmiana sposobu wybierania startowego mnożnika ograniczenia 
zastępczego nie wpływa praktycznie na Jakość uzyskiwanych rezultatów. 
SSrOd badanych wariantów algorytmu quasi-subgradientowego skutecznością 
»yrńżniają się QS3 i QSS.
HśrOd algorytmów heurystycznych najlepsze oszacowania pierwotnej 

artości optymalnej uzyskiwano Algorytmami HI i H4. Oszacowania, ktOre 
oznaczano używając wariantu QS3 lub QS5 , były lepsze od najlepszych 
¡szacowań heurystycznych. Potwierdza to przybliżony charakter rozwiązań 
zadania dualnego, ktćre wyznaczane są według schematu H. Algorytmy H3 i H4 
charakteryzują się wyraźnie mniejszą liczbą rozwiązanych relakqacji. H 
Przypadku zadań pierwotnych o mniejszej liczbie ograniczeń aktywnych w 
oznaczonym ograniczeniu zastępczym (np. PETE1+5, FLEIS, SHIOlw-SO) liczba 
h jest mniejsza od liczby relaksacji przyciętnie rozwiązywanych w 
»Igorytmie OS. Dla zadań o większej liczbie ograniczeń tworzących wynikowe 
graniczenie zastępcze (np. PETE6 i 7, PLAT1 i 2, SET01 i 2) relacja ta 
Jest odwrotna i trzeba stwierdzić, że przedstawiona metoda heurystyczna 
¡sat mniej przydatna w takim przypadku. Biorąc pod uwagę jakość oszacowań 
1 liczbę rozwiązanych relaksacji, można stwierdzić, tu Algorytm H4 Jest 
55Jlepszym wariantem metody heurystycznej. Jego czas t ’ należy do 
hjmniejszych spośrOd wszystkich badanych algorytmćw.
Kależy Jeszcze zwrócić uwagę na wystąpienie długich czasów 

Owiązywania relaksacji budowanych w algorytmach heurystycznych dla zadań 
'tlES i 7 oraz PLAT1 i 2 - stąd duże wartości t i s w Tabeli 2. Powodem
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jest pojawianie się w pierwszych iteracjach tych algorytmów zadart 
załadunku o silnie skorelowanych danych (por. C16]). Taki Jest bowiem 
charakter najbardziej “napiętych’* ograniczeń pierwotnych w wymienionych 
zadaniach. U metodzie heurystycznej ograniczenia zastępcze są początkowo 
budowane wyłącznie w oparciu o te najbardziej “napięte“ ograniczenia. 
Natomiast przy wykorzystaniu Algorytmu QS to zjawisko nie występuje, 
bowiem zastosowane w nim mnożniki startowe powodują od początku działania 
algorytmu konstruowanie ograniczeń zastępczych, które uwzględniają 
wszystkie lub prawie wszystkie ograniczenia pierwotne.
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ON CALCULATING EQUIVALENT CONSTRAINTS IN THE BRANCH-AND-BOUND METHOD 

S u m m a r y
A survey of the algorithms of solving the equivalent dual problem 

which are useful for calculating upper bounds of the optimal value in 
discrete programming problems is presented. Results of the computational 
experiment performed to compare . several variants of the algorithms are 
summarized.

0 BblHHCJlEHHH 3AMEHHMbIX OfPAHHHEHHtf B METOflE PA3flEriEHHi? H CL1EHKH 

P e 3 jo m e
B pa6oTe npoBeneH o63op npHroflHMX anropHTMOB pemeHHsi jjb oft ctb ohhoA 

oaaaMH 3atieHHMoro orpaHhHeHHfl, mto6m onpeaennTb ouemcy nepBOHana/ibnoro 
oriTHManbHoro onan &hh a ana 3anaH uenoHHCJiHTenb hopo nporpa»HpoBaHKa. Ka 
ocHOBaHHH pesynbTaTOB pacneTHoro SKcnepn MeHTa yKa3anb! caiibie 3<jxj>eK7n b Hbie 
eapHaHTH npencTdBjieHbix cx©m.


