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O PEWNYM PROBLEMIE SYNTEZY DWÓONIKÓW PASYWNYCH LC

Streszczenie. W artykule sformalizowano problem syntezy dwójników 
pasywnych LC, sprowadzający się do wyznaczenia funkcji reaktancyj- 
nych dwójników, gdy zadane sę wartości tych funkcji w skończonej 
liczbie punktów. Podano warunek istnienia rozwięzania postawionego 
problemu syntezy.

1. Wprowadzenie

W teorii syntezy układów liniowych proces syntezy przeprowadza się 
(por. np. [3], [V]) w dwóch kolejno po sobie następujęcych etapach;

1. Etap aproksymacji polegajęcy na określeniu transmitancji dwójnika 
(wielowrotnika), spełniajęcej warunki fizycznej realizowalności dwójnika 
w przyjętej klasie elementów.

2. Etap przyporzędkowania danej transmitancji konkretnego modelu fizy­
cznego dwójnika (proces ten Jest z reguły niejednoznaczny).

W pracy zagadnienie syntezy dwójników pasywnych LC postawiono inaczej, 
formalizujęc je Jeko pewien problem interpolacji. Przyjęto, że funkcje 
interpolujące sę funkcjami wymiernymi oraz wykazano, że funkcje te speł­
niają warunki konieczne 1 wystarczające realizowalności dwójników w kla­
sie LC.

Wymieniony problem syntezy nie Jest nowy i znajduje wiele zastosowań, 
np. w układach kompensacji mocy biernej £l], £2]. w literaturze (np. [i]) 
istnieją przykłady rozwiązań tego problemu dla niewielkiej liczby węzłów 
funkcji Interpolującej, brak Jest natomiast analizy i warunków istnienia 
rozwiązań wymienionego problemu dla dowolnej, lecz skończonej liczby 
węzłów. Istnieją również przykłady [12] świadczące o tym, że nie zawsze 
wymieniony problem syntezy ma fizykalne rozwiązanie. W pracy [jll] wymie­
niony problem syntezy rozwiązano dla pewnej szczególnej podklasy dwójni­
ków klasy LC, natomiast w niniejszym artykule przeanalizowano warunki 
istnienia rozwiązania tego problemu w całej klasie dwójników LC.
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2. Formalizacja problemu ąyntezy

Sformalizujmy obecnie problem syntezy dwójników L C :

PROBLEM SYNTEZY PS.l
Wyznaczyć funkcję rektancyjnę 8r , określonę wzorem:

f i  ^  - ¿ f i +i>
Br(w2) » £  . ---------------  A 6 R (1)

f i  fa*-5Ł)i-i 2 1

gdzie:

{dla i ■ 2k * 1, k e N, zera funkcji reaktancyjnej

(2 )

dl8 i « 2k, k e N, bieguny funkcji reaktancyjnej

*- * *
0 sS cOA <  ct>2 <  ... <  oo2n (3)

lub

O ś  « Ł <  £ 2 <  ... <  £ 2n <  £ 2n+1 (4)
przy założeniu, że dane sę wartości tej funkcji w skończonej liczbie 
punktów Ob^j

OJh » ho) • h , h 6 Ng C N, T e R* (5 )

gdzie:
Ng - pewien skończony podzbiór zbioru liczb naturalnych,

oraz, że wartości funkcji Br w punktach o)^ spełniaję warunki określo­
ne wzorem

Br (Wh) - . B h . h 6 NS . Bh e R (6 )

gdzie:
B^ - zadane stałe.

Uwaga

1. Warunek narzucony wzorami (3), (4) na zera i bieguny funkcji Br 
nosi nazwę "warunku przeplatania" zer i biegunów.

2. Zbiór wszystkich dwójników klasy LC opisywany funkcję określonę wzo­
rem (1 ) można podzielić na cztery rozłęczne klasy,charakteryzujące się róż­
nymi własnościami funkcji Br przy dężeniu ich argumentów do zera i do nie­
skończoności.
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Klasa Ol

co  ̂/ O, A >  0, znak * ♦ " w liczniku wzoru (l).

Dwójniki taj klasy spełniaj« warunki:

lim B ■ -oo (7 )
00->-0

lim a - 00 (B )
co-»- 00

Klasa 02

o>j /< O, A <  O, znak “ - “ w liczniku wzoru (l)

Dwójniki taj klasy spełniaj« warunki:

lim B « - 00 (9)
co -»O r

lim B - O. (10)
co

Klasa 03

*cOj « O, A >  O, znak * * “ w liczniku wzoru (1)

Dwójniki tej klasy spełniaj« warunki:

lim B » - 00 (li)
c o -* -O  r

lim B - O. (12)
Cx) ->• 00

Klasa 04

W j  » O, A <  O, znak " - * w liczniku wzoru (l)

Dwójniki tej klaay spełniaj« warunki:

lim B w O, (13)
co-»O

lim B - O. (14)
C0-»-°o

Przedstawiony problem syntezy (PS.I) sprowadza się do rozwiązania nastę- 
pujęcego układu równań algebraicznych nieliniowych:
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n n
-Bh hco J~[((hw)2 " A J~J ((hw)2 - <5

i-i i- 1

h 6 Ng , (15)

w .  m .

względem niewiadomych A, S)^, w 2 ,..., &>2n (ewentualnie ^ n + l ^ *  PrzV
czym niewiadome (zera 1 bieguny funkcji Bp) ¿r ( i e { l  2n| lub
i 6 {l,...,2n+l}) powinny spełniać warunek przeplatanie określony wzorami 
(3) lub (4).

Przyjęcie C O ^ O  lub COĵ  » O oraz znaków " + ■ lub • - “ we wskaź­
niku 2n +_ 1 wyetępujęcym we wzorze (15) determinuje wybór przyjętej do 
realizacji klasy dwójników LC. Rozwiązanie układu równań (15) pozwala 
więc wyznaczyć zera i bieguny funkcji wymiernej (l). Funkcja ta będzie 
spełniała warunki konieczne i wystarczajęce realizowalnońci w klasie 
dwójników LC, gdy [V]:

- współczynnik A posiada znak odpowiedni dla przyjętej do realizacji 
klasy (Dl, 02, 04) dwójników,

- zera 1 bieguny funkcji wymiernej spełniać będę warunek przeplatania 
(por. wzory (3), (4)).

Rozwięzanie problemu syntezy (PS.I) wymaga:

- wykazania istnienia rozwięzań silnie nieliniowych układów równań (15) 
wraz z podaniem konstrukcji efektywnej procedury rozwlęzywanla tego 
układu równań i zawierajęcej sposób doboru przybliżenia początkowego,

- wykazania. Ze przy odpowiednio dobranym przybliżeniu początkowym istnie­
je rozwięzanie wymienionego układu równań, spełniające warunki realizo- 
walności w klasie LC, tzn. "warunek przeplatania" zer i biegunów.

Ponieważ wykazanie wymienionych faktów Jest rzeczą bardzo trudną (me­
todami Jakościowymi), por. np. |VJ, [ixf|, sprowadźmy problem syntezy 
(PS.I) do postaci umożliwiającej wykorzystanie teorii operatorów linio­
wych do Jego rozwiązania.
W tym celu zauważamy. Ze funkcję Br (wzór (l)) przedstawić można w pos­
taci następujących wzorów:

- dla dwójników klasy Ol

gdzie t

n+1
Liw2 ) - (-l)n+1 ^  (-1 ) 1  a2i to2 1 (17)

1-0
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n

m(o>2) = (-l)n (-1 ) 1 a2 1+ 1 w 21 (18)
i-0

- dla dwójników klasy 02

Br(w) - określa wzór (16) przy H ■ -1, przy czym: 

n
L(<x?) = (-1)" ^  (-1) 1 a2i o)2i (19)

1-0

M(a/*) określa wzór (18),

- dla dwójników klasy 03

2
B (u>) = Ho0 ^ U -  . H • 1 (20)

M (uT)

gdzie:

L(a^) - określa wzór (19),
M(w2 ) - określa wzór (18),

- dla dwójników klasy 04

Br (o>) określa wzór (20), przy H - -1,

oraz

n- 1
LfcJ2) - (-l)n+1 (-1)1 a2 i u)2 1 . (21)

1-0
n

M ( ^ )  - (-1)" ^T] (-1)1 a2i+1 o)21. (22)
1=0

Współczynniki wielomianów występujących we wzorach (17), (18), (19)- 
(21), (22) muszę być dodatnie. Wzory (17), (18), (19), (21), (22) umożll- 
wiaję sprowadzenie problemu syntezy (PS.I) do rozwięzania pewnego układu 
równań liniowych względem zadanego podzbioru współczynników wielomianów 
L,M.

Wyznaczanie wszystkich współczynników wielomianów L, M, a zatem wy­
znaczanie wszystkich zer (biegunów) funkcji Br> co łatwo wykazać, pro­
wadzi zawsze do jednorodnego układu równań liniowych. MoZna również wyka­
zać [li], Ze wymieniony układ równań jednorodnych ma wyłęcznie rozwięza- 
nie zerowe. Poprzez proste obliczenia można również sprawdzić, że wyzna­
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czanie części współczynników wielomianu L oraz części współczynników 
wielomianu M, a zatem wyznaczanie części zer i części biegunów funkcji 
Sr prowadzi doi

- niepoZędanego zwiększania stopnia funkcji B r>
- Jednorodnego układu równań liniowych względem niewadomych współczynni­

ków wielomianów L,M, który posiada wyłęcznie rozwięzania żarowa.

Z przedstawionych powodów konieczne Jest założenie znajomości wszyst­
kich biegunów (zer) funkcji Br i wyznaczanie wszystkich współczynników 
wielomianu l (m ) drogę rozwięzania pewnego układu równań liniowych. Tak 
więc sformalizujmy następny problem syntezy:

PROBLEM SYNTEZY PS.II

Ola przyjętej klasy (ol do 04) dwójnlków LC wyznaczyć współczynnik 
wielomianu L majęc dane:

- n - zer £>2 k £ ^ *•••• *n } ) odpowiedniego wielomianu M (tzn. wszyst­
kie bieguny funkcji Br) , spełniajęce warunki:

A  5 2 k > S , 2k-2* " 2 k > 0 * <23>
k e { 1  n }
n e N

- m - wartości funkcji Br dla częstotliwości o>h , równych:

A  Br H >  ■ - Bh , m ■ card Ng , B^ 6 R , (24)
h e Ne

gdzie 1
- zadane warości funkcji Br dla zadanych częstotliwości u)^.

Zera wielomianów L,M powinny spełniać warunek ‘przeplatania''.

3. Rozwiązanie problemu syntezy PS.II

Rozwiązanie przedstawionego problemu syntezy (PS.Il) więZe się z prob­
lemem istnienia pewnych rozwiązań układu równań liniowych, których postać 
różni się nieznacznie dla różnych klas (ol) do (04) dwójników LC. Zapisz­
my wymieniony układ równań dla należącego do klasy (D2), co w niczym nla 
zmniejszy ogólności przeprowadzanych w dalszym ciągu rozważań i nie 
wpłynie na ogólność uzyskanych wyników.
Układ równań dla dwójnlka rzędu n-tego (n - liczba parzysta) ma postać:

V a • b (25)
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gdzie:

* |̂a0 * -a2' a4'*** *""a2n-2* a2n3 ' C**'m ®  * n + 1

A  f a2k > .°  <26)
k 6 |o,...,n}

- [BiwiM(ĉ >  W K 2) V p M(ap2)] T
h e ns, Bh e r .

p « max h, (27)

cavd Ng » n + 1, 

dim b « n + 1.

1 c ^ 2 ... Wl2n-4 O) 2n~2 
1 o^2"

V  - 1 — ... CUh2"-4 oj 2n~2 
h w  2nh

1 W 2"“2
P " p “

(28)

Z założenia cd^ / odj (dla i ¡1 J, i,J e Ng ), a więc macierz V  
o wymiarze n + 1, Jest mecierzę Vandermonde* a i Jest ona nieosobliwa 
[V]. Układ równań (25) Jest układem Cramera i posiada zawsze rozwięzanla 
niezerowe £8]. Twierdzenie Cramera nie podaje warunków istnienia rozwlę- 
zań układu równań (25) o postaci określonej wzorem (26). tzn. o znakach 
zmieniajęcych się na przemian, co stanowi warunek konieczny realizowalnoś- 
ci funkcji reaktancyjnej dwójnlków LC [V].

Zauważamy, że znaki składowych wektora b (wzór (27)) dla założeń 
przyjętych przy formalizacji problemu PS.II mogę być dowolne. Oeżeli nie 
zachodzi zgodność znaków składowych wektorów a  b o tym samym indeksie, 
to wydaje się ż e , niemożliwe Jest wykazanie dodatniości współczynników 
wielomianu L, a tym samym wykazanie warunku koniecznego realizowalności 
funkcji 8p w klasie dwójników LC metodami Jakościowymi £4], (VJ, [V].

Załóżmy więc, że zachodzi zgodność znaków wektorów a b  o tym samym 
indeksie (warunki, przy których założenie to Jest spełnione, zostanę 
przeanalizowane w dalszej części artykułu).

Zdefiniujmy stożki Ta(n+1, Rn+1). s e {l.2.3.4} [4], [5], zgodnie 
ze wzorem:
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T (n+1 ,Rn+1) -
s ^  b2 < 0 ......b^-^ 0, bh+1>0,dla s«l
S T i b l > °'

|b * Lbl'b2  bn+ll eRn+1»< bj^O, b2 <0.... ,bh > 0 ,  bh+1<0, dla s«2 

b1< 0 ,  b2 >0,...,bh < 0 ,  bh+1>0,dla s=3 

b1< 0 ,  b2 >0,... ,bh > 0 ,  bh+1<0,dla smdj

(29)

Warunek konieczny realizowalności dwójnlków LC będzie spełniony (tzn. 
wszystkie współczynniki wielomianów L uzyskane drogę rozwiązania układu 
równaó (25) będę dodatnie), gdy operator. V*1 (opisany macierzą V -* 
odwrotną do macierzy określonej wzorem (28)) będzie odwzorowywał stożki 
(29) w siebie.

v-1 : T s(n+1, Rn+1) — »-V-1 TS (n+l, Rn+1) C  T8(n+1, Rn+1)

s e {l,2,3,4} (30)

Z definicji mnożenia macierzy wynika wprost, że operator V*1 będzie od­
wzorowywał stożki (29) w siebie, gdy znaki elementów v~j macierzy V -1
spełniają warunki:

sgn V“j = (-l)i+J (31)

gdzie:
i,j - indeksy: wierszowy i kolumnowy elementu macierzy V - *.

Zbadajmy, kiedy warunki określone wzorem (31) dla macierzy V -1 są 
spełnione.
Można wykazać [V], że jeśli częstotliwości c*)̂  6 R+ , h £ Ng użyte do 
konstrukcji macierzy Vandermonde’a tworzą ciąg rosnący, to macierz 
Jest znakoregularna, tzn. wszystkie minory k-tego rzędu (k £•[ 1,...,n+l}) 
tej macierzy są dodatnie.

Z powyższego stwierdzenia, definicji macierzy odwrotnej oraz faktu, że 
transpozycje macierzy, której minory n-tego rzędu są dodatnie, nie zmie­
nia znaku dopełnień algebraicznych n-tego rzędu tej macierzy wynika, że 
jeśli częstotliwości użyte do konstrukcji macierzy Vandermonde'a
tworzą ciąg rosnący, to elementy macierzy V “1 spełniają warunek określo­
ny wzorem (31).

Przejdźmy obecnie do określenia warunków, przy których zachodzi zgod­
ność znaków odpowiadających składowym wektorów a b .  Można przypusz­
czać, że warunki te będą dotyczyć:

- sposobu doboru częstotliwości przyporządkowanych zadanym biegunom funk­
cji B r i usytuowania względem nich częstotliwości przyporządko­
wanych zadanym wartościom funkcji Br , oznaczonym przez Bu,
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- charakteru Jakościowego zmian wartości Bh w funkcji częstotliwości.

Zapisując wzory określające funkcje Br dwójników należących do klas 
Dl - 04 w postaci:

lub H = *_ 1

B (W) = H tO . (33)
r M°(uT)

(por. wzory (16), (20), przy czym

- l (cp^) - określają dla przyjętej klasy dwójników wzory (17), (19) , (21)

n
M°(i02) - ]~| (co2 - 5 > * )  , h G N (34)

±B 1

oraz wykorzystując wzór (24) i posługując się metodą indukcji można wyka­
zać, że warunki konieczne i wystarczające zgodności znaków składowych 
wektorów a  b są następujące:

- dla dwójników klasy Dl

O < 0 0 1 < a > 2 <  o>2 . (35)

A  W 2k-2 <  ̂ h  <  A k  ' k e {* "} (36)
h e n 8
h >• 2

d 1 >  O dla co * b2 <  O dla CO = co2#

A  Bh > 0 '
h G Ns
h >  2

(37)

- dla dwójników klasy 02

A A k - 2 <  tó2 k ‘ k 6 i 1  "} (30)
h G Ng

A Bh >  °* (39)
h s n
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- dla dwójników klasy 03

A  cS2k-2<a,h< 2̂k' ke i1 "} <40>
h e Ng

/ \  Bh <  O. (41)
h 6 N8

- dla dwójników klasy 04 

*
A  “ 2k-2< Wh<&J2k' k e {X n> <42>

h 6 Ns

A  Bh <  °* <« )
h 6 Ng

We wzorach (35) do (43) wielkości to2 k , k 6 {l,...,n} oznaczaj« 
częstotliwości przyporządkowane biegunom funkcji reaktancyjnej danej 
klasy dwójników LC, a wielkości oznaczają częstotliwości przypo­
rządkowane stałym B^.

Wykażemy obecnie. Ze funkcja wymierne Br uzyskane drogą rozwiązania 
problemu PS.II, zgodnie z kryterium doboru klasy dwójników podanym po­
wyżej, są funkcjami reaktancyjnymi, tzn. spełniają warunek realizowalnoś- 
ci przeplatania się zer i biegunów) funkcji wymiernych w postaci dwójni­
ków LC.

Rozwiązania, podobnie jak poprzednio, przeprowadzimy dla dwójników 
klasy 02, co w niczym nie umniejsza ich ogólności i co zachodzi również 
(jak łatwo sprawdzić) dla pozostałych klas dwójników.

Funkcję wymierną Br opisującą dwójniki naleZące do klasy 02 określa 
wzór (16) przy H » -1. Wykażemy, Zet

A
/\- * °* ke  {44)

W ^ 2 k

Ze wzoru (16) wynika. Ze

M r(u) U a ? )  ufa2) . m  - a ^ )  uHfcf)

------------ 7 W ---------------

Mianowinlk wzoru (45) jest ściśle dodstnlo określony z wyjątkiem przy­
padków: CO « 0, m (u^) ■ 0 (znanych biegunów).

3B
Zatem * 0 wtedy, gdy licznik wzoru (45) Jest równy zeru.
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Licznik wzoru (45) można przedstawić w postaci:

l (cj2 ) ^( o J2) - OJ . cd2k, k £ { l ..... n} (46)

gdzie:

(47)

Załóżmy, że istnieje taki punkt tOx 6 R+ . w którym licznik wzoru (45) 
określony wzorem (46) Jest równy zeru. Zauważamy, Ze na współczynniki 
wielomianu L, wyznaczane drogę rozwięzywania układu równań (25) narzuco­
ne Jest (n+1) więzów (n e N ) , które spełnlaję ten układ równań. Uzu- 
pełniajęc układ równań (25) równaniem uzyskanym ze wzoru (46) dla a)« a>x , 
można wykazać posługujęc się twierdzeniem Kroneckera C8] (podobnie Jak 
w pracy C“ ]). ze uzyskany układ h + 2 równań Jest sprzeczny, a tym sa­
mym wykazuje się, że dla każdej częstotliwości cox 6 R+ liczniku wzoru 
(45) nie może być równy zeru.

Analiza wzoru (l) z wykorzystaniem warunku określonego wzorem (44) poz­
wala stwierdzić. Ze prawdziwa Jest implikacja

a zatem spełniony Jest warunek wystarczajęcy realizowalności dwójników LC.

Podsumowanie przeprowadzonych rozważań stanowi 

LEMAT 1

Jeżeli częstotliwości przyporzędkowane stałym B^ tworzę cięg rosnęcy, 
a stałe i bieguny funkcji wmiernej Bp spełnlaję warunki określone
wzorami (35) - (43), w zależności od przyjętej klasy (ol-D4) realizacji 
dwójników, to problem syntezy PS.II w przyjętej klasie dwójników LC ma 
zawsze jednoznaczne rozwięzanie. MoZna również wykazać, posługujęc się 
metodę podanę w pracy Cn ]< że jeśli stałe B^ nie spełnlaję warunków 
określonych wzorami (35)-(43), to problem syntezy PS.II również ma 
zawsze rozwięzanie.

OJ e R

(48)

o)/ COzk 

k 6 { l  n}0 • • •
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4, Podsumowanie

W artykule przeprowadzono formalizację problemów syntezy:

PS.I - sprowadzającą się do rozwlęzania układu nieliniowych równah 
algebraicznych,

PS.11 - sprowadzajęcę się do rozwięzanla układu równah liniowych.

wykazano. Ze przy spełnieniu warunków określonych wzorami (35)-(43) 
problem syntezy PS.11 ma zawsze rozwięzanie, realizowalne fizycznie 
w postaci dwójnika pasywnego LC.
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0 HiKVOPO/l nPOkMIlS CHHIE3A 
IIA.OCHBHKX iByxn0JIEBKHK03 LC

P e 3 10 M e

B pafioT e c ^ e jia H a  ¡SopMajM3am£a npobjieM H CHHT83a naccHBHHX LC A B yxnojiioc- 

HHKOB, CBOMStaKCH K onpeAejieHHK) ¿yHKU,HH peaKHBHbLX AByxnojUOCHKKOB, A M  

H3BeCTHHX 3Ha'ieHHH 3 T 0 %  (SyHKIWH B KOHe’IHOM KOJIHHeCTBe TO 'teK . MHO y cx o B jie  
cymecTBOBaHHa pem eH ua n o c ra s jie H H o ii npoG jien ti C H H ie a a ,

ON A CERTAIN PROBLEM OF PASSIVE 
ONE-PORT LC SYNTHESIS

S u m m a r y

The problem of synthesis of passive LC, one - ports reitself to 
the determination of one - port reactance function, with the values of 
these function assigned in a finite number of points, has been formalized 
in the paper. The condition under which a solution of the synthesis 
problem stated exists has also been given.


