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0 PEWNYM PROBLEMIE SYNTEZY DWOONIKOW PASYWNYCH LC

Streszczenie. W artykule sformalizowano problem syntezy dwéjnikéow
pasywnych LC, sprowadzajacy sie do wyznaczenia funkcji reaktancyj-
nych dwéjnikéw, gdy zadane se wartosci tych funkcji w skornczonej
liczbie punktéw. Podano warunek istnienia rozwiezania postawionego
problemu syntezy.

1. Wprowadzenie

W teorii syntezy uktadéw liniowych proces syntezy przeprowadza sie
(por. np. [3], Dﬂ) w dwéch kolejno po sobie nastepujecych etapach;

1. Etap aproksymacji polegajecy na okresleniu transmitancji dwéjnika
(wielowrotnika), spedniajecej warunki fizycznej realizowalnosci dwéjnika
w przyjetej klasie elementow.

2. Etap przyporzedkowania danej transmitancji konkretnego modelu fizy-
cznego dwojnika (proces ten Jest z reguty niejednoznaczny).

W pracy zagadnienie syntezy dwéjnikédw pasywnych LC postawiono inaczej,
formalizujec je Jeko pewien problem interpolacji. Przyjeto, ze funkcje
interpolujace se funkcjami wymiernymi oraz wykazano, ze funkcje te spet-
niajg warunki konieczne 1 wystarczajace realizowalnosci dwéjnikéw w kla-
sie LC.

Wymieniony problem syntezy nie Jest nowy i znajduje wiele zastosowan,
np. w ukkadach kompensacji mocy biernej £1], £2]. w literaturze (np. [i])
istniejg przyktady rozwigzan tego problemu dla niewielkiej liczby wezkéw
funkcji Interpolujacej, brak Jest natomiast analizy i warunkéw istnienia
rozwigzan wymienionego problemu dla dowolnej, lecz skonczonej liczby
wezdow. Istniejg rowniez przyktady [12] $wiadczace o tym, ze nie zawsze
wymieniony problem syntezy ma fizykalne rozwigzanie. W pracy [Il] wymie-
niony problem syntezy rozwigzano dla pewnej szczeg6lnej podklasy dwéjni-
kow klasy LC, natomiast w niniejszym artykule przeanalizowano warunki
istnienia rozwigzania tego problemu w catej klasie dwéjnikéw LC.
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2. Formalizacja problemu agyntezy

Sformalizujmy obecnie problem syntezy dwéjnikéw LC:

PROBLEM SYNTEZY PS.I
Wyznaczyé funkcje rektancyjne 8r, okreslone wzorem:

fi A oo fidi>
Br(w2) » £ . ——mmmmmm A 6R (¢))

fi fa*-5¢)

gdzie:
i m2k * 1, k eN, zera funkcji reaktancyjnej
(2)
i « 2k, k e N, bieguny funkcji reaktancyjnej
0 SSCOA< b2 < ... < oo2n ®)
Tub
08 «b< £2 < ... < £2n< £ 2n+1 @)
przy zatozeniu, ze dane se wartosci tej funkcji w skonczonej liczbie
punktéw Ob"j
0Jh » ho) = h . h 6 Ng C N, T e R* ®)

gdzie:
Ng - pewien skonczony podzbiér zbioru liczb naturalnych,

oraz, ze wartosci funkcji Br w punktach o)* spedniaje warunki okreslo-
ne wzorem

Br (Wh) -.Bh. h 6NS. Bh eR ®)

gdzie:
BN - zadane state.

Uwaga

1. Warunek narzucony wzorami (3), (4) na zera i bieguny funkcji Br
nosi nazwe "warunku przeplatania™ zer i biegunéw.

2. Zbior wszystkich dwéjnikéw klasy LC opisywany funkcje okreslone wzo-
rem (1) mozna podzieli¢ na cztery rozteczne klasy,charakteryzujace sie roz-
nymi whasnosciami funkcji Br przy dezeniu ich argumentéw do zera i do nie-
skonczonosci .
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Klasa Ol

c/ 0, A> 0, znak * ¢ " w liczniku wzoru (I).

Dwéjniki taj klasy spedniaj« warunki:

lim B wm-o00 @
00->-0
lim a -00 ®)
co-»-0
Klasa 02
o>j <0, A< 0, znak “ - “ w liczniku wzoru (I)

Dwojniki taj klasy spedniaj« warunki:

lim B «-00 ®
co-»0 r
lim B -0. (10)
co
Klasa 03
c0j «0, A >0, znak ** “ w liczniku wzoru (1)

Dwéjniki tej klasy spedniaj«warunki:

lim B »-00 (1)
co-*-0 r

0|()ir2.(DB -o0. a2

Klasa 04

Wj » 0, A< 0, znak "- * w liczniku wzoru (I)

Dwéjniki tej klaay spedniaj«warunki:

lim B woO, (13)
co-»0
lim B - 0. a4
CO-»—°0

Przedstawiony problem syntezy (PS.1) sprowadza sie do rozwigzania naste-
pujecego uktadu réwnan algebraicznych nieliniowych:
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n n
-Bh hco J~[((hw)2 A (W2 - S
i-i i-1

h 6 Ng, (15)

wzgledem niewiadomych A, ), w2,..., &2n (ewentualnie ~n+I12~* Przv
czym niewiadome (zera 1 bieguny funkcji Bp) ¢r (ie{l 2n] lub
i6{l,...,2n+1}) powinny spe#niaé¢ warunek przeplatanie okreslony wzorami
3) lub ).

Przyjecie CO~O0 lub Q@j* » O oraz znakéw ™ + m lub < - “ we wskaz-
niku 2n + 1 wyetepujecym we wzorze (15) determinuje wyboér przyjetej do
realizacji klasy dwojnikéw LC. Rozwigzanie uktadu réwnan (15) pozwala
wiec wyznaczy¢ zera i bieguny funkcji wymiernej (1). Funkcja ta bedzie
spedniata warunki konieczne i wystarczajece realizowalnonci w klasie
dwéjnikéw LC, gdy [V]:

- wspotczynnik A posiada znak odpowiedni dla przyjetej do realizacji
klasy (DI, 02, 04) dwdjnikow,

- zera 1 bieguny funkcji wymiernej spe#nia¢ bede warunek przeplatania
(por. wzory (3), (4))-

Rozwiezanie problemu syntezy (PS.l) wymaga:

- wykazania istnienia rozwiezan silnie nieliniowych ukfadéw réwnan (15)
wraz z podaniem konstrukcji efektywnej procedury rozwlezywanla tego
uktadu roéwnan i zawierajecej sposéb doboru przyblizenia poczatkowego,

- wykazania. Ze przy odpowiednio dobranym przyblizeniu poczatkowym istnie-
je rozwiezanie wymienionego ukdadu réwnan, spedniajace warunki realizo-
walnosci w klasie LC, tzn. "warunek przeplatania”™ zer i biegunow.

Poniewaz wykazanie wymienionych faktéw Jest rzeczg bardzo trudng (me-
todami Jakosciowymi), por. np. |VJ, [ixf], sprowadzmy problem syntezy
(PS.1) do postaci umozliwiajacej wykorzystanie teorii operatoréw linio-
wych do Jego rozwigzania.

W tym celu zauwazamy. Ze funkcje Br (wzér (1)) przedstawi¢ mozna w pos-
taci nastepujacych wzoréw:

- dla dwéjnikow klasy Ol

gdzie t
n+1
Liw2) - (-I)n+l ~ (-1)1 a2i to2l an
1-0
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m@2) = (-Dn (-1)1 a21+1 w 21 18)
i-0

- dla dwéjnikéow klasy 02

Br(w) - okresla wzér (16) przy H m -1, przy czym:

n
L(x?) = (-1)" A (-1)1 a2i o)2i 19)
1-0

M(@@/*) okresla wzér (18),
- dla dwojnikow klasy 03

2
B @ =Hoo "U- . Hel1 (20)
M (uT)
gdzie:
L(a®) - okresla wzor (19),
M(w2) - okresla wzér (18),

- dla dwéjnikéw klasy 04

Br @) okresla wzé6r (20), przy H - -1,
oraz
n-1
Lfcd2) - (-Dn+1 (-1)1 a2iu)21. (21)
1-0
n
M(™r) - (-1 ~T]  (-1)1 a2i+lo)21. (22)
1=0

Wspétczynniki wielomianéw wystepujacych we wzorach (17), (18), (19)-
(21), (22) musze by¢ dodatnie. Wzory (17), (18), (19), (21), (22) umozll-
wiaje sprowadzenie problemu syntezy (PS.l1) do rozwiezania pewnego ukdadu
rownan liniowych wzgledem zadanego podzbioru wspétczynnikéw wielomianéw
L,M.

Wyznaczanie wszystkich wspétczynnikédw wielomianéw L, M, a zatem wy-
znaczanie wszystkich zer (biegunéw) funkcji Br> co tatwo wykazaé, pro-
wadzi zawsze do jednorodnego uk¥adu réwnan liniowych. MoZna réwniez wyka-
za¢ [li], Ze wymieniony uktad réwnan jednorodnych ma wytecznie rozwieza-
nie zerowe. Poprzez proste obliczenia mozna roéwniez sprawdzi¢, ze wyzna-
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czanie czesci wspétczynnikéw wielomianu L oraz czesSci wspédczynnikow

wielomianu M, a zatem wyznaczanie czes$ci zer i czesSci biegundéw funkcji

Sr prowadzi doi

- niepoZedanego zwiekszania stopnia funkcji Br>

- Jednorodnego uk#adu réwnan liniowych wzgledem niewadomych wspétczynni-
kéw wielomianéw L,M, ktory posiada wytecznie rozwiezania zarowa.

Z przedstawionych powodéw konieczne Jest zatozenie znajomo$ci wszyst-
kich biegunéw (zer) funkcji Br i wyznaczanie wszystkich wspétczynnikoéw
wielomianu 1 (m) droge rozwiezania pewnego uk#adu roéwnan liniowych. Tak
wiec sformalizujmy nastepny problem syntezy:

PROBLEM SYNTEZY PS.11
Ola przyjetej klasy (ol do 04) dwéjnlkéw LC wyznaczy¢ wspédczynnik
wielomianu L majec dane:
- n - zer £>2k £ N *eeee *n } ) odpowiedniego wielomianu M (tzn. wszyst-
kie bieguny funkcji Br), spedniajece warunki:

A 52k>S, 2k-2* "2K> 0 * 3>
e {1 n}
e N

- m - wartosci funkcji Br dla czestotliwosci o>h, roéwnych:

A BrH> ®m - Bh, m m card Ng, B 6 R, 24)
h e Ne

gdziel
- zadane warosci funkcji Br dla zadanych czestotliwosci u)".

Zera wielomianéw L,M powinny spedniaé¢ warunek “przeplatania®".

3. Rozwigzanie problemu syntezy PS.11

Rozwigzanie przedstawionego problemu syntezy (PS.1l) wieZe sie z prob-
lemem istnienia pewnych rozwiagzan uktadu réwnan liniowych, ktérych postaé
rézni sie nieznacznie dla réznych klas (ol) do (04) dwéjnikéw LC. Zapisz-
my wymieniony uktad réwnan dla nalezacego do klasy (D2), co w niczym nla
zmniejszy ogélnosci przeprowadzanych w dalszym ciggu rozwazan i nie
wptynie na og6lnos¢ uzyskanych wynikéw.

Uktad rownan dla dwéjnlka rzedu n-tego (n - liczba parzysta) ma postac:

Vaeb @5)
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gdzie:
* r\ao* —a2" a4d"***k M'gon_2* gon3 " o ® *n o+ 1
A oak>.e <6)
k6 lo,...,n}
- Biwine* > W K 2 V p M(ap2] T
h ens, Bher.
p « max h, @n
cavd Ng » n + 1,
dim b «n + 1.
1 crh2 s wi2n-4 0),2n~2 ono"
Voo 1 ... Obh2 -4 0j, 2n-2 w 2N 28)
1 e
W22 "

Z zatozenia cd / odj (dla i j1J, 1i,J e Ng), a wiec macierz V
o wymiarze n + 1, Jest mecierze Vandermonde*a i Jest ona nieosobliwa
[V]. Uk¥ad roéwnan (25) Jest uktadem Cramera i posiada zawsze rozwiezanla
niezerowe £8]. Twierdzenie Cramera nie podaje warunkéw istnienia rozwle-
zan uktadu réwnan (25) o postaci okreslonej wzorem (26). tzn. o znakach
zmieniajecych sie na przemian, co stanowi warunek konieczny realizowalnos$-
ci funkcji reaktancyjnej dwéjnlkow LC [V].

Zauwazamy, ze znaki sktadowych wektora b (wzér (27)) dla zatozen
przyjetych przy formalizacji problemu PS.11 moge by¢é dowolne. Oezeli nie
zachodzi zgodno$¢ znakéw sktadowych wektoréw a b o tym samym indeksie,
to wydaje sie ze, niemozliwe Jest wykazanie dodatniosci wspotczynnikow
wielomianu L, a tym samym wykazanie warunku koniecznego realizowalnosci
funkcji 8p w klasie dwdjnikéw LC metodami Jakosciowymi £47, (VJ, [V]-

Zat6zmy wiec, ze zachodzi zgodno$¢ znakéw wektoréw a b o tym samym
indeksie (warunki, przy ktérych zatozenie to Jest spednione, zostane
przeanalizowane w dalszej czes$ci artykutu).

Zdefiniujmy stozki Ta(n+l, Rn+1). s e {1.2.3.4} [4], [5]. zgodnie
ze wzorem:
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T (n+1,Rn+1) -
s

n b2<0 ...... b"-~0, bh+1>0,dla s«l

S T ibl>°"
|b * Lbl"b2 bn+ll eRn+1»< bj~0, b2<0.... ,bh>0, bh+1<0, dla s«2
bl1<0, b2>0,...,bh<0, bh+1>0,dla s=3
b1<0, b2>0,... ,bh>0, bh+1<0,dla smdj
(29)

Warunek konieczny realizowalnosci dwojnlkéw LC bedzie spedniony (tzn.
wszystkie wspotczynniki wielomianéw L uzyskane droge rozwigzania uktadu
réwnaé (25) bede dodatnie), gdy operator. V*1 (opisany macierzg V-*
odwrotng do macierzy okreslonej wzorem (28)) bedzie odwzorowywat stozki
(29) w siebie.

v-1 : Ts(n+1l, Rn+1l)- »-V-1 TS(n+l, Rn+1l) C T8(n+l, Rn+l)
s e {I1,2,3,4} (30)

Z definicji mnozenia macierzy wynika wprost, ze operator V*1 bedzie od-
wzorowywat stozki (29) w siebie, gdy znaki elementéw v~j macierzy V-1
spedniajg warunki:

sgn V<j = (-1D)i+J (31)

gdzie:
i,J - indeksy: wierszowy i kolumnowy elementu macierzy V-*.

Zbadajmy, kiedy warunki okreslone wzorem (31) dla macierzy V-1 sag
spetnione.

Mozna wykazac¢ [V], ze jesSli czestotliwosci ¢ 6 R+, h £ Ng uzyte do
konstrukcji macierzy Vandermonde’a tworzg cigg rosnacy, to macierz

Jest znakoregularna, tzn. wszystkie minory k-tego rzedu (K £<[1,...,n+1})
tej macierzy sag dodatnie.

Z powyzszego stwierdzenia, definicji macierzy odwrotnej oraz faktu, ze
transpozycje macierzy, ktérej minory n-tego rzedu sg dodatnie, nie zmie-
nia znaku dopednien algebraicznych n-tego rzedu tej macierzy wynika, ze
jesli czestotliwosci uzyte do konstrukcji macierzy Vandermonde“a
tworzg cigg rosnacy, to elementy macierzy V*“1 spekniajg warunek okreslo-
ny wzorem (31).

Przejdzmy obecnie do okreslenia warunkéw, przy ktérych zachodzi zgod-
no$¢ znakéw odpowiadajacych sktadowym wektoréw a b . Mozna przypusz-
cza¢, ze warunki te bedg dotyczyc:

- sposobu doboru czestotliwosci przyporzadkowanych zadanym biegunom funk-
cji Br i usytuowania wzgledem nich czestotliwosci przyporzadko-
wanych zadanym warto$ciom funkcji Br, oznaczonym przez Bu,
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- charakteru Jakosciowego zmian wartosci Bh w funkcji czestotliwosci.

Zapisujac wzory okreslajace funkcje Br dwojnikéw nalezacych do klas
DI - 04 w postaci:

lub H==*1

B (W) =Ht . (33)
r Me(uT)

(por. wzory (16), (20), przy czym
- 1) - okreslajag dla przyjetej klasy dwojnikéw wzory (17), (19) , (21)
n

Me@i02) - 1~ @ - 5>*) , h G N (34)
+B1

oraz wykorzystujgc wzor (24) i postugujac sie metoda indukcji mozna wyka-
za¢, ze warunki konieczne i wystarczajace zgodnosci znakéw sktadowych
wektoréw a b sg nastepujace:

- dla dwéjnikéw klasy DI

0<001<a>2< o2. @5
A w2k-2<~h<aAak - ke{* " (36)
h e n8
h >e 2
di1> 0 dla co * b2 < 0 dla CO = co2#
A Bh>0"
h' G N @GN
s
h > 2

- dla dwoéjnikow klasy 02
A Ak-2< w2k * k 611 "} (30)

A Bh > ©°* (€))
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- dla dwéjnikéw klasy 03

A &k2<ah<2k  keil 3 <40>
h e Ng
/\ Bh < 0. 41
h 6 N8

- dla dwojnikow klasy 04

A “2k-2< Wh<&K ke{X n 42>
s
A Bh< ©°* <«)
h 6 Ng
We wzorach (35) do (43) wielkosci t2k, k 6 {l,...,n} oznaczaj«

czestotliwosci przyporzadkowane biegunom funkcji reaktancyjnej danej
klasy dwéjnikéw LC, a wielkosci oznaczaja czestotliwos$ci przypo-
rzagdkowane statym B~.

Wykazemy obecnie. Ze funkcja wymierne Br uzyskane droga rozwigzania
problemu PS.I1l1, zgodnie z kryterium doboru klasy dwéjnikéw podanym po-
wyzej, sa funkcjami reaktancyjnymi, tzn. spedniajag warunek realizowalnos$-
ci przeplatania sie zer i biegundéw) funkcji wymiernych w postaci dwéjni-
kéw LC.

Rozwigzania, podobnie jak poprzednio, przeprowadzimy dla dwéjnikow
klasy 02, co w niczym nie umniejsza ich ogélnosci i co zachodzi roéwniez
(Jak #*atwo sprawdzi¢) dla pozostatych klas dwéjnikow.

Funkcje wymierna Br opisujaca dwojniki naleZace do klasy 02 okresla
wzor (16) przy H » -1. Wykazemy, Zet

A
/\- x ox ke {44)
W N2k
Ze wzoru (16) wynika. Ze

M or(u) Ua?) ufa2) . nm - an ) uHfcf)

Mianowinlk wzoru (45) jest S$cis$le dodstnlo okreslony z wyjatkiem przy-
padkéw: CO« 0, m@”) ®m 0 (znanych biegunéw).
3B

Zatem * 0 wtedy, gdy licznik wzoru (45) Jest réwny zeru.
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Licznik wzoru (45) mozna przedstawi¢ w postaci:

1€i2) (o 2) - 0J . cd2k, ke {l..... n} (46)
gdzie:

“n

Zat6zmy, ze istnieje taki punkt tOx 6 R+. w ktérym licznik wzoru (45)
okreslony wzorem (46) Jest roéwny zeru. Zauwazamy, Ze na wspodczynniki
wielomianu L, wyznaczane droge rozwiezywania ukdadu réwnan (25) narzuco-
ne Jest (n+l) wiezéw (n e N), ktére spednlaje ten uktad roéwnan. Uzu-
petniajec uktad roéwnan (25) roéwnaniem uzyskanym ze wzoru (46) dla a)«ax,
mozna wykazaé postugujec sie twierdzeniem Kroneckera C8] (podobnie Jak
w pracy C“]). ze uzyskany uk#fad h + 2 réwnan Jest sprzeczny, a tym sa-
mym wykazuje sie, ze dla kazdej czestotliwo$ci cox 6 R+ liczniku wzoru
(45) nie moze by¢ réwny zeru.

Analiza wzoru (1) z wykorzystaniem warunku okreslonego wzorem (44) poz-
wala stwierdzi¢. Ze prawdziwa Jest implikacja

(48)
0J eR
0)/ Cozk
k6 {10e=e n}

a zatem spedniony Jest warunek wystarczajecy realizowalno$ci dwéjnikéw LC.

Podsumowanie przeprowadzonych rozwazan stanowi

LEMAT 1

Jezeli czestotliwosci przyporzedkowane statym B~ tworze cieg rosnecy,
a state i bieguny funkcji wmiernej Bp spei#nlaje warunki okreslone
wzorami (35) - (43), w zaleznosci od przyjetej klasy (ol-D4) realizacji
dwojnikéw, to problem syntezy PS.1l1 w przyjetej klasie dwoéjnikéw LC ma
zawsze jednoznaczne rozwiezanie. MoZna roéwniez wykazac¢, postugujec sie
metode podane w pracy Cn]< ze jesSli state B" nie spednlaje warunkéw
okreslonych wzorami (35)-(43), to problem syntezy PS.1l1 réwniez ma

zawsze rozwiezanie.
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4, Podsumowanie

W artykule przeprowadzono formalizacje probleméw syntezy:

PS.1 - sprowadzajaca sie do rozwlezania uktadu nieliniowych réwnah
algebraicznych,
PS.11 - sprowadzajece sie do rozwiezanla uktadu réwnah liniowych.

wykazano. Ze przy spednieniu warunkéw okreslonych wzorami (35)-(43)
problem syntezy PS.11 ma zawsze rozwiezanie, realizowalne fizycznie
w postaci dwéjnika pasywnego LC.
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0 HiKVOPO/I nPOkMIIS CHHIE3A
11A_OCHBHKX 1Byxn0JIEBKHKO3 LC

Pe30Me

B pafioTe c”ejiaHa jSopMajM3am£a npobjieMH CHHT83a naccHBHHX LC AByxnojiioc-
HHKOB, CBOMStaKCH K onpeAejieHHK) ¢yHKUHH peaKHBHbLX AByxnojUOCHKKOB, AM
H3BeCTHHX 3Ha'ieHHH 3T0% (SyHKIWH B KOHe’IHOM KOJIHHeCTBe TO'teK. MHO ycxoBjie
cymecTBOBaHHa pemeHua nocrasjieHHoii npoGjienti CHHieaa,

ON A CERTAIN PROBLEM OF PASSIVE
ONE-PORT LC SYNTHESIS

Summary

The problem of synthesis of passive LC, one - ports reitself to
the determination of one - port reactance function, with the values of
these function assigned in a finite number of points, has been formalized
in the paper. The condition under which a solution of the synthesis
problem stated exists has also been given.



