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Streszczenie. W pracy przedstawiono zasady syntezy dwójnlków LC 
słuZęcych do kompensacji składowej reaktancyjnej prędu odbiornika 
dwuzaciakowego zasilanego napięciem odkształconym przy założeniu.
Ze znane sę wartości susceptancji odbiornika podlegajęce kompensa
cji, dla wybranej skończonej liczby harmonicznych.

W artykule pokazano, Ze w zależności od charakteru Jakościowego 
zmian susceptancji odbiornika w funkcji częstotliwości możliwa Jestt
- kompensacja za poeocę jednego dwójnika reaktancyjnego naleZęcego 

do jednej z wybranych klas Dl - 04 włęczonego na zaciski odbior
nika,

- kompensacja za pomocę dwóch połęczonych równolegle dwójnlków 
reaktancyjnych.

Omawiane sposoby doboru dwójnika poparte sę przykładami.

1. Wprowadzenie

Odkształcenie krzywej napięcia 1 prędu względem sinusoidy w układach 
elektroenergetycznych Jest zjawiskiem niepoZędanym, powoduJęcym zmniej
szenie wykorzystania Źródeł energii. Jednym ze wskaZnlków pozwalajęcych 
na ocenę pracy takiego układu Jest współczynnik mocy Źródła, który moZe 
być podobnie zdefiniowany Jak dla przebiegów sinusoidalnych

X  - P

gdzlei
T

u 1 d t
O

I » I - II“« llill
który określa stopień wykorzystania całkowitaj mocy Źródła.
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Zwiększenie współczynnika mocy źródła, przy zadanej mocy czynnej do
prowadzanej do odbiornika, może odbywać się poprzez minimalizację wartoś
ci skutecznej prędu źródła. Częściowe zmniejszenie wartości skutecznej 
prędu źródła można osięgnęć różnymi sposobami, między innymi poprzez za
stosowanie układów LC.

Konieczność stosowania filtrów wyższych harmonicznych w postaci ukła
dów LC do minimalizacji wartości skutecznej prędu źródła zasilajęcego 
odbiornik napięciem odkształconym, celem lepszego wykorzystania źródła 
energii, jest od dawna proponowana w literaturze, np. [2], [V]> E73» M <

poprzez kompensację mocy biernej indywidualnych harmonicznych oraz zagad
nienie syntezy dwójnlków kompensujęcych. W pracach [3], [V] wykazano, że 
całkowity pręd odbiornika Jednofazowego o admitancjl odbiornika dla po
szczególnych harmonicznych postaci:

można przedstawić w postaci sumy trzech wzajemnie ortogonalnych składni
ków

Interesujęcy nas składnik ri prędu odbiornika, nazywany reaktancyj- 
nym, określony jest wzorem:

Uh - wartość skuteczna zespolona funkcji napięcia h-tej harmonicznej, 
Bh - susceptancja odbiornika dla h-tej harmonicznej.

[10].
W pracach £2], £3], [V] omawia się zasady poprawy współczynnika mocy

»••SI ( 1)

zasilanego napięciem odkształconym

( 2 )
h-1

(3)

gdzie:

u. i. ai. ri. 6i 6 L2 (Oj T).

r j Bh Uh exp j hcut U) . j h G {o , l ..... n)
h-1

(4)
gdzie:
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Postać składowej reaktencyjnej prędu (4) oraz prace, w których podano 
przykłady syntezy dwójnlków LC £2], [3], [ V ] * M  pozwalały sędzić, Ze 
Istnieje możliwość kompensacji tego prędu dla dowolnej skończonej liczby 
harmonicznych i dowolnego przebiegu admitancjl częstotliwościowej odbior-

PowyZsze stwierdzenie wymagało Jednak dowodu. Próbę takiego dowodu dla 
wybranej klasy dwójnlków reaktancyjnych podjęto w pracy £12], W pracy [14] 
udowodniono twierdzenie dotyczęce resllzowalnoścl dwójnlków LC w dowolnej 
klasie umoZliwiajęcych kompensację składowej reaktancyjnej prędu.

Celem niniejszego artykułu Jest dobór dwójnlków kompensujęcych składo- 
wę resktancyjnę prędu odbiornika przy wykorzystaniu twierdzenia zawartego 
w pracach [12J, oraz niektórych wyników zamieszczonych w pracy [Y],

2. Zagadnienie wyboru klas ukłądów kompensujących 
składową reaktancy.lnę prędu

Każdy dwójnlk LC jest opisywany funkcję reaktancyję 8r(co) określo-

Zbiór dwójnlków LC opisanych wzorem (5) można podzielić na następujęce 
cztery klasy (01-D4), charakteryzujące się różnymi własnościami przy
dężeniu co do zera 1 nieskończoności 1

#■
Klasa Di, gdy cOj / O t  A >  O, wówczas

nika z dowolnę dokładnościę w sensie normy w przestrzeni L2 (0jT)

nę za pomocę wzoru [11]
n

Br(tO) . (5)

gdzie: A 6 R

dla i » 2k *_ 1, k e N, zera funkcji reaktancyjnej

i - 2k k e N, bieguny funkcji reaktancyjnej
( 6 )

przy werunkus

(7)

lub
OsS W 2 <  W 2 < ( 8 )

lim B (co) » - 00 | lim B (co) « 00
CO —► 0 OJ —► 00
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Klasa 02, gdy ^  / Ot A <  O, wówczas

lim
W — »

03♦O r M  - - °° i lim B (<o) r ■ o.

Klasa 03. gdy
*
0>1 " Ot A >  0, wówczas

lim
W  — » o+

Br(oJ) . Ot lim B (<*>)
Ct) —>-oo

a 09.

Klasy 04. gdy
*
« 1  - Ot A <■ 0, wówczas

lim CO "1 £ N O o» lim B (o>) •OII

co 0 co-»»

Z uwagi na różne własności asymptotyczne funkcji Br(u>) dwójników 
należących do klas (01 - 04), przy (0 -»oo , kompensacja składowej 
reaktancyjnej prędu z dowolne dokładnoście Jest możliwa przy narzuceniu 
odpowiednich założeń odnośnie do widma częstotliwościowego napięcia za- 
silajęcago odbiornik. Z analizy rozkładu ortogonalnego prędu w przestrze
ni L2 (0jT) wynika przynależność pl 6 L2 (0jT). Równocześnie zachodzi 
bijekcja pomiędzy elementami przestrzeni L2 (btT) a przestrzenie l2 
(danej funkcji predu w sposób wzajemnie Jednoznaczny przyporzędkowany 
Jest cięg współczynników szeregu Fouriera tej funkcji). Warunek zbieżnoś
ci szeregu Fouriera funkcji pi e L2 (Q|T) Jest określony wzorem

£ | rIh |2 < ~  « , 1 »  £ | BBUh|2 < »  ( „

Susceptancje kompensujęcych dwójników dla poszczególnych harmonicznych 
składowej reaktancyjnej prędu odbiornika apełniaję nierówności

- dla klas 02 i 04 Bh ^  H  ' Przy h-*- ~  , tzn. ^  O, (10)

- dla klas Ol i 03 B^ ̂  h , przy h —»»> , tzn. ś  » ,  (11)

Założenie zbieżności szeregu (9) pocięga za sobę następujęce nierów
ności słuszne dla klasy D2 1 04 dwójników

E k “hl*< E $ ki2* E i? '  -'*• <”>
h h h h "

Warunek określony wzorem (12) będzie spełniony, gdy

KI < hP przy p < 0,S. (l2a)
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Prowadząc podobne rozumowanie dla klas dwójników Dl i D3 z wykorzys
taniem wzoru (11) dochodzimy do warunku

E k  uhl2< E klkl2* E h2 kl2< E h • *>1-
h h h h h

Z powyższego wzoru wynika, że

| Uh I <  ̂  PrzV P > » . S .  (13)

3. Synteza dwójników kompensujących składową reaktancyjną

Problem ten, sprowadzę się do wyznaczenia susceptancji Br(o>) określo
nej wzorem (5) i spełniającej warunki określone wzorami (7) lub (8) przy 
założeniu, że dane są wartości susceptancji odbiornika w skończonej
liczbie punktów

. OłV
o>h e R , <*)h ■ hoo » h ', h e Ng c  n.

Przy czym spełniony Jest warunek

Br(Wh ) . - Bh (to^), h G Ng. (14)

Problem ten poruszany Jest między innymi w pracach [3], [V]. Próba ogól
nego rozwiązania tego problemu dla dowolnej zmiany Bh została podana 
w pracach [12J , [lś] , gdzie omawiany problem sprowadza się między innymi 
do rozwiązywania układu równań liniowych, przedstawiając funkcję Br(a>) 
w postaci

B (o>) - Ü  . lub 8 (00) - Hoo 1-(ttg) (15)
r H(oo ) r M(u) )

w zależności od przyjętej klasy. Na przykład dla klasy D2, H ■ -1

L(o>2 ) - (-1)" (-1)1 »21W 2i. M(<*^) - (-1)" ^  (-1)1 a21+1oo21
i-0 i-0

Wykorzystując twierdzenie [iz], [14] , które sprowadza omawiany problem 
syntezy do zagadnień wyznaczania współczynników macierzy &  równań linio
wych w postaci

(16)
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gdzie:

2
n —

(x)
’P —

O)',2n-2 co2n

2nOJ

od2" 
P .

(17)

~a2 9 ' ••• 2 ni-2* a2n_] * A a2k > 0 *
k e ,n}

(18)

b  = [B ĵ cK « 2), ... 8h 0Jh M(w 2 ) ... Bp COp M(w 2 )]T , h G Ng. (19)

Zadaniem naszym Jest znalezienie współczynników macierzy 3t, przy za
danej macierzy b (przyjęto bieguny m(cd2)). Aby współczynniki macierzy 
&  spełniały warunek przeplatania znaków, musi zachodzić zgodność znaków 

odpowiadajęcych sobie składowych wektorów *■ , b ponadto częstotliwości 
przyporządkowane susceptancjom odbiornika wykorzystywane do konstrukcji 
macisrzy V sę w postaci cięgu rosnęcego. Zgodność znaków wektorów a,b 
dla poszczególnych klas dwojników zachodzi, gdy spełnione sę warunki:

1. Ola dwójnlków klasy Dl:

o <  £>1<  £ 2 < ć >2

A " 2 k - 2 < W h < 5 2k* k £ { 2  "}
h e n_

(20)

( 21)

h >  2

BŁ >  0 dla O) ■ to

A 8h<0*
h 6  NS
h >  2

2. Ola dwójnlków klasy D2:

r̂ , B2 < 0  dla CO ■ Cł>2

( 22)

A " 2 k - 2 < U , h < ^2k* k6i1 n)
h 6 N#

A
h 6 N Bh > 0 *

(23)

(24)
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3. Dla dwójników klasy D3i

A ®*2k-2< W h <  “ fek* k £ ^  "> (25)
h e Na

Bh <  0. (26)

4. Dla dwójników klasy D4i

A 5 2k-2< W h < “ 2k' k e 't1  "} (27)
h 6 Ns

(28)

We wzorach (20)-(28) wielkości S>Zk' k £ i 1 **f • • • Inj oznaczają często
tliwości przyporządkowane biegunom funkcji reaktancyjnej danej klasy dwój
ników, a wielkości oznaczają częstotliwości przyporządkowane suscep-
tancjom odbiornika Bh. Warunki opisane wzorami (20)-(28) dla poszczegól
nych klas dwójników zestawiono w tablicy 1 na przykładzie dwójnika posia
dającego trzy skończona bieguny.

Traktując funkcję j Br(jw) = Y(ja)) daną wzorem (5) Jako admitancję 
dwójnika reaktancyjnego 1 rozwijając ją np. wg II procedury Fostsra może
my przedstawić ją w postaci

(29)

gdzie t

B

3

B

2n

o

OO

Rozwinięciu temu odpowiada dwójnik o strukturze przedstawionej na rys. 1.
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Tablica 1
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4. Propozycje struktur układów kompensacyjnych

W zależności od charakteru jakościowego zmian suaceptancji odbiornika 
w funkcji częstotliwości możliwe sę dwa przypadki]

a) susceptancje odbiornika spełniaję warunki określone wzorami (20)-(28) 
dla poeczególnych klas (por. tablica 1),

b) susceptancje odbiornika nie spełniaję żadnego ze wzorów (20)-(28).

Dla przypadku (a) istnieje zawsze możliwa synteza dwójnika LC należęce- 
go do jednej z klas Dl do 04 w zależności od tego, który z wymienionych 
wzorów (20)-(26) Jest spełniony. Układ kompensacji składa się w tym przy
padku z Jednego dwójnika (rys. 2).

Przykład 1

Przykładowo przeprowadźmy syn
tezę dwójnika LC, który po
winien posiadać następujęceODBIORNIK
wartości Br(,< Bri “ ” °>5 s »
Br3 • 0.5 S. Br? 1 S.

Warunki narzucone na

DWOJNIK LC 
klasy D1 V  D2 
D3V D4

rh
spełnione sę przez dwójnlkl 
klasy D2 (wg wariantu a por. 
tablica 1). Sueceptancja szuka
nego dwójnika ma postać

4 2- a . u) ♦ a, ou - •

A (30)X-
Przyjęto, że bieguny wynoazę o>2 « 4 rad/s, u>4 ■ 8 rad/s, a układ rów
nań (16) ma postać

Rys. 2

1 1 1 -ao -472,5

1 9 81 a2 m 577,5

1 49 2401 _-°4. -3465

Szukane współczynniki funkcji (30) wynoszę i

-ao ■ -647,31] a2 » 179,65j -a4 ■ -4,84.

Przebieg funkcji Br(to) o postaci analitycznej określonej wzorem (31) 

przedstawiono na rys. 3.
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B (oo) = - 4 , B 4 U ^  + 179,65 u >2 - 647,31 
r 00(co2 - 4 ) (tî  - 82 )

(31)

Owójnik reaktancyjny realizujęcy funkcję o przebiegu na rys. 3 jako 
admitancję dwójnika kompensacyjnego przedstawiony jest na ryg. 4.

Rys. 4
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Dobór suSCeptancji Brh niezgodnie z warunkami określonymi dla danej 
kla9y dwójników może prowadzić do tego, że otrzymana funkcja nie jest 
funkcją reaktancyjną. Celem zilustrowania tego faktu posłużmy się przy
kładem.

Przykład 2

Niech B̂ .1 = -0,5 S, B r7 = 0,6 S, Brg = -0,5 S, przy tych samych 
biegunach a>2 * 4 rad s, u>4 ■ 8 rad s otrzymana funkcja ma postać:

B (UJ) = -0.712 OJ4 ♦ 2.17 Cd2 - 473 
r (o/ - 16) (ud2 - 64)

i nie jest funkcję reaktancyjnę. Dej przebieg podano na rys. 5.

W przypadku gdy wartości częstotliwościowej funkcji susceptancji od
biornika dla wybranych pulsacji są dowolne i nie odpowiadają warunkom dla 
żadnej z omawianych klas, istnieje możliwość kompensacji składowej 
reaktancyjnej za pomocą tak zwanego rozkładu delta.
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Składowa reaktancyjną podlegającą kompensacji można przedstawić wów
czas w postaci:

n
ri - Y 2 1 Re JBh Uhexpjha)t « rl1 + ri2 (32)

h=l

przy czym
■ 1

■ Y 21 Re ^  18. Uhexpjhu)t
h-1 (1) 
n

r i 2 “ ^  Re Z ]  V xPJh w t

(1 r

(2?h '

A
h e n

h-l

♦ Ah

h

-A,.

‘V A h

h >  o

(2) 

Jeśli

Jeśli

Jeśli

Jeśli

Bh > 0

Bh < Q

Bh > 0

Bh <  °

(33)

(34)

(35)

(36)

Zauważamy, Ze prąd ij (odpowiadający dodatnim susceptancjom "odbiorni
ka zastępczego") Jest zswsze kompensowalny w klasie dwójników D 2 , nato
miast pręd ri2 (odpowiadający ujemnym susceptancjom "odbiornika zastęp

czego") Jest zawsze komensowalny 
w klasach dwójników 03 lub 04.
Z powyZszego wynika. Ze układ kom
pensacji składowej reaktancyjnej 
prądu odbiornika składa się z 
dwóch połączonych równolegle dwój
ników LC, z których Jeden naleZy 
do klasy 02, a drugi do klasy 03 
lub D4 (rys. 6). Ten sposób synte
zy poparto przykładem.

Przykład 3

Niech odbiornik posiada dla intere
sujących nas częstotliwości nastę
pujące susceptancje: B^ « -0,SS,Rys. 6
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B3 » -0.4 S, B5 - 0.1 S, zatem Brl « 0.5 S, Br3 » 0,4 S, Br5 — 0,1 S. 
Żadna z klas dwójnlków (Dl-04) nie może przyjmować takich wartości Brh 
aby było spełnione twierdzenie dotyczęce zgodności znaków. Zastosujemy 
proponowany rozkład delta (wzory (35) i (36) przyjmujęc np. dla rozpatry
wanego przykładu A h = 0,1 S. Wówczas zgodnie z wzorem (35) mamyi

B , - - 0.1 S. B - -0,1 S, B = -0.2 S.
(1)1-1 (i) (l)r5

Dwójnik zrealizowany w klasie 02 przy założeniu biegunów u>2 = 2 rad/s,
W4 “ 4 rad/s posiada funkcję Br(od) postaci

B (OJ) . - 0 . S 9 7 W 4 + 7,85CJ2 - 11,75
lr (OJ2 - 4) (oj2 - 16)

Przebieg funkcji B_(u)) przedstawiono na rys. 7.
lr

Strukturę dwójnika zrealizowanego w klasie 02 wg II procedury 
Fostera przedstawiono na rys. 8.

Natomiast zgodnie ze wzorem (36) mamy B , ■ 0,6 S, B , « 0,5 S,
2 2

B e  - 0.1 S.
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VCjto)
(2)

: 0.196 F
1.0ZH 5 0.86 H

- j -  0.24-9F  ^  0.072 F

Rys. 10
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Cwójnik o taklaj zmienności Brh może być zrealizowany w klasie D3. Przy 
założeniu, że bieguny pozostaję takie same (<x>2 « 2 rad/s, <£>4 « 4 rad/s)
otrzymujemy funkcję B (od), której przebieg podano na rys. 9.

( 2 )

B (CO) . “ ( O . w e  - 6.06 O 2 ♦ 32,86)
(2)r (CO2 - 4) (CO2 - 16)

Dwójnik kompensujęcy zrealizowany w klasie D3 posiada strukturę przed
stawiona na ry8. 10.

Otrzymane dwójnlki można zastępie Jednym równoważnym o postaci

B (co) . B (CO) ♦ B (CO) = Q_.196C06 - 6 57 CO4 ♦ 4 0 , 7 1  CO2 - 11.75
(l )r (2) CO (CO2 - 4 ) (co* - 16)

Struktura 1 wartości elementów równoważnego dwójnika przedstawione aę na
rys. 11. Owójniki kompensujęce Y(jco) oraz Y(jco) przedstawione na

(1) (2 ) 
rys. 8, 10 więczamy w sposób przedstawiony na rya. 6.

5. Podsumowanie

Z przedstawionych w pracy rozważeń wynika, że algorytm syntezy powi
nien składać się z następujęcych etapówj

1. Należy określić widmo częstotliwościowe napięcia zasilajęcego od
biornik i widmo częstotliwościowe susceptancjl odbiornika dla poszczegól
nych harmonicznych.

2. Wybór klasy dwójników Dl do D4 zgodnie z wzorami (20)-(28). 0 ile 
widmo częstotliwościowe susceptancjl odbiornika nie spełnia warunków 
określonych dla poszczególnych klas 01 do 04, należy przeprowadzić roz
kład delta, wzory (35), (36).

3. Wybór biegunów realizowalnego dwójnika. W przypadku rozkładu delta 
skończone bieguny dwójników połęczonych równolegle powinny być takie seme.
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4. Rozwlęzanie układu równań liniowych (16)

- Jednokrotne w przypadku realizacji w klasach 01-04,
- dwukrotne przy zastosowaniu rozkładu delta i przyporządkowaniu funkcjom 

reaktancyjnym dwójników klas 02 + 03 lub 0 2 + 0 4  (rys. 6), które 
Z8W8Z6 można złożyć w Jeden dwójnik równoważny.

Przedstawiony algorytm umożliwia realizację układu kompensacyjnego dla 
dowolnej, lecz skończonej liczby harmonicznych prędu reaktancyjnego 1 do
wolnego przebiegu Jakościowego susceptancji odbiornika.

Ze sposobu przeprowadzanej syntezy wynika, że dla tych samych wartości 
susceptancji odbiornika Bh (wh) istnieje wiele różnych struktur dwójni
ków kompensujęcych. Ważnym czynnikiem doboru takiej, a nie innej struktu
ry może być koszt, dokładność wykonania danego dwójnika czy też aspekty 
wrażliwościowe. Dopiero przyjęcie odpowiedniego kryterium zapewniłoby wy
bór optymalnego dwójnika. Problom ten wymaga gruntownych badań i w niniej
szym artykule w ogóle nie został poruszony.
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IKWBOP ÆByxnOJUOCHHKOB KOMÜEHCKPyKHUiX 
PEAKTHBHy» C O O T A B JiaW K  IOKA JIHHEËHOEO 
TTPHttMHHKA IMlAKXUErOCa HEÛHHyG OHJUUIbHUM 
HAIIPaSCEHHEM

P a 3 id « e

B pafioie npexcTaajieHM. npuHUHHU CHHieaa LC HByxnojiiocHKKOB KOMneHCHpymqHX 
peaiCTHBHyc coCTaBJiHBiiQTo TOKa npHëMHHKa, nuiajoierocK HeCHHyconHajiBHMM 
HanpaxceHHeM, npennojiaraa, m i o  flaHHaa peajcmBHaa npoBoflHMOCTB npaëuHHKa 
6y.ueT KOMneHcapoBaHa kohsjihhm KOMieciBoii rapMOHHK.

B pa6oie noKa3aaof bto b saBHCBMoctH 01 KaaeciBeHHoro xapaKiepa h3M6- 
HSBH& aaCTOTHOft peEKTHBHO0 $yHKqHH npOBOflHMOCTH B03M0XHHM XBJIBSTCHi

- xoMneHcaUHH c noMoqBio tojibko o h h o t o a  ay xnc jnoCHHKa npimaAJiexaqero
k oAHOuy 43 KjiaccoB 01 - 04, noHKjiB'iaeMoro napajixexbHO k npHëMHHKy;

- KOMneHcapua a noMoqbio flByx napajuiejiBHo noHKJno'tëHHbix nsyxnojiechhkob .

B paS oie. naioTCa npHMepu CHHT63a.

SELECTION OF ONE-PORTS FOR THE COMPENSATION 
OF THE REACTANCE COMPONENT OF THE CURRENT 
OF LINEAR LOAD SUPPLIED WITH NONSINUSOIDAL 
PERIODIC VOLTAGE

S u m m a r y

The basic rules of the syntesis of LC one - ports used for the compen
sation of the reactance component of the current of two - pole load 
supplied with nonsinusoldsl periodic voltage, under the assumption that
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susceptances which should be compensated are known for the finite number 
of harmonics, have been presented in the paper.

It has been shown that depending on the qualitative character of the 
changes in the susceptance of the load concerned as the function of 
frequency s

- compensation by means of one one-port belonging to the one of the 
classes 0 1 - 0 4  parallel to the load,

- compensation with the use of two parallel one-ports is possible.

The examples have been given of the discussed methods of one-port 
select ion.


