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Streszczenie. W pracy porównano pewne właściwości energetyczne 
uzyskane dla układu 3-fazowego 4-przewodowego z uwzględnieniem 
sprzężeń elektromagnetycznych opierajęc się na ortogonalnym rozkła­
dzie prędów w potrójnej przestrzeni Hilberta l |(0|T; z wynikami 
uzyskanymi na podstawie ortogonalnego rozkładu prędów w potrójnej 
przestrzeni Sobolewa W2.*,3(0»T >*

1. Wstęp

W pracach fi], fi], £ 3], [V], [7 ] przeprowadzono analizę teoretycznę 
(jakoóciowę) właściwości energetycznych obwodów wielofazowych z przebiega­
mi odkształconymi. Analiza ta umożliwiła uzyskanie nowych rozkładów orto­
gonalnych prędów odbiorników oraz umożliwiła zdefiniowanie wielu nowych 
pojęć mocy. W pracach fl], f2] przeprowadzono analizę tych obwodów wyłęcz- 
nie z energetycznego punktu widzenia, tzn. minimalizacji strat mocy 
czynnej na doprowadzeniu do odbiorników. W pracach [3], fś] przeprowadzo­
no analizę obwodów wielofazowych zarówno z punktu widzenia właściwości 
energetycznych (strat mocy czynnej na doprowadzeniu do odbiorników), jak 
i właściwości jakościowych, tzn. zniekształceń funkcji prędów odbiorników.

Celem niniejszego artykułu jest analiza porównawcza (ilościowa) wyni­
ków uzyskanych w pracach fi], fi] oraz w pracach f3], f4],

2. Analiza układów trójfazowych (4-przewodowych) z punktu widzenia 
strat nocy czynnej na doprowadzeniu do odbiornika

Analizę tę przeprowadza eię w przestrzeni Hilberta Lj(OjT) skonstruowa­
nej w pracach fl], f2]. Iloczyn skalarny i normę w przestrzeni Lj(0|T) 
określaję wzory
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gdzie: f « 9 “ (9i»92 .g3)i f ,geLj(0|T).

Zakładając, Ze prąd £ « C il*i2 ,i3]T * naPiecle u  * E ul*u2'u3lT od_ 
biornika trójfazowego (rys. 1) są elementami przestrzeni L^(0|T) oraz 
Ze odbiornik Jest opisany dla kaZdej harmonicznej h 6 N zespoloną macie­
rzą admitancyjną postaci
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Można wykazać. Ze minimalizacja 
funkcjonału

■ II i i L?(c jT )
U)

prowadzi do wyróżnienia tzw. skład-

^ąij, ai2 * ai3̂ ]T °kr®ślonego wzorem

nlka aktywnego odbiornika a ł>

aŁ ’ Ge H*o + ^  Re Ge exp(jhwt). <e{l ,2 ,3 }

oo
przy założeniu. Ze u^ - + yśT Re exp(jhmt) ,

(u|i )l |(o «t ) h-1
gdzieś G » -— -w----

(5)

(6)

Składnik aktywny prądu ai minimalizuje straty mocy czynnej na symetry­
cznym doprowadzeniu do odbiornika oraz zapewnia dopływ zadanej mocy czyn­
nej do odbiornika. Wykorzystując klasyczną bazę trygonometryczną przestrze-
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ni Lj COjT) oraz metodę symboliczny przeprowadza się rozkład prędu od­
biornika i na trzy wzajemnie ortogonalne składniki w sensie normy tej 
przestrzeni

1 " a4 + r1 + s*

Składnik 0i określa wzór (5), natomiast składniki ri i określaję
wzory

oo 3

' Y ?  Re V  JB hU-h eKpijhWt). cC.Jł6{1,2.3> (8)
h = 1 [5 *1

3

s1* “ Z ]  (G<*f>° ■ GecS* p  ) U0o + 
p»l

OO^ 3

♦ Y T  Re X I  X !  (G<*fih Ge^<* 6 )uBh exp(jhcOt). (9)
h=l p =1 r

Postacie symboliczne wymienionych składników rozkładu ortogonalnego (7) 
przedstawiaję wzory:

Xh " aZh + rZh + s1h' (10)

gdzie:

1
0) M M  ̂

1 OO

©
lu

ulh

aJh ‘ aI2h
s 0 Ge 0 U2h (11)

aI3h_ 0 0 Ge _U3h_

s ^ h G llh"Ge G 12h G 13h Ulh

sJh ■ sI2h G21h G22h_Ge G23h U2h

_sI3h_ _G31h G32h G 33h-Ge _ V

rIlh Bllh B12h B13h Ulh

rXh * rI2h * J B21h B22h B23h U2h (13)

rI3h 83lh B32h B33h U3h
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3. Analiza układów trójfazowych (4-przewodowych) z punktu widzenia 
strat mocy czynnej na doprowadzeniu oraz z punktu widzenia 
zniekształceń prądów odbiornika

Analizę tę przeprowadza się w przestrzeniach Hilberta W2 A  3^0,T  ̂ (na­
zywanych w literaturze przestrzeniami Sobolewa), które skonstruowano w 

pracy [3]. Iloczyn skalarny i normę w przestrzeni W2^.3^0,T  ̂ określaję 
wzoryj

1 3 T

(fig) 1 ■ X !  V  E t  J  9ir)(t) dt *e { i . 2 . 3 }  (u)
1 -ł  n J n2,/\,,3 r-0 cC «1

gdzie:
1 - rzęd pochodnej,

- waga pochodnej,

F(o)
(przy czym fd¡ = f<* » \  >  °* \ > 0 ) .

1,1 ^  <o,t, m  ' W  *W2 .A . .3 '0 , T ' V z ,X «3 II r - 0  ct-1 0
(15)

ponadto

W2.A.3(0,T) C  L3Í°»t )* (16)

Prędy i napięcia odbiornika (rys. 1) (opisanego maclerzę (3 ) dla h 6 N) 
interpretuje się Jako elementy przestrzeni ^  3 (o»T). Zauważmy, że 
kwadrat normy prędu (wzór (15)) ustala zadany kompromis za pomocę współ­

czynników wagi A, pomiędzy stratami mocy czynnej na symetrycznym dopro­
wadzeniu do odbiornika a ocenę zniekształceń poprzez uwzględnienie pochod­
nych z odpowiednimi współczynnikami wagi funkcji prędu.

Z wzoru (15) wynika, że dla r»0 zachodzi:

‘ 1 °  (0,T) " “ł| 2/ (17)2,^,,3 Lji0 jT)

Korzystajęc z wyników pracy [[5], w pracy £ 3] wykazano, że minimalizacja 
funkcjonału

2 . . . .  ) (18)
I*| ♦ r o *  - ( » 1* )

*2.^.3W* , 3(0 ,T) ^(O.T)
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r 1T
prowadzi do wyróżnienia składnika aktywnego i « I aljt ai2' ai3J 
określonego wzorem (*^

i G —  U.. * Y ?  «• E  Gah H*h •cp(jhcot), <*e{l.2.3} (19)a/A\OC 60 cfcO 
K* } h*l

gdzie i

Ge h --------- ..........|u -T2' (2°)

* 1  ■ Z  s  % l -
k-1 cC =1 v k

V  — 1jq ♦ A* (̂k(ś) + + ... + A.^(k co) (21)

k, h g  N, - współczynnik wagi.

Składnik aktywny i prędu odbiornika ustala kompromis (poprzez
(a)

współczynnik wagi Ay) pomiędzy stratami mocy czynnej na symetrycznym do­
prowadzeniu do odbiornika oraz zniekształceniami (uwzględnienie pochodnych 
we wzorze 15) funkcji prędu i ponadto zapewnia dopływ zadanej mocy czynnej 
P do odbiornika.

Podobnie jak w przypadku przestrzeni Lj(OjT) £2], przeprowadza się 
rozkład prędu odbiornika trójfazowego na trzy składniki

i - a ,i + r * ♦ «,* (22)
(a) r(s) (a)

ortogonalne w sensie normy przestrzeni ^  3 (OjT) określone wzorami

00 3

i - Re 2  E  3 V  >  « P < J h » t )  (23)
vs; h-1 p-1 r r

3 00 ^

• iii«* “ Z !  % o  - G. o < V  Ufio + V ?  Ra ] T  ̂ ( g ^ - G ^ U ^
p. l r r h-1 £>.1

exp(jha)t)

(24)
natomiast i ^ określono wzorem (19). Postać symobllcznę wymienionych 
składników r^Sllładu ortogonalnego przedstawiaję wzory
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aZlJ “g eh 0 0 "Ulh_

8 (s)h ‘ aI2h
8 0 Geh 0 • U2h t (26)

a13h 0 0 Geh _U3h_

r*lh Bllh B12h B13h "U 1h"

rU ) h r*2h - 3 B21h B22h B23h • U2h 1 (27)

rJ3h B31h B32h 833h U3h

sxlh G llh”Geh G 12h G 13h ~ulh~

' ( l ) '  * s*2h
B

G21h G22h_Geh G23h • U2h

sI3h_ G 32h C32h G 33h"Geh U3h.

4. Porównanie uzyskanych wyników

Wyniki rozważań przeprowadzonych w pracach |Jl], [2], [[3]] oraz w punk­

tach 2 i 3 artykułu prowadzę do sformułowania następujących wniosków:

1. Wskaźnik Jakości prędów odbiornika zdefiniowano Jako:

- kwadrat normy przestrzeni Lj(o,T) (wzór (2)) umożliwia wyłącznie ocenę 
strat mocy czynnej na symetrycznym doprowadzeniu do odbiornika,

- kwadrat normy przestrzeni W^ ^  3 (0,T) (wzór (15)) umożliwia ocenę za­

równo strat mocy cznnej na symetrycznym doprowadzeniu do odbiornika Jak 
i ocenę zniekształceń Jego prądów.

Wybór parametrów (l-rząd pochodnej, - waga pochodnej) i uwzględnio­
nych w normie (wzór (15)) realizuje zadany kompromis pomiędzy stratami 
mocy czynnej na doprowadzeniu prądów do odbiornika oraz “skażeniu” tych 
prądów wyższymi harmonicznymi.

2. Minimalizacja wymienionych wskaźników, przy ograniczeniu równościo­
wym na moc czynną doprowadzoną do odbiornika (wzory (4 ) i (18)) prowadzi 
do wyróżnienia tzw. składowych aktywnych prądu , i o różnych 
właściwościach:

- widmo częstotliwościowe prądu gi^. ate'{.1.2,3} pokrywa się z widmem na­
pięcia u^, d e{l,2,3} zasilającego odbiornik z dokładnością do stałej Ge,

- widmo częstotliwościowe prądu a(|)c* nie pokrywa się z widmem napięcia 
zasilającego u^, zachodzi natomiast proporcjonalność (poprzez stałe Geh) 
pomiędzy harmonicznymi napięcia i prądu a(g)<* 0 tV'ra samym numerze.
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3. Widma mocy czynnej transportowanej przez prędy i i  i zasad-
a 8 (s)

niczo różni? się. Z  uwagi na nierówności Ge (h + i ) ^  Geh' Gel >  Ge' h 6 N
następuje w przypadku prędu i przesunięcia widma mocy czynnej o wyż-

a (s)szych amplitudach w kierunku 'niższych częstotliwości.

4. W wyniku przeprowadzonych rozkładów ortogonalnych prędów można za­
uważyć, że w obydwu przypadkach postacie składowych ri, p sę takie

saae. Składowe ri i p i sę kompensowalne dla skończonej liczby harmo-
(a)

nicznych za pomocę układów LC.

5. Składowe i i i posiadaj? odmienn? budowę. Kompensacja skła-
( s )

dowych ri i gi powoduje wyłęcznie minimalizację strat mocy czynnej na
symetrycznych doprowadzeniach, natomiast kompensacja składowych r i

(s)
i g i powoduje zarówno minimalizację strat mocy czynnej na doprowadze- 
n i a c ^ j a k  minimalizację zniekształceń prędów.

Przedstawione powyżej spostrzeżenia i wnioski zilustorano na przykła­
dzie.

Przykład
Dany jest odbiornik trójfazowy (rys. 2)

g d z ie : R « 0 ,5 SI, OJL « l i ł  , coM»»wM23=60M13 « m 0 ,5 2 .
Uj(t) » 60 ~\[2I (cos u>t + 1  cos 3 cdt + ę  cos 5o)t),

u2 (t) - Ujit - j) , Uj (t) - Uj(t + 5 ). C D - I  .

Dla układu przedstawionego na rys. 2 macierz admitancyjna (dla poszczegól­
nych harmonicznych, wzór (3) ma postać:

llh

_

0,72 -0,24 -0,24 -0,96 0,32 0,32

m -0,24 0,079 0,08 ♦ ^ 0,32 -1,44 0,56

-0,24 0,08 0,079 0,32 0,56 -1,44

S. (la)
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" 0,117 -0,0392 -0,0392 -0,47 0,1568 0,1568

Y 3h ‘ -0,0392 0,013 0,013 ♦ 3 0,1568 -0,496 0,169 s.

-0,0392 0,013 0,013 0,1568 0,169 -0.496

(2a)

" 0,044 -0,0146 -0,0146~ -293 0,097 0,097”

Y 5h * -0,0146 0,0049 0,0049 * 3 0,097 -0,287 0.1 S.

-0,0146 0,0049 0,0049 0,097 0.1 -0,287

(3a)

Całkowita moc czynna doprowadzona do-odbiornika

5 T
P - Re Z  U  X *  -4 6 1 6 . 1  W.

h-1
Ua)

- 0,3719 S.

Natomiast współczynniki V h ( h .1, 3, 5), wzór (21) dla A.g.1, A^.l. A^.l,
1.2 wynoszę

» 3 ,  V 3 « 9 1 . 651.

Obliczona konduktancje G#h (wzór (20)), wynoszę

Gal " °»426 s * g 6 3 “ 0 . 0 U  S, « 0,002 S.

Obliczone składowa rozkładów ortogonalnych prędów wymienionego odbiornika
w przestrzeni L2 (0jT) są następujące!

Prąd aktywny ^1

^ij « ~^fz' (22,26 coscot + 7,42 cos3u>t + 4,45 cos5u)t)

ai2 . 'V21 (-11,130080* + 19,2 slncut ♦ 7,42cos3u* - 2,22sln5ut -3,84cos5uż)

Bij . ■fz' (-ll,13cosu>t - 19,2slnoJt + 7,42cosoot - 2,2sin5wt + 3,84cos5u)t),

(5a)
Przebiegi czasowe powyższych prędów przedstawiono na rys. 3. Należy zazna­

czyć, że kształt ich przebiegu jest taki sam, jak przebieg napięć zasila­
jących („i* - G# u a  , cce{l.2,3}).
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Rys. 4

Rya. 5
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Rys. 8
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Prąd reaktancy.lny ri :

r.i1 (76,8sinu)t + 3,13sin3wt + 4,68sin5cJt)

ri2 » t/T1 (-45,6sinu)t —103,8cosu)t + 3,4sin3u)t - 2,28sin5wt + 4,02cos5u)t)

ri3 21 (-45,6sinoJt +103,8coscJt + 3,4sin3u)t - 2,28sln5oot - 4 ,02cos5u>t).

Przebiegi czasowe powyższych prędów przedstawiono na rys. 4.

Prąd ro zp ro sze n ia  8i  s

sij « Y z 1 (35,34cosi«)t - 6,64cos3u)t - 3,74cos5u)t)

gl2 - Y 2 1 (-8 ,lcosG0t - 19,2sinu)t - 7,68cos3o>t - l,99coa5a)t + 3,89sin5u*)

gi3 - V 2 1 (-8 ,lcosu)t ♦ 19 ,2sinu)t - 7,68cos3e>t - l,99cos5wt - 3,89sin5(Jt).

(7a)
Przebieg tego prgdu przedstawiono na rys. 5.

Obliczono składowe rozkładów ortogonalnych prądów odbiornika w przes­

trzeni W2 ,/\,,3 ^0,T  ̂* “ ^ 1 “ ^2 * 1 s? następujęcet

Pr<K aktywny ^

i . ■ V 2 1 (25,56cosut + 0 .2800830)1 * 0,024cos5u)t)
8(s) 1

i  ,  ■ Y 21 (-12,78coBW t+22,13eimdt+0,28cos3oJt-0,012co85u)t-0,021sin5<dt)
a( s r

a i  3 - Y 2 1 (-12,78coeoJt-22 ,l3sino)t+0,28cos3aJt-0 ,012cos5u)t+0,02l8in5a)t) .
(8) (8a)

Prąd rozproszenie g ^i

giA • ^ [ 2 ' (32,04cosu>t+0,5cos3oot+0,686cos5u) t)

1_ ■ Y 21 (-6,45cosuJt-22 , l3sino)t-0,54cos3wt-4,198cis5wt+0,021sin5uJt)
8 (9a)
i„ » "',r2 l (-6,45cos(4t+22,13sinu)t-0,54cos3u)t-4,198cos5u>t-0,021sin5 u>t) .

Przebiegi tych prędów przedstawiono na rys. 6 i 7.

P r ą ó i Jest taki sam, jak i e L^(OjT) i został przedstawiony
(s) r ■*

na rys. 4. Widmo mocy czynnej transportowanej przez prędy i i  i
8 °(s)

dla poszczególnych harmonicznych wynosi w przestrzeni L3 (0|T)

PŁ » 4010,04 W i P3 « 445,56 W 1 P5 ■ 160,04 W

udział procentowy mocy transportowanej przez 1-harmonicznę do całkowitej 
mocy czynnej
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W przestrzeni w| ^  3 (0;T) j m A-2 “ 1

P x - 4598,64 W i P 3 m 16,8 W, Pg « 0,864 W 

natomiast <$lw « 98,7%.

Dodatkowo na rys. 8 pokazano przebieg prądu aktywnego w fazie 1.

a1! 6 ^(O.r), a(ijl e 4 t K 3 (0,T), X 0 « - A 2 - 1.

. ( ¿ 1  eW 2 . X . 3 ( 0 , T )  *-o " ł ' * 1  " O *1*
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KOJIfflECEBEHHh&i CPABHKTEJEbHHił AHAJIH3 HEKOTOPUX 

OPTOrOHAJIbHŁDC PACIIPi&EJIEHHiï TOKOB TPËX4A3HHX HPKËMHHKOB 

B nPOC TPAHC ÎBAX nEPMOf.K'tBCKMX SyfiKUMH

P e 3 B u e

B padoie npoBeaeHo cpaBHeHae Hejcoioptoc sHepreijnecxHX cboActb noayaeHHmc 
Aon Tpëx$a3Hofl aeiHpëxnpoBOAHoa ueirn c yaëTOM sjieKipoMartHHTHNx CBH3eá Ha 
6a3e opioroHajiBHoro paaxoxceHHa tokob b ipëxMepHOH raji6epioB0M npocipaHciBe 
Lj(OjT) c peayjiBiaTaMH noxyneHHbaiH na óaae opioroHajiBHoro pa3JioxeHHH tokob 
b TpëxMepHOM npocTpaHCTBe CoSojieBa wł „(0 ;T).

QUALITATIVE COMPARATIVE ANALYSIS OF CHOSEN 
ORTHOGONAL DECOMPOSITIONS OF 3-PHASE LOAD 
CURRENTS IN SPACES OF PERIODICAL FUNCTIONS

S u m m a r y

In the paper the comparison of certain power properties obtained for 
3-phese circuits (with zero) which takes into consideration 
elektromagnetic coupling and are based on orthogonal decomposition of 
currents in triple Hilbert space L^(ojT) with the results got with aid 
of orthogonal decomposition of currents in triple Sobolew w* . ,(0:T) 
space is presented*


