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DETERMINISTYCZNE I PROBABILISTYCZNE 
RÓWNANIA RÓŻNICOWE LOGIKI WIELOWARTOŚCIOWEO

Streszczenie. W pracy wprowadzono pojęcie przestrzeni logiki 
N-wartoóciowej i zdefiniowano w niej półgrupowe działania. W przes
trzeni tej zdefiniowano równanie różnicowe opisujęce dynamikę ukła
du cyfrowego działającego w logice wielowartoóciowej. Pokazano 
przykład zastosowania równań różnicowych do syntezy automatów pra
cujących w logice wielowartoóciowej i sformułowano ogólny algorytm 
takiej syntezy. Następnie wprowadzono pojęcia stanów probabilistycz
nych w logice wielowartoóciowej oraz probabilistycznej przestrzeni 
logiki wielowartoóciowej. Zdefiniowano półgrupowe działania w 
przestrzeni logiki probabilistycznej i wprowadzono pojęcie probabi
listycznego równania różnicowego logiki wielowartoóciowej w postaci 
normalnej Cauchy*ego. Wykazano, że rozwiązanie takiego równania 
sprowadza się do rozwiązania sprzężonego równania splotowego cykli
cznego w przestrzeni probabilistycznej. Przedyskutowano zagadnienie 
istnienia rozwiązań takich równań.

1. Równania różnicowe logiki wielowartoóciowe.1

W pracach £l, 4, 5, 6^ bada się dynamikę układów binarnych, tj. złożo
nych z elementów, które mogą przyjmować dwa stany 0,1. Trajektorie takich 
układów otrzymywane są jako rozwiązania binarnych równań różnicowych 
i przebiegają w przestrzeni:

Bg = {x » (X1  xn ): X1 B2 » 0,1, i»l,....n}

Binarne równania różnicowe sę wygodną i ogólną formę opisu matematycz
nego dynamiki układów cyfrowych działających według logiki dwuwartośćio- 
wej ze względu na daleko idące analogie do klasycznych, ciągłych układów 
dynamicznych.

Ostatnio, w pracach |̂ 5 i 6], wprowadzono pojęcie dwuwartoóciowej lo
giki 'rozmytej", w której stany określone są prawdopodobnieństwaml. Dyna
mikę takich układów bada się za pomocą równań różnicowych w przestrzeni 
rozmytej :

B R2 * { x “ i*1  x" ) s 0 < ś x Ł « l .  i-l....,n}
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i stosuje się Ję do układów dwustanowych działajęcych w sposób niepewny. 
Elementy tych układów przyjmuję położenia O lub 1 z określonym prawodopo- 
dobieństwem. Według sformułowania stosowanego w [[5] i fó] składowa

bit wektora (bajtu) x przyjmuje wartość 1.
Ostatnio wzrasta zainteresowanie logikami wielowartościowymi, w których 

przy tej samej liczbie elementów pamięci maleje długość słów.
W logice wielowartościowej elementy mogę znajdować się w jednym z N 

stanówt

Aby udowodnić łęczność ©  , zauważmy że 

rest(xy/N) « xy - pN€ B N

gdzie p e Z+ (zbiór liczb całkowitych nlaujemnych).
Otrzymamy s

( x ©  y) ®  z»(xy-pN) ©  z-(xy-pN)z-qN»xyz-(pz+q)N-xyz-sN € B N , s e * + 

X ©  (y ®  z)»x ©  (yz-pN) -x(yz-pN)-qN»xyz-(xp+q)N»xyz-sN e B N . 8 6 Z +

stęd wynika, że

x ©  (y ©  z) » (x ©  y) ©  z

X1 e [O.l] wektora stanu x Jest równa prawdopodobieństwu tego, że i-ty

B N « i0 -1  N >

W Bn zdefiniujemy następujęce działania

dodawania modula N

odejmowanie modulo N

x ®  y « min(x,y)

Nietrudno udowodnić łęczność działań:

(x+y) ®  z.
x+Y+z e Bn 

x+y+z 4 Bn
• x ©  (y© z)

y+y+z-N, x+y+z-N e BN 

x+y+z-2N, x+y+z-N 4 &N
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Dodawanie i odejmowanie sę wzajemnie odwrotne:

(x © y) © y
(x+y) ©  y . x+y e Bn -  i

lx+N ,N , X 4, Bn (*) 
N , X-N e bm(*)fx-N , x-N e Bw 

(x+y-N) ©  y. x+y £ B.. -(
|_x . x-N e bn

(przypadki oznaczone znakiem (*) sę sprzeczne z założeniem: x e BN)
Tablice działań w B 4 :

0 1 2  3
0~TT ~3|
1 2  3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

x © y

0 1 2  3 
P T 2 -I1  
1 0  3 2
2 1 0  3
3 2 1 O

X © y

0 1 2  3
[a~tnroi
0 1 2  3 
0 2 0 2 
0 3 2 1

x ©  y

0 1 2 3  
10 O O 01 
0 1 1 1  
0 1 2  2 
0 1 2  3

Przestrzeń n-wymlarowę logiki N-wartoóclowej definiujemy:

Bjj - { x  - (X1  xn) : xi e { o . l .....N-l} - Bn. 1 -1 ,

Działania w B n

( x O  y ) 1 - xł O  y1

gdzie O  e { ©  . ©  . ©  . ® }

Jeżeli Z oznacza zbiór liczb całkowitych, to funkcja

Z 3 t — >■ y(t) e B|J 

nazywa się Bjj - wartościowym sygnałem, natomiast

dy(t) ■ y(t+l) ©  y(t) « y*(t) ©  y(t)

Jego różnic«. Jeżeli f Jest funkcję typu

b £xZ 3 (y,t) f(y,t) 6 Bjj

to równaniem różnicowym w postaci normalnej nazwiemy równanie

dy » f(y,t)

•n}

(1)

(2 )

gdzie y Jest szukanę funkcję (sygnałem). Według sformułowania stosowa
nego w [[6]] równanie różnicowe (2) opisuje w Bjj parametryczne pole prze
sunięć, zwane też portretem fazowym.
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Podobnie Jak w [̂ 6J , łatwo wykazać, że trajektorię równania (2) w b ” 
określa formuła rekurencyjna:

Tak Jak w przypadku logiki binarnej, ważnym zagadnieniem Jest reprezen
tacja algebraiczna B |g - wartościowej funkcji zadanej na Bjj. Oego roz- 
więzanie umożliwi ayntezę układów cyfrowych w logice wielowartościowej,
Ola funkcji B N — >■ B N zachodzi

gdzie x e B^, a "kreska ułamkowa" oznacza usunięcie z iloczynu czynnika 
(x ©  u). Zatem funkcja B N — *■ B N posiada algebralcznę reprezentację

Reprezentację tę można rozszerzyć na funkcję f: — *• B N

posiada następujęcę reprezentację algebraiczny!

f(xł ,x2) - (z1 ©  1) ®  (z1 ©  2) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2)

©  2 ©  ((x2 ©  1) ®  (X1 ©  2) ®  x2 ®  (x2 ©  1))

©  X1 ®  (z1 ©  2) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2)

®  2 ©  (X1 ®  (X1 ©  2) ®  x2 ®  (x2 ©  2) )

©  X1 ®  (z1 ©  1) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2)

©  xł ®  (z1 ©  1) ®  x2 ®  (x2 ©  2)

t-1
y(t) « y(O) ©  ©  f(y(r),r) (3)

r-0

( x Q  0) ®  (x ©  1)1) g  .. ©  ( x ©  (N-D) . |

f(x* xn) - ©  f(uŁ
(uł ,...un) e B[J

i e {l
un) ©

i €■ {l,,,
(4)

o
Na przykład funkcja B j — ►  B j  zadana przy pomocy tablicy wartości:

0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 0 2 1 2 0 1 1 2

©  2 ©  (X1 ®  (xł ©  1) ®  x2 ®  (x2 ©  1))
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Stosujęc reprezentację (4) do równania różnicowego (2) otrzymuje się 
formę z wielomianowę prawę stronę:

r ®  , (xA © v )
j e {l....n>

dx* . ©  ai (u) ©  (y- S-lPżl.rż.tjfl-.1) i»l n (5)
u e B n f ®  , <* ©  uk)U 6 8 n k e {l,..,n}

Forma (5) umożliwia prostę syntezę układu cyfrowego o zadanym portre
cie fazowym G f [V] w logice N - wartościowej. Poszczególne kolumny ma
cierzy []ai(u)] wyznaczamy podstawiaję w równaniu (5) X1 » u*:

u1* ©  u1 « a1 (u) i-i.

Stęd otrzymuje się wyrażenie na poszczególne kolumny macierzy a:

a(u) » u * ©  u, (u.u*) 5 G* u o" ^ ij*  (6)

Jako przykłady przeprowadźmy syntezę automatów: realizujęcego cykl w B,
(rys. i) i cykl graniczny w B ?  (rys. 2)

Rys. 1

Stosujęc wzór (6) otrzymujemy równanie różnicowe opisujęce automat o gra
fie widocznym na rys. 1:

0 _________ 2 ____ >  u
“ i 1 I 1 I 1 I a(u)

*-©-tr x ©  0 x ©  0
©  1 fj$rt x ©  1 
©  2 x ©  2 5 ^ 2 "

o
Dla automatu realizujęcego cykl graniczny w B,:

Rys. 2
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0
0

0
1

0
2

1
0

1
1

1
2

2
0

2
1

2
2

0 1 1 0 1 1 2 0 0

1 0 2 1 . . . .  0 2 0 2 2
¿¿©rtr xŁ© 0 X1 ©  0 X1 ©  0 X1 ©  0 X1 ©  0 X1 © 0

X1 ©  1 X1 ©  1 X1 ©  1 ii-©* * 3 © - * x i © - r X1 ©  1 X1 ©  1 X 1 ©  1
X 1 ©  2 X1 ©  2 X1 ©  2 X1 © 2 xł ©  2 X1 ©  2 x i © ^ *¿©-2- x i © - Z
x 5 ^ 0 x2 ©  0 x2 ©  0 ¿¿ ©t f x2 ©  0 X2 ©  0 ¿ ¿ © t r x2 ©  0 x2 ©  0
x2 ©  1 ¿ ¿ © - i x2 ©  1 x2 © l x2 ©  1 X2 ©  1 x ! © - r x2 ©  1
x2 ©  2 x2 ©  2 x 5 © - ? X2 © 2 x2 ©  2 i ? © " ? x2 ©  2 X2 ©  2 > ¿ © " 2

dx* - ( x * ©  1) ®  (x1 © 2 )  ®  (x2 ) ®  (x2 © 2 )

©  (X1 ©  1) ®  (X1 ©  2) ®  (x2 ) ®  (x2 ©  1)
©  (X1 ) ®  (X1 ©  2) ®  (x2 ) ®  (x2 ©  2)

©  (X1) ®  (X1 ©  2) ®  (x2 ) ®  (x2 ©  1)

©  2 ©  ((X1) ®  (X1 ©  1) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2))

dx2 - (X1 ©  1) ®  (X1 ©  2) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2)
©  2 ©  ((X1 ©  1) ®  (X1 ©  2) ®  (x2) ®  (x2 ©  1)) 
©  (X1) ®  (X1 ©  2) ®  (x2 ©  1) ®  (x2 ©  2)
© 2 ©  ( ( X 1 ) ®  ( X 1 ©  2 )  ®  (x2) ®  ( x 2 ©  1 ) )

© 2 ©  ( ( X 1 ) ®  ( X 1 ©  1) ®  ( x 2 ) ®  ( x 2  ©  2 ) )

©  2 ©  ((X1) ®  (X1 ©  1) ®  (x2 ) ®  (x2 ©  1))

2. Wlelowartośclowa logika rozmyta

Przedstawiona tu teoria Jest uogólnieniem ujęcia zaproponowanego w pra- 
cy [V]. Stan rozmyty określony Jest przez N składowych, i-ta składowa 
równa się prawdopodobieństwu przyjęcia stanu i e B N. Zapiszemy to w 
postaci:

B n 3 x — ►  x » (x0 ,xlf ...x(g_1): xi « Prob(x ■ i)

przy czym musi zachodzić warunek 

N-l

i-0

Zbiór wszystkich elementów x nazwiemy rozmytę (probabllistycznę) 
przestrzenię logiki wlelowartościowej 1 oznaczymy Ję ®  !
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B,RN
N-l

X - ^x q *X1 # 'XN—1^ ' X1 >  ^  | x jl M
i-0

Interpretację geometryczne przestrzeni B g N pokazano na rys. 3. Natomiast 
rys. 4 podaje binarnę interpretację elementów przestrzeni rozmytej logiki 
wielowartoóciowej.

x-=o
--4

X =  1

X=<2.

x = ?

•---

<

1 
'

X
X

O 1 &  5 4

Stany pewne ( " o s t r e " )

R y s.3 .

Rys. 3

Stany "rozm yte"

Rys. 4

Działania algebraiczne w zdefiniujemy:

(x o y)A - Prob(x O y  ■ i) i e B N , x e  B ^ N * y e
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Stęd otrzymamy splot:

( x O y ) i - x»yP ' X ]  x .y (7)
m O P » i  P 6 B n i O P  P

Działania te sę wewnętrzne, gdyż:

X ]  ( x ° y)i *  X ]  ( X ]  x !)vp “ X ]  yP - * •
i e B., P 6 b n u B n iO p p e B n

( x O y ) j > 0  dla 1 e B n

Tak więc w poszczególnych przypadkach działania algebraiczne przyjmuję 
postać splotów:

N-l
(7a) 

(7b) 

(7c) 

(7d)

Sygnałem o wartościach w B p N nazwiemy funkcję 

B  3 t *- y(t) e B ^  

a operację

dy(t) « y(t+l) ©  y(t) - y*(t) ©  y(t) 

różnicę sygnału. Z (7b) wynika. Ze

(dV)i ‘ §  yP © i y%  (8)

Równaniem różnicowym w BRN nazwiemy

dy » f(y,t) (9)

gdzie

(x ©  y)t ■
N-l

p  ®  >>yp

(x ©  y)Ł -
P o  X‘ ©  *V" '

N-l
z :  V p © i
p»0

(x ©  y)t »
. 0 T . 1  *mVi‘

(x ®  y)t »

® r n x* 3 (y.*)— -  e B r N
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Zgodnie z wyrażeniem (8) równanie różnicowe przyjmuje postać równania 
splotowego - cyklicznego:

N-1
g  V p ©  iYp ■ fi(y.t) 1 6 B n . {0.1 n- i } ( 10)

Sumuj;c równanie (10) stronami po i, otrzymamy

N-1 N-1r N-1 N-1

5  ( S  v» ® * ) y ? "  §  yS -  S  ' i -

zatem y* e wtedy i tylko wtedy gdy y* >  0 dla p e  B N . gdzie y*
jest rozwiązaniem układu równań liniowych z macierz; cyklicznę:

1 1VP ©  J  V" " f(v' °

W szczególn a przypadku dla B R4 otrzymamy:

(I0a)

yo yl y2 y3

y3 y0 yl y2

y2 y3 y0 y l

y i y2 y3 y0

(lOb)

Ola układu deterministycznego (nierozmytego)macierz cykliczna układu

(x0"xl)(x0-x2 ) + (x^—x2 )
x0"xl fl-x2

Warunek (x(),x1 ,x2 )it e jest spełniony, gdy zachodzę nierówności:

x l”x2
2” 1

x0~x2

(x l-x 2)2 >  0 

te)

CM
X1H•4-

5
0

f2“xl 0

x0“x2 fl"x2
f2"x l

te )

Ć  (xg-XjKx^-Xg) ♦ (xL-x2 )2

(>)
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Aby sformułować pewne ogólne twierdzenie dotyczęce istnienia w ;J 
rozwiązania równania (10), posłużymy się metodę perturbacyjnę. W tym 
celu zapiszemy równanie (10) w postaci:

P(l - c(y)) y* = f(y,t)

gdzie P jest Jednę z potęg macierzy przesunięcia cyklicznego. Niech 
y° 6 8^. 2 twierdzeń algebry Banacha o istnieniu odwrotności elementów
C7H wynika, że zawsze można znaleźć e -  otoczenie punktu y° : K(6,y°) 
takie, że dla dowolnego y e K(£,y°) , yx  należy do B ^ ,  a więc równa
nie różnicowe w otoczeniu K(&,y°) opisuje pole przesunięć (zgodnie ze 
sformułowaniem używanym w [V] w zastosowaniu do rozmytej logiki binarnej).

W zastosowaniach do bardziej złożonych układów trzeba wprowadzić prze
strzeń "rozmytę“ B ^ n n-wymiarowę w logice N-wartościowej, którę okreś
limy jako produkt kartezjański * w

B £ N * {(xX  xn)»((x£,xJ,...,xjJ_1),...,(xQ,x” ,..,xJJ_1): xie

a działania algebraiczne w b£n zdefiniujemy tak, aby 

(x O y ) 1 * X1 O  y1 iB1,. .. ,n

gdzie x 6 B r n , y e V

Uzyskane dla przestrzeni B ^ N wyniki o równaniach różnicowych można 
łatwo rozszerzyć na B ^ N .
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JJETEPMHHHCOTIECKHE. H BEPOHTHOCTHHE. PA3H0CTHHE- 
yPABHEHHfl MH0r03HA4H0jrt JIOTHKH

P a 3 b m e
B p a b o i e  B B e A e n o  n o H a r a e  n p o c i p a H O t B a  N -  3 H a H H o f t  j i o t h k h  h  b  H e f t  o n p e — 

Æ e j ie H H  n o j i y r p y n n o B H e  a j i r a d p a i r e a c j c a e  o n e p a U H H . B  T aK O M  n p o o i p a H C T B e  c  n o M o u b B  
c n e q n a j i b H o r o  T a n a  p a 3 H 0 C T H u x  y p a B H e H H f t  o n n c a H a  A H H a M iu c a  q H ÿ p o B o t t  C H O i e M u ,  
A e ü o T B y i o m a H  H a  6 a 3 e  M H o r o s H a x H O f l  j i o r H K H .  X a j i b m a ,  B B e j i e H H  h o h h t h h  B e p o a i H o c -  
T H H X  O O C IO H H H fi M H O r0 3 H a H H 0 ft JIO T H K H  H H O H H T H e  B e p O H I H O C T H O r O  n p o o T p a o T B a  
M H o r o 3 H a H H O ii j i o r H K H .  B H e f t  M o x H o  o n p e A e a H T B  n o j i y r p y n n o B H e  o 6 o 6 m ë H H u e  
a j i r e f i p a H a e c K H e  o n e p a m m  a  o n a c a T b  n o s e , n e H H e  B e p o H i H o c i H o f t  q n i J i p o B o f t  c h c t s m h  
e  n o M O H b io  o b o f i n ë H H o r o  p a 3 H o c i H o r o  y p a B H e H a x .  r i o K a 3 a H O ,  h t o  x a K o e  y p a B H e H H e  
O B O A H IC H  K y p â B H eHHIO T H n a  U H K J IH 'î e C K O Î  O B ë p T K H .  C ( ||O p M y jIH p O B a H H  H B K O T O p b ie  
y c j iO B K H  p e m e H H H  T a K o r o  y p a B H e H H H ,

DETERMINATE AND PROBABILISTIC DIFFERENCE 
EQUATIONS IN MULTI - VALUE LOGIC

S u m m a r y

In the paper the N-value logic space has been introduced, and algebraic 
semigroup operations in this space have been defined. In the logic spi.ce 
the difference equation in normal Cauchy form have been de fined too. The 
equation describes dynamic behaviour of digital system in multi - value 
logic. Then the notion of probabilistic states and probabilistic space 
of N-valued logic have been introduced. The semigroup operations in 
probabilistic space, and the notion of N-value logic difference equation 
in Cauchy form in probabilistic space have also been introduced. The been 
solutions of this probabilistic difference logic equation have been 
invest igated.


