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DETERMINISTYCZNE 1 PROBABILISTYCZNE
ROWNANIA ROZNICOWE LOGIKI WIELOWARTOSCIOWEO

Streszczenie. W pracy wprowadzono pojecie przestrzeni logiki
N-wartoo6ciowej i zdefiniowano w niej podtgrupowe dziatania. W przes-
trzeni tej zdefiniowano réwnanie roéznicowe opisujece dynamike ukta-
du cyfrowego dziatajacego w logice wielowarto6ciowej. Pokazano
przyktad zastosowania rownan roznicowych do syntezy automatéw pra-
cujacych w logice wielowartoéciowej i sformutowano ogélny algorytm
takiej syntezy. Nastepnie wprowadzono pojecia standéw probabilistycz-
nych w logice wielowarto6ciowej oraz probabilistycznej przestrzeni
logiki wielowartoé6ciowej. Zdefiniowano poétgrupowe dziatania w
przestrzeni logiki probabilistycznej 1 wprowadzono pojecie probabi-
listycznego réwnania roéznicowego logiki wielowarto6ciowej w postaci
normalnej Cauchy*ego. Wykazano, ze rozwiagzanie takiego réwnania
sprowadza sie do rozwigzania sprzezonego roéwnania splotowego cykli-
cznego w przestrzeni probabilistycznej. Przedyskutowano zagadnienie
istnienia rozwigzan takich roéwnan.

1. Réwnania réznicowe logiki wielowartodciowe.1

W pracach £1, 4, 5, 6" bada sie dynamike ukdadéw binarnych, tj. ztozo-
nych z elementéw, ktére moga przyjmowaé¢ dwa stany 0,1. Trajektorie takich
uktadéw otrzymywane sa jako rozwigzania binarnych réwnan réznicowych
i przebiegaja w przestrzeni:

Bg = {x » (X1 xn): X1 B2 » 0,1, i»l,....n}

Binarne roéwnania réznicowe se wygodng 1 ogélng forme opisu matematycz-
nego dynamiki ukdadéw cyfrowych dziatajacych weddug logiki dwuwartoscio-
wej ze wzgledu na daleko idace analogie do klasycznych, ciagtych uktadow
dynamicznych.

Ostatnio, w pracach |5 i 6], wprowadzono pojecie dwuwartoé6ciowej lo-
giki “rozmytej", w ktorej stany okreslone sg prawdopodobnienstwaml. Dyna-
mike takich uktadéw bada sie za pomocg roéwnan réznicowych w przestrzeni
rozmytej :

BR2 * {x “ i*1 x")s 0<éxt«l. i-l1....,n}
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i stosuje sie Je do uktadéw dwustanowych dziatajecych w sposéb niepewny.
Elementy tych uktadéw przyjmuje potozenia O lub 1 z okreslonym prawodopo-
dobienstwem. Weddug sformutowania stosowanego w [B] i f6] sktadowa
X1 e [0.1] wektora stanu x Jest réwna prawdopodobienstwu tego, ze i-ty
bit wektora (bajtu) x przyjmuje wartos¢ 1.

Ostatnio wzrasta zainteresowanie logikami wielowartosciowymi, w ktérych
przy tej samej liczbie elementéw pamieci maleje dtugos¢ skow.

W logice wielowartosciowej elementy moge znajdowaé¢ sie w jednym z N
stanéwt

BN « i0-1 N>

W Bn zdefiniujemy nastepujece dziatania

dodawania modula N

odejmowanie modulo N

X ® y « min(x,y)

Nietrudno udowodnié¢ #ecznos$¢ dziatan:

X+Y+z € Bn

(x+y) ® z.
X+y+z 4 Bn

* X0 (y0 2)
y+y+z-N, Xx+y+z-N € BN

X+y+z-2N, x+y+z-N 4 &N

Aby udowodni¢ *ecznos¢ © , zauwazmy ze
rest(xy/N) « xy - pN€BN

gdzie p € Z+ (zbidér liczb catkowitych nlaujemnych).
Otrzymamy s

(X0 y) ® z»(xy-pN) © z-(xy-pN)z-gN»xyz-(pz+gq)N-xyz-sN € BN, s € *+
X0 (y® z)»x © (yz-pN) -x(yz-pN)-gN»xyz-(xp+q)N»xyz-sN e BN. 86 Z+

sted wynika, ze

X0 (YO z) » (x0 y)o z
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Dodawanie i odejmowanie se wzajemnie odwrotne:

xty) © y . x+ty eBn - i
Ix+N , X 4,Bn (%)
x©y) oy fx-N ., X-N e Bw(*)
(x+ty-N) © y. x+y £ B..
f_x x-N e bn

(przypadki oznaczone znakiem (*) se sprzeczne z zatozeniem: x e BN
Tablice dziatan w B4:

012 3 012 3 012 3 0123
0~TT~3 PT2-11 [a~tnroi 0o
12 30 10 3 2 012 3 0111
2301 210 3 0202 012 2
3012 3210 0321 012 3
X0y X0y X© vy
Przestrzen n-wymlarowe logiki N-warto6clowej definiujemy:
Bij - {x - (X1 xn): xie {o0.l..... N-1} - Bn. 1-1, -n}
Dziatania w Bn
(x0 y)l - x40 y1
gdzie 0 e{© . © . © . @}
Jezeli Z oznacza zbiér liczb catkowitych, to funkcja
Z 3t->=my(t) e B
nazywa sie Bjj - wartosciowym sygnatem, natomiast
dy(t) = y(t+l) 0 y(t) « y*(t) © y(t) (1)
Jego réznic«. Jezeli f Jest funkcje typu
bExZ 3 (Y,t) f(y.t) 6 Bjj
to réwnaniem réznicowym w postaci normalnej nazwiemy réwnanie
dy » f(y,t) (2)

gdzie y Jest szukane funkcje (sygnatem). Weddtug sformutowania stosowa-
nego w [Jell réwnanie réznicowe (2) opisuje w Bjj parametryczne pole prze-
sunie¢, zwane tez portretem fazowym.
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Podobnie Jak w [, tatwo wykaza¢, ze trajektorie réwnania (2) w b"”
okresla formuta rekurencyjna:
t-1

y(t) «y() © r©_0 f(y(r).n ®

Tak Jak w przypadku logiki binarnej, waznym zagadnieniem Jest reprezen-
tacja algebraiczna B g - wartosciowej funkcji zadanej na Bjj.- Oego roz-
wiezanie umozliwi aynteze uk#adéw cyfrowych w logice wielowartosciowej,
Ola funkcji BN- >m BN zachodzi

(xQ 0)® (x0 1) g ..0 (x© (N-D) . |

gdzie x e B”, a "kreska utamkowa" oznacza usuniecie z iloczynu czynnika
(x© u). Zatem funkcja BN - *m BN posiada algebralczne reprezentacje

Reprezentacje te mozna rozszerzy¢ na funkcje T: — *»BN

ie {1
f(x* xn) - © f(uk un) ©

(ut,...un)e B[J i a{l,,,

(O
Na przyktad funkcja B_(i— » Bj zadana przy pomocy tablicy wartosci:

000111222
012012012

102120112
posiada nastepujece reprezentacje algebraiczny!

f(x+,x2) - (z10 1) ® (z10 2) ® (X20 1) ® (x20 2)
20 ((x2 © 1)@ (X160 2) ® x2@ (x20 1))
X1® (210 2) ®@ (x20 1) ® (x20 2)

20 (X1® (X10 2) ® x2 @ (x20 2))

X100 (210 1) @ (x20 1) ® (x20 2)

x+ ® (z10 1) ® x2® (x2 ©0 2)

@ © o @ o O

20 (X1@ (x40 1)@ x2@ (x20 1))
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Stosujec reprezentacje (4) do réwnania roznicowego (2) otrzymuje sie

forme z wielomianowe prawe strone:

r ® , (xXAov)

jef{l....n>
dx* . @ ai(U) 6 (y-S-1Pz1 rztjfl-1) i»l n ®)
HE gBn ke @ ny < 0 U0

Forma (5) umozliwia proste synteze uktadu cyfrowego ozadanym portre-
wlogice N - warto$ciowej. Poszczeg6lnekolumny ma-

cie fazowym Gf
X1 » u*:

cierzy [Jai (u)] wyznaczamy podstawiaje w réwnaniu (5)
ul* © ul « al(u) i-i.
Sted otrzymuje sie wyrazenie na poszczegd6lne kolumny macierzy a:

a(u) »u*0 u, (u.u*) 5 G* ud N ©)

Jako przyktady przeprowadzmy synteze automatéw: realizujecego cykl w B,

(rys. i) i cykl graniczny w B? (rys. 2)

Rys. 1 Rys. 2

Stosujec wz6r (6) otrzymujemy roéwnanie réznicowe opisujece automat o gra-

fie widocznym na rys. 1:

0 2 > u
“1 1 11 1 1 1 a(
*-0-tr x© 0 x© 0
© 1 Ffj$rt x0 1
© 2 x0©0 2 5~2"

o
Dla automatu realizujecego cykl graniczny w B,:
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0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 0 2 0 0
1 0 2 1 ...0 2 0 2 2
oeortr xt00 X100 0 X1© 0 X1© 0 X1© 0 X100

X100 1 X10 1 X10
X10 2 X10 2 X10

ii-0* *30-* xiO-r X10 1 X10 1 X10 1
X102 x40 2 X10 2 xi®©~" *:,0-2- xi0-Z
XxX5/~0 X20© 0 x20 (OtfF X200 0 X20 0 (40tr x20 0 x20 O
Xx20 1 ,,0-i X260 x20 1 X20 1 X20 1 x10-r x20 1
X20 2 x20 2 x50-? X202 x20 2 j?0"? X20 2 X20 2 >;0"2

P O N

dx* - (x*0 1) ® (x102) ® (x2)® (x202)

0 (X1© 1)@ (X1@ 2)8 (x2)® (x20 1)

© (X1)® (X1©0 2) ® (x2)® (x20 2)

© (X1)® (X106 2) ® (x2)® (x26 1)

© 20 ((X1)® (X106 1) ® (x20 1) ® (x26 2))
dx2 - (X190 1) ® (X10 2)® (x20 1) ® (x20 2)

© 20 ((X10 1) ® (X100 2) ® (x2)® (X200 1))

© (X1)® (X100 2)® (x20 1) ® (x20 2)

© 260 ((X1) ® (x10 2) @ (X2)@ (x2 0 1))

[}

2 06 ((X1) ® (X106 1) ® (x2)® (x2 0 2))
20 ((X1) ® (X160 1) ® (x2)® (X200 1))

@

2. Wlelowartosclowa logika rozmyta

Przedstawiona tu teoria Jest uogdélnieniem ujecia zaproponowanego w pra-
cy [V]. Stan rozmyty okreslony Jest przez N sktadowych, i-ta sktadowa
réwna sie prawdopodobienstwu przyjecia stanu i € BN. Zapiszemy to w
postaci:

Bn 3 x—» x » (x0,xIf...x@1): xi « Prob(x m i)

przy czym musi zachodzi¢ warunek

Zbidér wszystkich elementéw x nazwiemy rozmyte (probabllistyczng)
przestrzenie logiki wlelowartosciowej 1 oznaczymy Je ® 1
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BRN X - xq *X1# XN-1~ * X1> Al oxi M
i-0

Interpretacje geometryczne przestrzeni BgN pokazano na rys. 3. Natomiast
rys. 4 podaje binarne interpretacje elementéw przestrzeni rozmytej logiki
wielowartoé6ciowej .

Rys.3.
Rys. 3
X-=0
-4
X=1
X=<2
X=?
< !
1
- N
0 1 & 5 4
Stany pewne ("ostre") Stany "rozmyte"
Rys. 4
Dziatania algebraiczne w zdefiniujemy:

x Oy)A - Prob(x0y = i) ieBN , xe BAN* ye
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Sted otrzymamy splot:

(x0y)i - x»yP " X ] X .y @
mOP» i P 6Bn ioOP P

Dziatania te se wewnetrzne, gdyz:

X ] (x° y)yi* X ] x ] X Dvp “X 1] yp  -*e
ie B, P6 bn u Bn i0O p p e Bn
(x0y)j>0 dla le Bn

Tak wiec w poszczeg6lnych przypadkach dziatania algebraiczne przyjmuje
posta¢ splotéw:

N=1
X © tnm (7a)
( y) b & 3yp
N-1

© £ - : " © i (7b)
*e ¥ Po X0 *V' * p»0 pEt

© t (7c)
(X nte > .0T.1 *mVF
xX® y)t » (7d)

Sygnatem o wartosciach w BpN nazwiemy funkcje
B3t *y(t)e B~
a operacje
dy(t) « y(t+l) © y(t) - y*(t) © y(D)
réznice sygnatu. Z (7b) wynika. Ze
@i < 8§ yPOoiy ®
Réwnaniem réznicowym w BRN nazwiemy

dy » f(y,t) (©))

gdzie

®rnx* 3 (y-*)- - e BrN
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Zgodnie z wyrazeniem (8) rownanie roéznicowe przyjmuje postac¢ réwnania
splotowego - cyklicznego:

N-1

g Vp© iYp m fi(y.t) 16Bn . {0.1 n-i} (10)
Sumuj;c réwnanie (10) stronami po i, otrzymamy

N-1 N-1 N-1 N-1

(s v ® *)y?2" § yS- S Y-

zatem y*e wtedy i1 tylko wtedy gdy y* > 0 dla pe BN. gdzie y*
jest rozwigzaniem uk#adu roéwnan liniowych z macierz; cykliczne:

1P 0O J vt f(vte (102)
W szczeg6ln a przypadku dla BR4 otrzymamy:

yo vyl y2 y3

y3 yo yl y2 (10b)

y2 y3 yo vyl
yi y2 y3 yo0

Ola uktadu deterministycznego (nierozmytego)macierz cykliczna uktadu

x0"x1 fl-x2
xX0"x1)(x0-x2) + (x"-x2)
Warunek (xQ,x1,x2)ite jest spekniony, gdy zachodze nieréwnosci:

(xl—x2)2 > 0

te)

221 A O

x1”x2 x0~x2 f2x1 0
te)

X0 x2 fl'xz C (Xg-XjKx"-Xg) ¢ (xL-x2)2

f2"x1 )
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Aby sformutowaé pewne ogdlne twierdzenie dotyczece istnienia w 3
rozwigzania roéwnania (10), postuzymy sie metode perturbacyjne. W tym
celu zapiszemy roéwnanie (10) w postaci:

PAI - c(y)) y* = f(y,D)

gdzie P jest Jedne z poteg macierzy przesuniecia cyklicznego. Niech
y° 6 8~. 2 twierdzehn algebry Banacha o istnieniu odwrotnos$ci elementéw
C7H wynika, ze zawsze mozna znalez¢ e- otoczenie punktu y° : K(6,y°)
takie, ze dla dowolnego vy e K(£,y°) , yx nalezy do B~*, a wiec roéwna-
nie roéznicowe w otoczeniu K(&,y°) opisuje pole przesunie¢ (zgodnie ze
sformutowaniem uzywanym w [V] w zastosowaniu do rozmytej logiki binarnej).
W zastosowaniach do bardziej z#ozonych uktadéw trzeba wprowadzié¢ prze-
strzen "rozmyte“ B~n n-wymiarowe w logice N-wartosciowej, ktére okres$-
limy jako produkt kartezjanski * w

BEN * {(xX Xn)»((XE,xJ, ..., xjI_1), ..., (xQ,x”7,..,x3J_1): xie

a dziatania algebraiczne w bEn zdefiniujemy tak, aby
x0y)1l *X10 y1 iBl,. .. ,n

gdzie x6 Brn, y e V

Uzyskane dla przestrzeni B”N wyniki o réwnaniach réznicowych mozna
+atwo rozszerzy¢ na B~N .
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JIETEPMHHHCOTIECKHE. H BEPOHTHOCTHHE. PA3HOCTHHE-
yPABHEHHFI MHOrO3HA4HOjrt JIOTHKH

Paldbme

B paboie BBeAeno noHarae npocipaHOtBa N - sHaHHoft jiothkh h b Heft onpe—
KejieHH nojiyrpynnoBHe ajiradpaireacjcae onepaUHH.B TaKOM npooipaHCTBe ¢ noMoubB
cneqnajibHoro Tana pasHoCTHux ypaBHeHHft onncaHa AHHaMiuca gHypoBott CHOieMu
AeloTByiomaH Ha sase MHorosHaxHOfl jiorHKH. Xajibma, BBejieHH hohhthh BepoaiHoc-
THHX OOCIOHHHfi MHOrosHaHHoft JIOTHKH H HOHHTHe BepOHIHOCTHOrO npooTpaoTBa
MHorosHaHHQIi jiorHKH. B Heft MoxHo onpeAeaHTB nojiyrpynnoBHe osoeméHHue
ajirefipaHaecKHe onepamm a onacaTh noseneHHe BepoHiHociHoft gniJipoBoft chctsmh
e noMOHbio obofinéHHoro pasHociHoro ypaBHeHax. rioKasaHO, hto xaKoe ypaBHeHHe
OBOAHICH K ypaBHeHHIO THna UHKJIHTeCKOT OB&pTKH. C(|OpMyjlHpOBaHH HBKOTOpbie
ycjiOBKH pemeHHH TaKoro ypaBHeHHH,

DETERMINATE AND PROBABILISTIC DIFFERENCE
EQUATIONS IN MULTI - VALUE LOGIC

Summary

In the paper the N-value logic space has been introduced, and algebraic
semigroup operations in this space have been defined. In the logic spi.ce
the difference equation in normal Cauchy form have been de fined too. The
equation describes dynamic behaviour of digital system in multi - value
logic. Then the notion of probabilistic states and probabilistic space
of N-valued logic have been introduced. The semigroup operations in
probabilistic space, and the notion of N-value logic difference equation
in Cauchy form in probabilistic space have also been introduced. The been
solutions of this probabilistic difference logic equation have been
invest igated.



