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ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA JEDNOMASZYNOWEGO ZA G AD N IEN IA  SZEREGOWANIA 

Z  JEDNAKOWYMI GRUPOWYMI CZASAMI PRZEZBROJEŃ »O

S t r e s z c z e n i e .W  p r a c y  p r ze d s t a w io n o  w y nik i a n a l i z y  n a jg o r s z e g o  p rzy p a dku  

algorytm ów  a p ro ksy m acy jn y ch  d l a  Jednom aszynow ego  z a g a d n ie n i a  s ze r e g o w a n ia  

za d a ń  z  Jedn ak o w y m i, grupowym i czasam i p r z e z b r o je ń , w którym  k a ż d e  z a d a n ie  

ma z a d a n y  c z a s  goto w o ści do  r e a l i z a c j i ,  c z a s  w ykonyw ania  o r a z  c z a s  d o s 

t a r c z e n i a ,  a  p rob lem  p o le g a  na  z n a l e z i e n i u  k o l e jn o ś c i  w ykonyw ania  m inim a

l i z u j ą c e j  c z a s ,  po którym  w s z y s t k ie  z a d a n ia  s a  d o s t a r c zo n e . Podano  ró w n ież  

p r z e g lą d  algo ry tm ó w  ap ro ksy m acy jn y ch  d la  w e r s j i  z a g a d n ie n i a  b ez  p r z e z b r o 
je ń .

1 . W stęp

Da n y  J e s t  z b ió r  z a d a ń , u t o ż s a m ia n y  d a le j  z e  zb io rem  in d e k só w  

J = < 1 , . . . , n > , k t ó r e  n a l e ż y  wykonać na p o je d y n c ze j  m a s zy n ie ; w d an e j  c h w il i  

m aszyna  m oże wykonywać co  n a jw y ż e j  Jed n o  z a d a n ie . Z a d a n ie  J J e s t  gotow e 

do r e a l i z a c j i  w mom encie r ̂  , p o t r z e b u je  p^ J ed n o stek  c z a s u  na  w y k o n a n ie , 

a c z a s  p o t r z e b n y  na  J e g o  d o s t a r c z e n i e , l i c z o n y  od momentu za k o ń c ze n ia  

w ykonyw ania  p r z e z  m aszyn ę , wynosi ; r ^ ,q j > 0 ,  P j> 0 . Zb ió r  za d a ń  J  J e s t

r o z b i t y  na  B p o d zb io r ó w  CgrupJ 1 ^ , . . .  , 1 ^  i k ie d y  z a d a n ie  g ru p y  1 ^  wyko

nyw ane J e s t  b e z p o ś r e d n io  po  z a d a n iu  z  g ru p y  1 ^ ,  wymagane J e s t  p r z e r  

^ b r o je n ie  m aszyn y , k t ó r e  z a jm u je  s ^  je d n o s te k  c z a s u ; s a a =^  cl̂ a k a ż 

dego  a . Rozw ażam y p r z y p a d e k ^ k ie d y  c z a s y  p r z e z b r o je ń  s a  Jed n ak o w e , p r zy jm u 

ją c .  b e z  s t r a t y  o g ó ln o ś c i r o zw a ż a ń , że  s a ^ s=1 d la  a ^b . N a le ż y  z n a l e ź ć  u s z e 

re g o w a n ie  C k o le jn o ś ć  w y ko nyw ania  z a d a ń D , d la  k tó re g o  maXj ̂ jC  C j+ q ^  D , to  

j e s t  c z a s  d o s t a r c z e n i a  w s z y s t k ic h  z a d a ń , p r zy jm u je  w arto ść  m in im a ln a ; 

p r ze z  C j o zn ac za m y  c z a s  z a k o ń c z e n ia  w ykonyw ania  z a d a n ia  J p r z e z  m aszynę.

Z g o d n ie  z  n o t a c j a  Graham a e t  a l .C A ] ,  k la s y c z n y , b e z  p r z e z b r o je ń , o dp o 

w ie d n ik  n a s z e g o  problem u  o z n a c z a n y  j e s t  p r z e z  1 | r ^ , q ^ | c m ax- Sfo rm ułow any  

problem  J e s t  s i l n i e  NP- trudny , p o n ie w aż  J e g o  s z c z e g ó l n y  p r zy p a d e k , problem  

* lr i * l^m ax ’ n a l c *°  k l a s y  problem ów  s i l n i e  NP- trudnych  171. Do k l a s y  

problem ów  NP- trudnych  n a l e ź a  ró w n ie ż  p r zy p a d k i s z c z e g ó l n e , g dy  w s z y s t k ie

a l b o  w s z y s t k ie  q^ sa  Jedn ako w e  C23.

R o zp a try w an y  p rob lem  z n a n y  j e s t  r ó w n ie ż  pod n a s t ę p u ja c a  e k w iw a le n t n a  

postacią-  N ie c h  K b e d z ie  s t a ł a  s p e ł n i a j ą c a  w arunek K>m aXje j q j  i  n ie c h  

dj=K- qj b e d z ie  pożądanym  term inem  z a k o ń c z e n ia  w ykonyw ania  z a d a n ia  j .  Łatwo

•O  P r a c a  b y ła  fin a n s o w a n a  p r z e z  R P . I .  0 2  "T e o r i a  s t e r o w a n ia  i o p t y m a liz a 

c j i  c ią g ł y c h  uk ład ów  d y n am ic zn y c h  i p ro c e só w  d y s k r e t n y c h " .
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za u w a ż y ć , ź e  m ax. TCC + q .} = m a x , - C C .- d .}+ K , a  zatem  m in im a l iz a c ja  c z a s u , w

którym  w s z y s t k ie  z a d a n ia  s ą  d o s t a r c z o n e fJ e s t  równow ażna  m in im a l iz a c j i  mak

sym alnej n ie t e r m in o w o ś c i . Oba  w a r ia n t y  problem u  n a le ż ą  do  podstaw ow ych  mo

d e l i  t e o r i i  s z e r e g o w a n ia , o  w ie l u  p r a k t y c zn y c h  i t e o r e t y c zn y c h  za s t o s o w a 

n ia c h ; w tym drugim  p r zy p a d k u  sto s o w a n e  są  do k o n s t r u k c j i  a lgorytm ów  d la  

b a r d z ie j  z ło ż o n y c h  z a g a d n ie ń  s ze r e g o w a n ia .

Mimo t e g o , ż e  d l a  problem u  b e z  p r z e z b r o je ń  i s t n i e j ą  w y d a jn e  a lgo ry tm y  

d ok ła d n e  o p a r t e  na m e to d zie  p o d z i a ł u  i o g r a n ic z e ń  C p a tr z  np. C 3 3 .C 1 3 ]  o raz  

p r ze g lą d  l i t e r a t u r y  w [ 3 ] }  o r a z  a lgo ry tm  apro k sy m ac y jn y  o o s za c o w a n iu  4 / 3 ,  

b a z u ją c y  na  ko nstrukty w ny c h  w ła s n o ś c ia c h  sam ego problem u C p a tr z  p r ze g lą d  

algorytm ów  w d a l s z e j  c z ę ś c i  n i n i e j s z e j  p r a c y } , to  Jedn ak  brak  J e s t  Jak  d o 

tąd  prób  p r z e n i e s i e n i a  tych  w yników  na  p roblem  z  p r z e z b r o je n ia m i . Badana  

b y ła  m ożliw o ść  k o n s t r u k c j i  algorytm ó w  d o k ła d n y c h  i apro k sy m ac y jn y c h  d la  

p rzy padku  s z c z e g ó ln e g o , k ie d y  w s z y s t k ie  c z a s y  g otow ości r j , a lb o  w s z y s t k ie

są  jedn a ko w e . W [8] sfo rm uło w ano  a lg o ry tm  program ow ania  dyn am icznego  

d l a  tego  p r zy p a d k u , o b e jm u ją c y  ró w n ie ż  s y t u a c j e  o g ó ln a , k ie d y  c z a s y  prze-  

2b r o je ń  z a l e ż ą  od grup . A lgo ry tm  t e n  J e s t  w ie lom ian o w y  z e  w zg lę d u  na  l i c z 

bę  za d a ń  i w y k ła d n ic zy  z e  w zg lę d u  na  i l o ś ć  g ru p . J e d n a k ż e , p o za  p r z y p a d 

kam i, w k tó ry c h  B j e s t  b a r d zo  m ałe, p o s ia d a  z n a c z e n i e  w y łą c zn ie  t e o r e t y c z 

ne . W C li]  podano  s z e r e g  w ła s n o ś c i u ł a t w ia ją c y c h  k o n s t r u k c je  algorytm ów  

d la  tego  s z c z e g ó ln e g o  problem u  o r a z  p r ze d s t a w io n o  s e r i e  algorytm ó w  a p r o k 

sym acyjnych  o  o s za c o w a n ia c h  b łę d u  w zg lę d n eg o  m a x < l ,n - l> , 2  i 5 / 3 ;  p o d e j ś 

c i e  tam za s to s o w a n e  n i e  może być Jednak  r o z s z e r z o n e  na  z a g a d n ie n i e  z  r ó ż 

nymi czasam i gotow ości i różnym i czasam i d o s t a r c z e n ia .

W p r a c y  p r zed s ta w ia m y  pró bę  k o n s t r u k c j i  a lgorytm ów  a p ro k sy m acy jn y ch  

d la  z a g a d n ie n i a  1 |r^ , q^ |(̂ max z  Jednakowym i grupowymi p r z e z b r o je n ia m i  w 

o p a r c iu  o  m etode a n a l i z y  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u , podobna  d o  t e j ,  k tó r a  b y 

ł a  ¡tosow ana  w p rzy p a dku  algorytm ów  d la  z a g a d n ie n i a  b e z  p r z e z b r o je ń  [ 9 3 . 

Podajem y  o g ó ln y  a lg o r y tm , b e d a c y  w pewnym s e n s ie  d a ls zy m  r o z w in ię c ie m  

u o g ó ln io n e j  r e g u ł y  J a c k s o n a  C któ ra  o k a z a ł a  s i e  być n ie z w y k le  s iln y m  n a r z ę 

dziem  d la  p rzy p a d k u  b e z  p r z e z b r o je ń , p a t r z  d a l s z a  c z e ś ć  p r a c y } , i n a s t ę p 

n i e  badam y d o k ła d n o ść  J e g o  r ó ż n y c h  w a r ia n t ó w  i m o d y f ik a c j i . W r e z u l t a c i e  

p r z e s t a w io n o • t r z y  a lg o ry tm y  o o s za c o w a n ia c h  b łę d u  w zg lę d n e g o , o d p o w ie d 

n io , m ax< 2 ,n - l> , 3  i  8 / 3 ,  o r a z  sfo rm uło w ano  p r o s t a  m etode o g ó ln a , p o dd a 

ją c a  s i e  a n a l i z i e  C n a jg o r s ze g o  p rzy p a d k u } i s u g e r u ją c ą  d a l s z e  m o d y fik a c je  

mogące p r z y n ie ś ć  p o le p s z e n ie  d o k ła d n o ś c i . W p r zy p a d k u  g d y  c z a s y  goto w o ści 

r^ są  Jed n ak o w e , o s za c o w a n ie  8 / 3  p r ze c h o d z i  w 5 / 3 ,  a  za te m  o trzym any  a l 

gorytm  p o s ia d a  t a  sama d o k ła d n o ść  z  p un ktu  w id z e n ia  a n a l i z y  n a jg o r s z e g o  

p r zy p a d k u , co  a lgo ry tm  p o dany  w C 1 2 3 ; J e s t  je d n a k  od n ie g o  p r o s t s z y  i p o 

s ia d a  m n ie js z a  złożoności. o b l ic z e n io w a .

2 . N o t a c ja

N iec h  rr, per mu tac  Ja  z b io r u  J ,  o k r e ś l a  k o le jn o ś ć  w ykonyw ania  z a d a ń ; p r ze z



A lgo ry tm y  a pro k sy m acy jn e 367

nCiD o zn ac za m y  numer z a d a n ia  na  p o z y c j i  i w p erm u tac ji n. D la  dow o ln ego  

rr o r a z  i ,  2 < i< n , n ie c h  j J e ż e l i  riCiD o r a z  rzCi-lD n a l e ż ą  do t e j  s a 

mej g r u p y , o r a z  w p rzeciw nym  p r zy p a d k u ; s ^ ^ —O.’

D la  d an e j  k o l e jn o ś c i  w ykonyw ania  za d a ń  rr. c z a s  d o s t a r c z e n ia  w s zy s tk ic h  

z a d a ń , o z n a c z a n y  d a l e j  p r z e z  C ^ ^ C r O ,  wynosi

C CrO=m ax, C T - . . . + Z ,  . C p ^ . ^ + s ^ . ^ D + q ^ . ^ O .  C l}
m ax l< i< J < n  n C i5 k =i 'rzCk} nCk} nCJ}

R o zp a try w an y  t u  p roblem  p o le g a  w ięc  na  z n a l e z i e n i u  p erm u tac ji n , w z b i o 

r z e  w s z y s t k ic h  p er m u tac ji  z b io r u  J ,  d l a  k tó r e j  f u n k c ja  C p r zy jm u je  war-
H  M

to ść  m in im a ln ą ; o zn aczam y  C =<-max<*77 -*•

O zn aczm y  d a l e j  p r z e z  u^ i u ^  w a r t o ś c i , o d p o w ie d n io  i o r a z  J ,  d l a  k t ó 

ry ch  o s ią g a n e  j e s t  maksimum w w y r a ż e n iu  C l } .  C ią g  za d a ń  C r r C u ^ } , . . .  , rrCu^}} 

nazyw ać b ę d zie m y  blohiem\ p r z e z  W o zn a c za ć  b edziem y  z b ió r  za d a ń  b lo k u , 

W=<nCu^D , .  . . , n C u ^ } }  , n a t o m ia st  p r z e z  k ,  l i c z b ę  p r z e z b r o je ń  w b lo k u  perm u

t a c j i  rr, z  w y łą czen iem  p r z e z b r o je ń  w y stę p u ją c y c h  b e z p o ś r e d n io  p rzed  z a d a 

niem  n Cu^} i z a  za d a n ie m  nCu^D .

D la  V c J . n ie c h  zC V } b e d z ie  l i c z b ą  g r u p , k tó ry c h  z a d a n ia  n a le ż ą  do  V. 

D la  d an eg o  'n . m aksym alny c ią g  k o le jn y c h  za d a ń  z  t e j  sam ej g ru p y  nazywam y 

segmentem. C ią g  segm entów  , . . .  , L^. p er m u tac ji  n , t a k i , ż e  n = C L ^ , . . . , L ^ }  

Ctt J e s t  p o łą c ze n ie m  c ią g ó w  . , L^ }  nazywam y segmentowa, reprezentacja, n ;

v —1 J e s t  l i c z b ą  p r z e z b r o je ń  d la  k o l e jn o ś c i  n. N a le ż y  za u w a ż y ć , ż e  d l a  d o 

w o lnego  n , v>B. P e r m u ta c je , d la  k tó r e j  v = B , nazywam y uszeregowaniem grupo
wymi; w u s z e r e g o w a n iu  tak im  z a d a n ia  k a ż d e j  g ru p y  wykonywane są  k o l e jn o  

po s o b i e ,  a  l i c z b a  p r z e z b r o je ń  o s ią g a  sw o ją  m in im alną  w arto ść  B - l. D la  

V c J , o zn aczam y : PC V} =Z^ ̂ p ^  , rC VO =mi j , qC V} =mi n^ eV qj •

Z g o d n ie  z  powyższym i o z n a c z e n ia m i ,

- „ . +PC W} +k+q  . .  C 2}
n C u ^}  ^nCUg}

W d a ls zy m  c ią g u , b ę d ziem y  c z ę s t o  wykorzystywać n a s t ę p u ją c e  d o ln e  ogra- 

n i c z e n i e  na  C . D la  d ow o ln eg o  V c J ,

C > r C V }+ P C V }+ zC V }- l+ q C V } . C 3}

N ieró w n o ść  ta  w y nik a  b e z p o ś r e d n io  z  C l } .

D o k ła dn o ść  a lgo ry tm u  ap ro ksy m acy jn eg o  A  d l a  pew nego  u s t a lo n e g o  proble-  

mu k o n k r e tn e g o  o c e n ia ć  b e d z ie m y  za pomocą, i l o r a z u  CA^C  , g d z i e  CA j e s t  

w a r t o ś c ią  f u n k c j i  c e l u  otrzym aną  p r z e z  a lg o ry tm  A. D o k ła dn o ść  a lgo ry tm u  A 

d l a  d o w o ln eg o  p roblem u  k o n k r e tn e g o  o k r e ś l a  param etr  p  ,

PA  = i n f < f > l :  CA/ C  < f  d la  k a ż d e g o  proplem u k o n k r e tn e g o } .

Tak w ie c , d la  k a żd eg o  problem u  k o n k r e t n e g o , CA/C * < p A , i o g r a n ic z e n ie  to  

j e s t  n a j l e p s z e  z  m o żliw y ch . W t l i ,  P A  n azy w a n e  j e s t  b ezw zg lę dn y m  o s za c o w a 

n iem  C b łe d u  a lg o r y t m u } . W n i n i e j s z e j  p r a c y , d l a  o k r e ś l e n ia  g órnego  

o g r a n ic z e n ia  na  p A> używam y n azw y  oszacowanie btęda względnego, n ato m ia st
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samo p A n azy w ane  j e s t  parametrem, najgorszego przypadku.

3 . A lgorytm y  a pro k sy m acy jn e  d l a  p rzy p a d k u  B=1

Prze d staw im y  n a jp ie r w  p r z e g lą d  algorytm ó w  ap ro k sy m acy jn y ch  d l a  p r o b 

lem u 1 |r i • ̂  |(-max b ° 2 p r z e z b r o je ń  CB=13 , w y nik i a n a l i z y  n a jg o r s z e g o  p r z y 

padku z w ią z a n e  z tym problem em , i na tym t l e  sfo rm u łu je m y  w d als zy m  c ią g u  

p r a c y  a lg o ry tm y  a pro ksy m acy jn e  d la  z a g a d n ie n i a  z  p r z e z b r o je n ia m i  CB>1D.

P ie r w s z y  a lgo ry tm  apro k sy m ac y jn y  sfo rm uło w any  zo s t a ł  w C 1 0 3 ; n osi on 

c z ę s t o  n azw ę  U o g ó ln io n e j  R e g u ły  J a c k s o n a  C URJJ. Mówi o n a , ż e  J e ż e l i  w d a 

nej c h w il i  m aszyna J e s t  w o ln a , t o  sp o ś r ó d  za d a ń  d o s tę p n y c h  do r e a l i z a c j i  

n a l e ż y  wybrać do w ykonyw ania  t o , k tó re  ma n a j d ł u ż s z y  c z a s  d o s t a r c z e n ia . 

B a r d z ie j  s fo r m a lizo w a n y  o p is  tego  a lg o ry tm u , p r zy st o s o w a n y  do d a l s z e g o  wy

k o r z y s t a n ia  w ew nątrz in n y c h  p r o c e d u r , ma p o sta ć  n a s t ę p u ją c a : 

p rocedu rę  U R J C S .t , cO

CDane w e jś c io w e : S  - z b ió r  z a d a ń , k tó re  n a le ż y  u s t a w ić  po  o s ta tn im  z a d a 

n iu  c ią g u  początkow ego  a ,  t - n a j w c z e ś n i e j s z y  m o żliw y  term in  r o z p o c z ę c ia  

w ykonyw ania  za d a ń  z e  z b io r u  S ,  a  - p o czą tko w y  c ią g  za d a ń  C S n a = 0 } ;

Dane w y jśc io w e : a  - c ią g  za d a ń  b ed a c y  p o łą c ze n ie m  c ią g u  p o czątko w ego  i

c ią g u  o trzym anego  p r z e z  u p o rzą d k o w an ie  S ,  t - c z a s  z a k o ń c z e n ia  w ykonyw ania  

o s t a t n ie g o  z a d a n ia  w a> 

b e g in

w h ile  S?*0 do 

b e g in  

Q:

R: =< jeQ :

j : =  d ow olne  z a d a n ie  z e  z b io r u  R;

a : ” C a ,J D  (d o ł ą c z e n i e  J do  a  na  o s t a t n ie j  p o z y c j i > ; .

S : = Sv C j> ;

t : =m ax<t+pj , m i n ^ ^ r ^ >  ; 

end

end

A n a l i z a  n a jg o r s z e g o  p r zy p a d k u  a lgo ry tm u  URJ o r a z  k o n s t r u k c ja  i a n a l i z a  

d a ls z y c h  J e g o  m o d y fik a c ji  o p ie r a ją  s i ę  n a s t ę p u ją c y c h  s p o s t r z e ż e n ia c h . 

N ie c h  CrcCu^D , .  . . , nrCu^D b e d z ie  b lo k ie m  w p er m u tac ji  n o trzym anej p r z e z  URJ 

Cdi a d an ych  w e jś c io w y c h : J , m i n ^ ^ r  j  , 0J o  n a jm n ie js zy m  m ożliwym  u^ . Łatw o

można s p r a w d z ić , ż e  r < i ^ S i S U g .  S t a d . d la

u^< i< U g , to  TT J e s t  u szereg o w a n iem  optym alnym , p o n ie w aż  C > r nCu +

^rcCu } =<“maxi’n^* -Je:* e l i  warunek ten  n i e  J e s t  s p e ł n io n y . to  z n a c z y
2

i s t n i e j e  z a d a n ie  rrCcD, u <c<u._, t a k i e  ż e  q  - q  „ v i q  _ . >q „ _ d la
1 2  ^ ftCc }  ^rzCu^} ^ n C i}  ^nCu^D

c + l< i< u 2 , to . C 9 ] ,

= < je S : r j<t>  ;
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CURJ C ~ pnCcD ' C43

Z a d a n ie  n C c ) nazy w ane  j e s t  d a l e j  kolizyjnym.

Param etr n a j g o r s z e g o  p rzy p a dk u  d la  URJ wynosi 2 .  C93. Jak w ynika  z C42>, 

J e ż e l i  P j< C l /2 5 P C J D  d l a  k a żd eg o  J , t o  C ^ j / C ^  < 3 / 2 .  P o n iew aż  i s t n i e j e  co  

n a jw y że j  j e d n o  z a d a n ie , k tó re  t e j  n ieró w n o ści n i e  s p e ł n i a ,  w idać  w ie c , ż e  

wpływając  na p o ł o ż e n ie  te g o  z a d a n ia  w u szer eg o w a n iu  w ten  s p o s ó b , aby  n ie  

było  ono  z a d a n ie n  k o l iz y jn y m , możemy e w e n t u a ln ie  otrzym ać m o d y fik a c je  URJ 

o o s za c o w a n iu  b łę d u  w zg lęd n eg o  m n iejszy m  riiż 2 . J e s t  to  id e a  m o d y fik a c ji  

zaproponow anej p r z e z  P o tts* . 1 9 3 , nazy w anej d a l e j  algorytm em  M URJ, d la

kL6reJ P MURJ= 3 / 2 - 

p ro c e du re  MURJ

b eg in

re p e a t

n: =0;
URJC J  , mi n ^ej r j •

i f  i s t n i e j e "  z a d a n ie  k o l i z y j n e  nCcD , t h e n  r r -r r . ;u nCcJ n C U g ) ’

u n t i l  n i e  i s t n i e j e  z a d a n ie  k o l i z y j n e  lu b  wykonano n i t e r a c j i ;

w y b ie r z  u s z e r e g o w a n ie  o n a jm n ie js z e j  w arto śc i fu n k c j i  c e l u ;

end

A lgorytm y  URJ i MURJ można ła tw o  p rzy sto so w ać  do  r o zw ią zy w a n ia  z a g a d n ie n ia  

z  o g r a n ic ze n ia m i kol e jno ścio w y m i . W tym c e lu  w y s ta r c zy  tak m o dy fik o 

wać w a r to ś c i r^ i  ̂ a ż e b y  n ie  " z n i e k s z t a ł c a j ą c "  problem u , wymusić na URJ 

"a u t o m a t y c zn e " s p e ł n i a n i e  o g r a n ic ze ń  k o le jn o ś c io w y c h . W p rzy p a dku  URJ wa

runek t e n  s p e ł n i a  m o d y fik a c ja : j e ż e l i  z a d a n ie  i p o p r ze d za  J ,  to  r . :  = 

max<ri ,T j>  o r a z  : =max<qi , q ^ > . A lgorytm  z tego  typu  m o d y fik a c ja  o znaczam y  

p r ze z  U R J* . W p r zy p a d k u  MURJ n a l e ż y  za sto so w a ć  URJ" w m ie js c e  URJ o r a z  

r o z s z e r z y ć  m o d y fik o w a n ie  c za s ó w  g o t o w o ś c i , w in s t r u k c j i  i f ,  na t e  w s z y s t 

k ie  z a d a n i a ,  obok n C c J , k t ó r e  m usza być p o p r ze d za n e  p r z e z  nCcJ.

O s t a t n io  H a ll  i  Shmoys C63 p r z e d s t a w il i  m o d y fik a c je  a lgo ry tm u  MURJ

d la  r o zw ią z y w a n ia  1 I r . , q . , p r e c |C  , nazy w ana  d a le j  HS , d la  k tó re j  p „  = 4 /3 .
* i i * max nw

P o leg a  ona  na  s to s o w a n iu  MURJł do  o r y g in a l n e j  i odw róconej w e r s ji  p r o b l e 

mu, p r z y  czym  w p r zy p a d k a c h , g dy  i s t n i e j ą  dwa d ł u g ie  z a d a n ia  u i v  t a k i e ,  

że p u ,p v  > C1 / 3 } PCJJ , w m ie js c e  n n a l e ż y  sto so w ać  2n- 3 i t e r a c j i  p r o c e 

dury  U R J* . P r z e z  w e r s je  odw rócona rozum iem y prob lem , w którym  r o l e  r^ i q^ 

sa za m ie n io n e ^ a  o g r a n ic z e n ia  k o le jn o ś c io w e  odwrócone, 

p rocedu re  HS 

b egin  

b e g in

i f  n i e  i s t n i e j ą  z a d a n ia  u i v  t a k i e ,  ż e  p ^ , p^>C1 /3 } P C  J3> th en  

z a s t o s u j  MURJ* do  o r y g in a l n e j  i odw róconej w e r s ji  p roblem u ; 

e l s e

i f  i s t n i e j e  r e l a c j a  kol e j  n o śc i owa d l a  u i v  th en
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z a s t o s u j  M URJ* z  2n- 3 it e r a c ja m i  do  o r y g in a ln e j  i odw róconej 

w e r s j i  p rob lem u ;

e l s e  dod aj o g r a n ic z e n ie  "u  p o p r ze d za  v "  i  z a s t o s u j  MURJ* z  2n- 3 

it e r a c ja m i  do  o r y g in a l n e j  i  o dw ró co n ej w e r s j i  p roblem u ; 

d o d a j o g r a n ic z e n ie  " v  p o p r ze d za  u "  i z a s t o s u j  MURJ* z  2n-3 

it e r a c ja m i  do  o r y g in a l n e j  i  odw ró co n ej w e r s j i  p roblem u ;

end

w y b ie r z  u s z e r e g o w a n ie  o n a j m n i e j s z e j  w a r to ś c i f u n k c j i  c e l u ;  

end

H a ll  i Shmoys C63 p o d a li  ró w n ie ż  dwa w ie lo m ian o w e  schem aty  aproksym a

c y jn e  d l a  * |r i ’ I(”'max* d o p r o w a d za ją c  w t e n  sp o s ó b  d y s k u s je  nad  a l g o r y t 

mami aproksym acyjnym i d la  t e g o  z a g a d n ie n i a  n i e j a k o  do  k o ń c a ; u z y s k a n ie  

w p e łn i w ie lom ian o w eg o  sch em atu  apro k sy m ac y jn eg o  n i e  J e s t  m o żliw e  C p r zy  

z a ł o ż e n i u  P /N PD  » p o n ie w aż  p rob lem  1 |r^ | J e s t  s i l n i e  NP- trudny.

P o n iż e j  p r ze d s ta w ia m y  z e s t a w i e n i e  om ówionych algorytm ów .

A lgo ry tm  A P A  Z ło ż o n o ś ć  o b l i c z .  Uwagi

U R J , URJ * 2 O C n lo gn } C 9]

M URJ, M URJ' 3 / 2
2

OCn lognD 193

HS 4 / 3
2

OCn 1 ogn} C 63

W ielom . sc h . a p r o k s . C 1
. ,3 + 4 /jc . 

OC1 6  C n /¿ O  } C 6]

W ielom . sc h . a p r o k s . D 1 +£

2
rsr \ . r a s  -v 8 / C  + 8 /^ + 2 ^
O C n lo g n + n C 4 //D  } C63

4. A lgo ry tm y  ap ro k sy m ac y jn e  d l a  p r zy p a d k u  B>1

Zajm ować s i e  b ę d ziem y  w y ł ą c z n ie  z a g a d n ie n ie m  b e z  o g r a n ic z e ń  k o l e j n o ś -

cio w y c h . R o zp o c zn iem y  od a lg o r y tm u , k t ó r y  j e s t  r o z s z e r z e n ie m  U o g ó ln io n e j

R e g u ł y  J a c k s o n a . N ie z w y k le  k o r z y s t n e  w ła s n o ś c i t e j  r e g u ł y  u s p r a w ie d l iw ia j ą

próbę  J e j  w y k o r zy s t a n ia  r ó w n ie ż  w z a g a d n ie n i u  z  p r z e z b r b j e n ia m i .

W om awianym  a lg o r y tm ie  z a k ł a d a  s ie *  ż e  k a ż d a  g ru p a  1 ^  r o z b i t a  J e s t  na

m p o d zb io r ó w  C podgrup} I    I  . Z a d a n ia  k a ż d e j  z  p o dg rup  u s t a w ia n e
a ai a , m

a

są k o l e j n o  po  s o b i e  w ed ług  p r o c e d u r y  URJ. Z  k o le i  p o d g ru p y  w y b ie r a n e  są 

w edług  z a s a d y : j e ż e l i  w d a n e j  c h w il i  m aszyna  j e s t  w o ln a , t o  w y b ie r z  do

r e a l i z a c j i  podgrupę* do  k t ó r e j  n a l e ż y  z a d a n i e  o n a jd łu ż s z y m  c z a s i e  d o s t a r 

c z e n i a  s p o śró d  za d a ń  d o stę p n y c h  do  w ykonyw nia . A lgo ry tm  ten  z a p is u je m y  w 

p o st a c i n a s t ę p u jĄ c e j  p ro c e d u ry , 

p ro c e d u rę  AC I , i =1 , .  . . , m ^ , a= l  , . . . , B , rO

CDane w e jś c io w e : p o dg rup y  1 ^  * i  =1 , .  . . , m ^ , a = l , . . . , B ;  Dan e  w y jś c io w e :

per m u ta cja  rr>

b e g in

T := J ;  t : =jninj€j T j  ; t : “ T-l ; n: =0; b: = 0 ;
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w h il e  TVO do 

b e g i n

Q := < J e T : r j <t > ;

R := < J e Q :

C a ,l D :  = in d e k s y  p o dg rup y , do  k tó re j  n a l e ż y  z a d a n ie  z e  z b io r u  R ; 

i f  a ^ b  t h e n  t :=raax< T , t + l > ; 

e l s e  t : = t ;

U R J C I ^ . t . f O ;  

b : = a ;

T==iXEa l ;

t : =max<t,minj€TTj>; 

end

end

W a lg o r y tm ie  A , p o d z ia ł  g ru p  na p o dg rup y  J e s t  a r b it r a l n y . Rozp atrzm y  

d w ie  s k r a jn e  m o żliw o śc i t a k ie g o  p o d z ia ł u . P ie r w s z a , k ie d y  k a ż d e  z a d a n ie  

tw o rzy  o d d z ie l n a  p odgrupę  C algorytm  A ID , i  d r u g a , k ie d y  g ru p y  n i e  sa  r o z 

b i t e  n a  p o d g ru p y ; ma =l d l a  a al , .  . . ,B  C algorytm  A 2D . A lgorytm  Al za c h o w u je  

s i e  tak  ja k  URJ w o d n ie s ie n iu  do  z a g a d n ie n ia  b ez  p r z e z b r o je ń  — w d o b o rze  

za d a ń  i g n o r u je  p r z e z b r o je n ia . D r u g ie  p o d e j ś c ie , A 2 , J e s t _ J e g o  p r z e c iw s t a 

w ieniem  - z a k ł a d a  m in im alna  l i c z b ę  p r z e z b r o je ń , B- l.

T w ie r d z e n ie  1 . D la  algorytm ów  Al i  A 2  z a c h o d z i : 

aD p . .  =  m ax< 2 ,n - l> ,

“  p t < z  =  3 -
Dow 6d . N ie c h  n b i d z i e  p er m u tac ja  o trzym ana  p r z e z  a lgo ry tm  A ; d a l e j  p r z y j 

mować b e d z le m y . Ze  p o z y c ja  û , p ie r w s ze g o  z a d a n ia  b lo k u  w n J e s t  n a jm n ie j 

s z a  z  m o żliw y ch . Na p o d s ta w ie  C33 mamy n ieró w no ść

C *  > rCVD+PCWD+zCWD- l+qCW3. COD

aJ Z  o p is u  Al w y n ik a , Z e  irCu.^ J e s t  a lb o  p ierw szy m  za d a n iem  w n , a l b o  b e z 

p o ś r e d n io  p r ze d  rrCu^J m aszyna  n i e  w y k o nu je  Ż adnego  z a d a n ia  a n i n i e  J e s t  

p r z e z b r a j a n a . Zatem  ^ = rC V D , i na  p o d s ta w ie  C2D i C6J mamy,

C ., -C* < k- zC W J+i+q  .  _-qCVD. C7J
Al nC u_D

W W
J e Z e l i  z C V D = l , to  k = 0  i  w ko n se k w en c ji C  <qnC(j ^£C .

ZałóZm y , Ze  zCVD>2. O zn a c za  t o . Z e  w s k ł a d  b lo k u  w chodzą  z a d a n ia  p r z y 

n a jm n ie j  dwóch segm entów . Rozważm y dwa segm enty ; segm ent z a w ie r a ją c y  -ada- 

n i e  nCUgl i  segm ent b e z p o ś r e d n io  go  p o p r ze d za ją c y . J e Z e l i  Jed e n  z  tych  

segm entów  z a w ie r a  z a d a n ie  nCJJ n a le ż ą c e  do b lo k u  i  s p e ł n i a j ą c e

q - .^< q  , to  z a c h o d z i  C AĄ / C  < 2 . R z e c z y w i ś c ie , n ie c h  ttCJD b e d z ie
tzC JD ^nCu^D Al

p ierw szy m  tak im  za d a n ie m  id ą c  od nCu^D do  n C u ^D , o r a z  n ie c h  r b e d z ie  mo

mentem j e g o  r o z p o c z ę c ia . Z g o d n ie  z  algorytm em , w c h w il i  t z a d a n ie

n ie  b y ł o  d o s t ę p n e , zatem  r n(-u • N ie c h  T = < n C J D , . . .  .n C u ^D D . Mamy w tedy
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CA1 5  T + P C T 3 + 1 + q n C u 2 3 1 C*  -  T + q rtC U gD " S t * d  CA 1 " C *‘ £  P C T > +1 5  C "
Rozważmy t e r a z  p rzy p a d ek , g d y  ż a d e n  z  r o zw a ż a n y c h  segm entów  n i e  z a w ie r a  z a 

d a n ia  rrCj}. W ynika  sta d »  na  p o d s t a w ie  C2!>, ż e  z a c h o d z i  C *  > 1 + ą ^ ^  ^ .

U c z ą c  tę n ieró w n o ść  z  C TO , o r a z  w y k o r zy s t u ją c  f a k t ,  ż e  k ^n - 1 , o trzym u jem y
K

C ^ / C  < n- l, co  ł ą c z n ie  z  o g r a n ic z e n ia m i  p o p r z e d n io  r o zw a ż a n y c h  p rzy p a dk ó w  

d a j e  /C *< m a x < 2 ,n - l>  .

Pokażem y t e r a z ,  ż e  o g r a n i c z e n i e  to  J e s t  n a j l e p s z e  z  m o żliw y c h . N ie c h  p 

i q b e d a , o d p o w ie d n io , c za sem  w y ko nyw ania  i c za sem  d o s t a r c z e n i a  z a d a n ia  

j- teg o  w g r u p ie  a . Z a k ład a m y , ż e :  B = 2 , n=2M , o r a z  ż e  d l a  j = l , . . . , n  d an e

p o s z c z e g ó ln y c h  za d a ń  s a  ja k  n a s t ę p u ję :

a  r • P i  q ,___________________________________  i j t j _________ ______________
1 0  Zc  C2J-13C

2  0  Zc  C2j-23c

g d zie  0<2Me<l. Molna łatwo spraw dzić . Ze algorytm  Al generuje  perm utacje  

CCI ,M3 .C2.M 3 .Cl . M-13 . C2, M-13 Cl .13  .C 2 .1 3 3  ,

g d z i e  p a r a  C a .j O  o z n a c z a  j- t e  z a d a n ie  g r u p y  a ,  d l a  k t ó r e j  = n - l+2n c .

U szer  ego w ani e

C C 1 .M 3 . . . .C 1 .1 3 .C 2 .M 3 .......... C 2 .133
M M

d a j e  w arto ść  f u n k c j i  c e lu  1 +2n c  > C . Zatem  > Cn-1 + 2 n * 0 /C l  + 2 n £ 0 ,

g d z i e  prawa s t r o n a  n ier ó w n o ś ci może być  d o w o ln ie  b l i s k a  n-1 d l a  £■+ o.

b} Na p o d s t a w ie  C6^ , C73> o r a z  f a k t u ,  ż e  k = zC V O -1 mamy,

C A_-C** < r . -rCW3+q r  .-qCW3 < 2C*.
A2 n C u ^}  ^nCu^D ^

N a s t ę p u ją c y  p r zy k ł a d  p o k a z u je , ż e  o g r a n i c z e n i e  to  j e s t  n a j l e p s z e  z  mo

ż l iw y c h . N ie c h  b e d z ie  B g r u p , a  w k a ż d e j  g r u p ie  3  z a d a n ia  o następujących 

d a n y c h , jed n a k o w y c h  d la  a = l . . . . ,B .

J r aJ________________________________ ! ą j ________________________________ q aj

1 O  1 BA+B-1

2  0  A  0

3  BA+B-1 1 0

A lgo ry tm  A 2  d a j e  u s z e r e g o w a n ie

CCI .13  .Cl ,23  .Cl . 3 3 ..............CB. 13 . C B. 23 , CB. 333

z w a r t o ś c ia  f u n k c j i  c e l u  C ^ 2 =3AB+5B- 2A- 5. N a to m ia s t  d la  p e r m u t a c ji

CCI , 1 3 .CB, 13 .Cl . 2 3  CB. 23 , Cl . 33 . .  . . .C B .333

w a r to ś ć  fu n k c j i  c e lu  w ynosi AB+5B-3 > C * . Zatem
A2

C 3A B +5B - 2A - 5D /C A B +5B - 3}, p r z y  czym  praw a  s t r o n a  t e j  n ie r ó w n o ś c i  d ą ż y  do  3  

d l a  A  i  B dążą cy ch  d o  n ie s k o ń c z o n o ś c i .  o

R o zp a trzy m y  t e r a z  m o d y f ik a c je  a lg o r y tm u  A , w k t ó r e j  p r o c e d u r a  A p o w ta 

r z a n a  j e s t  w o d n i e s i e n i u  d o  z m ie n ia ją c e g o  s i e .  z  i t e r a c j i  n a  i t e r a c j e ,  

r o z b i c i a  * g r u p  na  p o dg rup y . Z a k ł a d a  s i e  p r z y  tym , ż e  k a ż d a  g ru p a  1 ^  s k ł a d a
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s i e  z  co  n a jw y ż e j  dw óch p o d g ru p  I  i I  , p r zy  czyra p o czą tko w o  I  . :  =1 i
aj. a c  al a

I ^ g :  —0 . W k a ż d e j  k o l e j n e j  i t e r a c j i  a lgo ry tm u  A , z a d a n ie  o  n a jm n ie jszy m  

w b lo k u  , m n ie jszy m  od  rrCug } ,  p r ze n o s z o n e  J e s t  z  o d p o w ia d a ją ce j  mu p o d 

g ru p y  I  d o  0  samym in d e k s i e  a .

Po n ad to * p r z y jm u je  s i e  w n i e j ,  ż e  c z a s y  goto w o ści za d a ń  s a  zm o d y fik o 

wane n a s t ę p u ją c o : r : =r . j e J ,  g d z i e  r =m ax. Tr .. P o n ie w a ż , d la  p o tr ze b  
J max max j g j  j

a lg o r y tm u , c z a s y  goto w o ści s a  je d n a k o w e , p r o c e d u ra  A u s t a w ia  z a d a n ia  w

p o dg rup ach  w ed ług  n ie r o s n ą c y c h  , z a ś  p o dg rup y  w edług  n ie r o s n a c y c h

m ax. _ q . .  P r o c e d u r a  k o ń c zy  s i e .  J e ż e l i  brak j e s t  t a k ie g o  z a d a n ia  l u b

a i

blok w k o l e j n o  u tw o rzo n e j  p e r m u ta c ji  z a w ie r a  n ie p u s t a  po dgrup ę

p r o c e d u re  A 3

b e g in

f o r  a : =1 to  B do I  < : =1 ; I  = 0 ;
al a  a 2

f o r  j : =1 to  n do r . : =r : 
j  m ax'

r e p e a t

AC I  < .1  * , a = l  B .r O ;
al a 2

J := z a d a n i e  z e  z b io r u  W s p e ł n i a j ą c e  q j=qCW D; 

a := g r u p a ; do  k t ó r e j  n a l e ż y  j ;

I . * ’

u n t i l  qCVO>q _  - or k>zCVD

w y b ie r z  p e r m u ta c je  n o n a j m n i e j s z e j  w a r to ś c i fu n k c j i  c e l u ;

end

T w ie r d z e n ie  2 . D la  k a ż d e g o  pr obi ému k o n k r e tn e g o , 3C A3 < 5C  + 3 r max-

Dowód. N ie c h  n b e d z ie  p e r m u t a c ja , d l a  k t ó r e j  k> zCVD . Po n iew a ż  J e s ^

d la  u s t a l o n e g o  n n ie m a l e j a c a  f u n k c ja  do w o ln eg o  z e  s w o ic h  param etrów  r j , 

p^., q j , j e J ,  p r z y  u s t a lo n y c h  p o z o s t a ł y c h , s t a d

C’ < r +PCVO+k+q  r . < r +PCJD +2B-1 +q C8D
A3 max rzC u ) max nC u j

g d z i e  u e u ^ ;  zauw ażm y , ż e  d la  jed n a k o w y c h  r^ z a c h o d z i  za w s ze  u ^ =1. D ru ga  z

p o w y ższy c h  n ie r ó w n o ś c i  j e s t  k o n s e k w e n c ja  f a k t u ,  ż e  k<2zCW3-l o r a z  zCVQ<B.

2  n ie r ó w n o ś c i  k>zCVD w y n ik a , ż e  i s t n i e j e  p r zy n a jm n ie j  j e d n a  po dgrup a

I a g , k t ó r e j  z a d a n ia  n a l e ż a  do  b lo k u  w n . N ie c h  1 b e d z ie  za d a n ie m  p o dg rup y

I a 2 ’ nal eżacym  do b lo k u , i p o s ia d a ją c y m  n a j w ię k s z e  q . w t e j  p o d g r u p ie . 2

o p is u  a lg o r y tm u  w y n ik a , ż e

n > a C 9}
ql ~ q rcCuV

Ozn aczm y  d a l e j  p r z e z  rr' p e r m u t a c je , o trzym ana  w i t e r a c j i ,  w k t ó r e j  z a d a n ie  

1 p r z e n i e s i o n e  z o s t a ł o  z  1 ^  do  w d als zy m  c ią g u , d la  n* używać

b e d z ie m y  ty c h  sam ych o z n a c z e ń  c o  d l a n ,  z  tym ż e  o p a t r zo n y c h  sym bolem  

"  * Zauw ażm y, ż e  z g o d n ie  z  o p isem  a lg o r y tm u , k *- zC W *D—1 ,  s t a d ,  w opar

c iu  o  t e  sam e a rg u m en ty , c o  d l a  n ie r ó w n o ś c i C 8D , mamy
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C AO < r +PC W * )  +zC W * )  —1 +q _  . . .  C IO )
A3 max ^ n ’ C u ' )

D o b ie r a ją c  o d p o w ie d n io  z b ió r  V w n ie r ó w n o ś c i « C 3 )  o r a z  z a u w a ż a j a c ,
&

że  q C W * )= q ^ , otrzym am y n a s t e p u ja c e  d o ln e  o g r a n ic z e n ia  na  C .

C > PC J )  +B-1 , C l i )

v
C *  2  P C W 5 + z C W 3 - l + q  , C133

C > * C * ' 3 - l ^ . C u . j ;  C133

w p rzy p a d k u  o s t a t n ie j  n ie r ó w n o ś c i , z b ió r  V  s k ł a d a  s i e  z  p ie r w s zy c h  zadań

podgrup  w y stęp u ją c y c h  w b lo k u  Crr’ C l )  rr’ C u ’ ) )  o r a z  z  z a d a n ia  n 'C u ’ ) ;

z g o d n ie  z  o p isem  a lgo ry tm u  z a d a n ie  n ’ C u ' )  p o s ia d a  n a j m n i e j s z e  q^ w z b io r z e  

V o r a z  z C V )= z C W ’ ) .

W y k o rzy stu ją c  p a r y  n ie r ó w n o ś c i #C C 9) * C l i ) )  , C C 1 0 ) ,C 1 2 ) )  i  C C 1 0 ) ,C 1 3 ) ) ,  

otrzym ujem y

CA 3 "C,< - r max+B+qn C u V

CA3 C ~ r max+ q u ’ C u ’ )  ql ’

C ._ - C *  5  r +PCW’ 3 .
A3 max

S t a d , u w z g lę d n ia ją c  C 9 ) ,  mamy

3 C ._ - 3 C *  < 3r  + P C V 3 + B - l + l + q  , . + q  ,  -q, < 3r  + 2 C * .
A 3  max ^ n 'C u ’ )  nnCu ) U  max

Rozważm y t e r a z  przypadek^ g dy  A3 za t r zy m u je  s i e  z  powodu z a j ś c i a  w arun 

ków: q C W ) > q ^ u ^ i k = z C W ); przypom inam y, ż e  u ^ ^ u . N ie c h  rr b e d z ie  permu-

t a c ja »  d l a  k tó r e j  s a  o ne  s p e ł n io n e . Mamy. w tedy  < r n̂ ^+ P C W )+ zC W )- l  +

q „ r ..>. o r a z  C*> PCW) + zC W )- l+q  , i  w k o n s e k w e n c ji  C ._ - C *  < r □
nCu) MnCu) J A 3  max

D la  n a j b a r d z ie j  n ie k o r z y s t n y c h  w a rto śc i r o s z a c o w a n ie  z  T w ie r d z e n ia  2  

p r zy jm u je  p o sta ć  C ^ / C  <  8 / 3 .  Poka2em y t e r a z .  Z e  i s t n i e j e  c ią g  problem ów

A 3 '
k o n k r e tn y c h , d l a  k tó re g o  C ^ / C *  J e s t  z b i e ż n y  do  l i c z b y  n i e  m n ie js z e j  n iż  

5 / 2 .

Rozważm y prob lem , w którym  B=M +2, M >1, k a ż d a  g ru p a  1 ^  p o s ia d a  dwa z a d a 

n ia  C a , l )  i C a , 2 ) ,  a p o z o s t a ł e  d an e  s a  Jak  n i ż e j .  Z a k ła d a  s i e .  ¿ e  0< «< 1 .

a 1 2 M M+l M+2

r al
0 0 O 0 0

pal
c c c e ' e

qal
M+Mc H+Hc M+Mc 2M+2Mc 2M +2M c+c

r a 2
0 0 0 0 2M

pa 2
c e e H-l+CM-13c £

qa 2
0 0 O c O
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A lgo ry tm  A 3  g e n e r u je  p erm u tac je

C C M + 2 , 15 , C M + 2 ,2D  , C M+l , 15 , C M+l , 25 , C1 ,1 5  , C 2 ,1 5  , .  . . C M ,1 5 , CM, 2 D , C M-l , 25 

. . . , C l , 2 5 5 ,

d la  k t ó r e j  C ^= 5 M + 3 M /:+ £ . N atom iast  per m utacja

C C M+25 ,1 5  , C M+l , 1 5 , C l , 1 5 , Cl , 25 , C 2 , 15 . C 2 , 25 , . . . , CM, 15 , CM, 25 , CM+1 . 25 , C M + 2 ,25 5 

d a j e  w a rto ść  f u n k c j i  c e lu  C* =2M+2+3Mz:+2£. Mamy wiec

C AO/ C *  > C AO/C *  = C5M+3Kte+i:5/C2M+2+3Nte+2i:5 .
A3 A3

g d z i e  praw a  s t r o n a  może być d o w o ln ie  b l i s k o  5 / 2  d l a  M-*oo i ¿:-*0.

5 . Uwagi końcowe

P r z e d s t a w io n y  a lgo ry tm  a p ro ksy m acy jn y  A3 d la  problem u 1 | r ^ , 1 ^ ^ ^  z  

J ed n ak o w y m i, grupowymi p r ze zb r o je n ia m i n a l e ż y  traktow ać  J a k o  p ie r w s z e  po 

d e j ś c i e  do  k o n s t r u k c j i  d o b reg o  a lgo ry tm u . Podstawowym  celem  t e j  p r a c y  było  

o tr z y m a n ie  p r o c e d u r y , k tó r a  ła tw o  p o d d a je  s i e  a n a l i z i e  i r ó w n o c ze ś n ie  po 

s ia d a  o s za c o w a n ie  b łęd u  w zg lęd n eg o  m n ie js z e  od 3 ;  p ro c e d u ra  ta k a  może 

w skazać  e w e n t u a ln y  k ie r u n e k  d a ls z y c h  p o szu k iw a ń . C h o c ia ż  w ie l e  w ła sn o śc i 

U o g ó ln io n e j  R e g u ły  J a c k s o n a , k tó ra  o k a z a ł a  s i e  być tak owocna d l a  z a g a d 

nienia b e z  p r z e z b r o je ń , można b y ło  p r z e n ie ś ć  na  o g ó ln y  a lg o ry tm  A C m ateriał 

d o t y c z ą c y  te g o  n i e  J e s t  za w a r t y  w tym o p r a c o w a n iu 5 , to  Jedn ak  n i e  o k a z a ł y  

s i e  o n e  tak  e fe k t y w n e . Jak  w tamtym p rzy p a d k u . P ro c ed u ra  typ u  A 3 , u w z g lę 

d n ia j ą c a  o r y g in a l n e  CróżneD c z a s y  g o t o w o ś c i , p o s ia d a  o s za c o w a n ie  n ie  m niep 

s z e  n iż  5 / 2 ;  a ż e b y  to  z o b a c z y ć , w y s ta r c zy  za sto so w a ć  A 3 , b ez  m o d y fik a c ji  

r j , do  p r ze d s t a w io n e g o  w yżej problem u k o n k re tn eg o . P r zy k ła d  algo ry tm u  A3 

w s k a z u je  na  t o ,  ż e  k lu c ze m  do  k o n s t r u k c j i  d o b reg o  a lgo ry tm u  b e d z ie  r a 

c z e j  r o z b i c i e  g ru p  na o d p o w ie d n ie  p o d g ru p y , n i ż  ja k o ś ć  u s z e r e g o w a n ia  

za d a ń  w g ru p a c h  c z y  Ja k o ś ć  u s z e r e g o w a n ia  podgrup .

O trzy m a n y  a lg o ry tm  d a j e  d o b re  r e z u l t a t y  d l a  z a g a d n ie ń  z  małymi czasam i 

g o t o w o ś c i . W p r zy p a d k u  z a g a d n ie n i a  1 |q ^ |c m ax» p o s ia d a  o s za c o w a n ie  5 / 3 ,  to  

samo c o  a lg o ry tm  zapro p o no w any  w L123 s p e c j a l n i e  d la  t eg o  p r zy p a d k u ; J e s t  

jed n a k  od n ie g o  p r o s t s z y  i z n a c z n ie  ł a t w i e j  a n a l iz o w a l n y .

LITERA TUR A

C13 B ł a ż e w ic z  J . : Z ło ż o n o ś ć  o b l ic z e n io w a  problem ów  k o m b in a to ry c zn y c h .

WNT, W a rszaw a  1 9 8 8 .

C23 W u n o  J . , Dow ney P . : C o m p le x it y  o f  Task S e q u e n c in g  w it h  D e a d l in e s ,

Set- Up  Tim es and  Changeover  C o s t s , Ś IAM  J . Com put. 7 C 1 9 7 8 5 ,  3 9 3- 404 . 

£33 G rabo w sk i J . , N o w ick i E. , Z d r z a ł k a  S . :  A  b lock  a p p ro ac h  fo r  s in g le -  

-raachine s c h e d u l in g  w it h  r e l e a s e  d a t e s  and  due  d a t e s ,  E uro p ean  J .

O p e r . Res. 2 0 C 1 9 8 6 5 , 2 7 8- 285 .



376 S. JZdrzalka

[43 Graham  R. L . e l  a l . : O p t im i z a t io n  a nd  a p p r o x im a t io n  i n  d e t e r m i n i s t i c  

se q u e n c in g  and  s c h e d u l in g : A S u r v e y , A n n a ls  o f  D i s c r e t e  M ath em atic s

5C 1079!) , 2 8 7 - 3 2 6 .

[53 G up ta  J . N. D . , D arro w  W. P . : T h e  tw o- m achine s e q u e n c e  d e p e n d e n t  f lo w s h o p  

s c h e d u l in g  p ro b lem , E uro p ean  J . O per . R es . 2 4 C 1 9 8 6 D , 4 3 9 —4 4 6 .

C 63 H a ll  L . A. , Shmoys D. B. : J a c k s o n ’ s  R u le  fo r  S in g le - M a c h in e  S c h e d u l in g : 

M ak in g  a Good H e u r is t ic  B e t t e r , R a p o r t , T h e  M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  

o f  T e c h n o lo g y , Decem ber 1 9 8 9 .

[73  L e n s t r a  J . K. , R in n o o y  K an , A. H. G. , B ru c k e r  P . :  C o m p le x it y  o f  m achine  

s c h e d u l in g  p ro b lem s , A n n a ls  o f  D i s c r e t e  M ath em atic s  1C 19772) , 3 4 3 —3 6 2 .

[83  Monma C. L . , P o t ts  C. N. : On t h e  c o m p le x it y  o f  s c h e d u l in g  w it h  b a t c h  

set- up  t im e s , R e se a r c h  R e p o r t , U n i v e r s i t y  o f  So u th am p to n , 1 9 8 7 .

[93  P o t t s  C. N. : A n a l y s is  o f  a  h e u r i s t i c  fo r  o ne  m a ch in e  w it h  r e l e a s e  d a t e s

and  d e l i v e r y  t im e s , O p e r . R e s . 2 8 C 1 9 8 0 J  , 1 4 3 6 —1 4 4 1 .

[103  S c h r ä g e  L . :  O b t a i n i n g  o p tim al s o l u t i o n s  t o  r e s o u r c e  c o n s t r a i n e d  n e t 

work s c h e d u l in g  p ro b lem s . R a p o r t , 1 9 7 1 .

[113  Z d r z a ł k a  S . :  P ro blem y  s z e r e g o w a n ia  za d a ń  z  p r z e z b r o j e n i ami maszyn, 

Z e s z y t y  Naukowe P o l i t e c h n ik i  Ś l ą s k ie j  9 7 0 C 1 9 8 8 D , A uto m atyka  z .  9 4 ,

37 3 - 3 9 1 .

[1 2 3  Z d r z a ł k a  S . :  A p p r o x im a tio n  a lg o r it h m s  fo r  s i n g l e  m a ch in e  s e q u e n c in g  

w it h  d e l i v e r y  tim es  a nd  u n it  b a t c h  set- up  t im e s . I n s t y t u t  C y b e r n e ty k i 

T e c h n i c z n e j ,  P o l i t e c h n ik a  W r o c ław s k a . R a p o r t  Nr 8 6 / 8 8 ,  1 9 8 8 . C p ra c a  

p r z y ję t a  d o  druku  w E u r o p e a n  J .  O p e r . R e s . , 1 9 8 9 D .

[1 3 J  Z d r z a ł k a  S . , Grabow ski J .  : An a lg o r it h m  fo r  s i n g l e  m a ch in e  s e q u e n c in g

w it h  r e l e a s e  d a t e s  t o  m in im ize  maximum c o s t .  D i s c r e t e  A p p l . M ath. 2 3  

C l 9 8 9 } ,  73- 89 .

R e c e n z e n t :  D o c .d r  h .inż.J.łCał u sk i 

W p ł y n ę ł o  do  R e d a k c j i  do  1990- 04- 30 .

A P P R O X IM A T IO N  A L G O R IT H M S  F O R  S IN G LE - M A C H IN E  S E O U E N C IN G  P R O B L E M  W IT H  UN IFIED  

B A T C H  S E T - U P  T IM E S

S u m  m  a  r  y

T h e  p a p e r  p r e s e n t s  r e s u l t s  o f  t h e  w o r s t - c a s e  a n a l y s i s  o f  a p p r o x im a t io n  

algorit- hm s f o r  s in g le  m a c h in e  s e q u e n c i n g  p r o b le m  w i t h  b a t c h  s e t - u p  t im e s , 

in  w h ic h  e a c h  j o b  h a s  a  r e l e a s e  data ., a  p r o c e s s i n g  t i m e  a n d  a  d e liv e r y  

t im e ; t h e  p r o b le m  is  t o  f in d  a  s e q u e n c e  o f  j o b s  m in im iz in g  t h e  d e liv e r y  

t im e  o f  all t h e  jo b s .  A  r e v i e w  o f  t h e  a p p r o x im a t i o n  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  

p r o b le m  w i t h o u t  s e t - u p s  is  a ls o  g iv e n .
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