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ALGORYTMY APROKSYMACYJNE DLA JEDNOMASZYNOWEGO ZAGADNIENIA SZEREGOWANIA
Z JEDNAKOWYMI GRUPOWYMI CZASAMI PRZEZBROJEN »0

Streszczenie.W pracy przedstawiono wyniki analizy najgorszego przypadku
algorytméw aproksymacyjnych dla Jednomaszynowego zagadnienia szeregowania
zadan z Jednakowymi, grupowymi czasami przezbrojen, w ktérym kazde zadanie
ma zadany czas gotowos$ci do realizacji, czas wykonywania oraz czas dos-
tarczenia, a problem polega na znalezieniu kolejnos$ci wykonywania minima-
lizujgcej czas, po ktérym wszystkie zadania sa dostarczone. Podano réwniez
przeglad algorytmoéw aproksymacyjnych dla wersji zagadnienia bez przezbro-
jen.

1.Wstep

Dany Jest zbiér zadan, utozsamiany dalej ze zbiorem indeksoéow
J=<1,...,n>, ktére nalezy wykonaé¢ na pojedynczej maszynie; w danej chwili
maszyna moze wykonywaé¢ co najwyzej Jedno zadanie. Zadanie J Jest gotowe

do realizacji w momencie r~, potrzebuje p”~ Jednostek czasu na wykonanie,

a czas potrzebny na Jego dostarczenie, liczony od momentu zakohczenia
wykonywania przez maszyne, wynosi ; r~,qgqj>0, Pj>0. Zbiér zadan J Jest
rozbity na B podzbioréw Cgrupd 1~,... ,1~ i kiedy zadanie grupy 17 wyko-

nywane Jest bezposrednio po zadaniu z grupy 17, wymagane Jest przer
“brojenie maszyny, ktére zajmuje s~ jednostek czasu; saa=" «clra kaz-
dego a. Rozwazamy przypadek”~kiedy czasy przezbrojen sa Jednakowe, przyjmu-
jac. bez straty ogoélnosci rozwazan, ze sa”sl dla a”b. Nalezy znalezé¢ usze-
regowanie Ckolejnosé wykonywania zadanD, dla ktérego maXj~jCcCj+g~D, to
jest <czas dostarczenia wszystkich zadan, przyjmuje wartos¢ minimalna;
przez Cj oznaczamy czas zakonczenia wykonywania zadania J przez maszyne.

Zgodnie z notacja Grahama et al.CA], klasyczny, bez przezbrojen, odpo-
wiednik naszego problemu oznaczany jest przez 1 |r”~,g”|]cmax— Sformutowany
problem Jest silnie NP-trudny, poniewaz Jego szczegdlny przypadek, problem
*Iri * I"max” n a | ¢ *° klasy probleméw silnie NP-trudnych 171. Do klasy
problemoéw NP-trudnych naleza roéwniez przypadki szczegdélne, gdy wszystkie

albo wszystkie g” sa Jednakowe C23.

Rozpatrywany problem znany jest roéwniez pod nastepujaca ekwiwalentna
postacig-— Niech K bedzie stata spetniajgca warunek K>maXjejqj 1 niech

dj=K—-qgqj bedzie pozgdanym terminem zakonhczenia wykonywania zadania j. tatwo

O Praca by#ta finansowana przez RP.l. 02 "Teoria sterowania i optymaliza-

cji ciaggtych uktadéw dynamicznych i proceséw dyskretnych".
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zauwazyé, Ze max. TCC +q.}=max, —-CC.-d.}+K, a zatem minimalizacja czasu, w
ktéorym wszystkie zadania sa dostarczoneflJest réwnowazna minimalizacji mak-
symalnej nieterminowos$ci. Oba warianty problemu nalezg do podstawowych mo-
deli teorii szeregowania, o wielu praktycznych i teoretycznych zastosowa-
niach; w tym drugim przypadku stosowane sa do konstrukcji algorytméw dla
bardziej ztozonych zagadnien szeregowania.

Mimo tego, ze dla problemu bez przezbrojen istnieja wydajne algorytmy
doktadne oparte na metodzie podziatu i ograniczen Cpatrz np. C33.C13] oraz
przeglad literatury w [3]} oraz algorytm aproksymacyjny o oszacowaniu 4/3,
bazujacy na konstruktywnych w#asnosciach samego problemu Cpatrz przeglad
algorytmoéw w dalszej czesci niniejszej pracy}, to Jednak brak Jest Jak do-
tad préb przeniesienia tych wynikéw na problem z przezbrojeniami.Badana
byta mozliwos¢é konstrukcji algorytmoéw dok+tadnych i aproksymacyjnych dla
przypadku szczegdélnego, kiedy wszystkie czasy gotowos$ci rj, albo wszystkie

sa jednakowe. W [8] sformutowano algorytm programowania dynamicznego

dla tego przypadku, obejmujacy réwniez sytuacje ogo6lna, kiedy czasy prze-—

2rojen zalezg od grup. Algorytm ten Jest wielomianowy ze wzgledu na licz-
be zadan i wyktadniczy ze wzgledu na ilo$¢ grup. Jednakze, poza przypad-
kami, w ktérych B jest bardzo mate, posiada znaczenie wy#tacznie teoretycz-

ne. W Cli] podano szereg w#asnos$ci utatwiajacych konstrukcje algorytmoéw
dla tego szczegdélnego problemu oraz przedstawiono serie algorytmoéw aprok-
symacyjnych o oszacowaniach btedu wzglednego max<l,n-1>, 2 i 5/3; podejs$-

cie tam zastosowane nie moze by¢ Jednak rozszerzone na zagadnienie z roéz-

nymi czasami gotowos$ci i réznymi czasami dostarczenia.
W pracy przedstawiamy prébe konstrukcji algorytmoéw aproksymacyjnych
dla zagadnienia 1 |r*,g” |[®max z Jednakowymi grupowymi przezbrojeniami w

oparciu o metode analizy najgorszego przypadku, podobna do tej, ktéra by-
+a jtosowana w przypadku algorytmoéw dla zagadnienia bez przezbrojen [93.

Podajemy ogdé6lny algorytm, bedacy w pewnym sensie dalszym vrozwinigeciem
uogod6lnionej reguty Jacksona Cktéra okazata sie by¢ niezwykle silnym narze-
dziem dla przypadku bez przezbrojen, patrz dalsza cze$¢ pracy}, i nastep-
nie badamy dok#tadnos$¢ Jego réznych wariantéw i modyfikacji. W rezultacie

przestawionoetrzy algorytmy o oszacowaniach btedu wzglednego, odpowied-

nio, max<2,n-1>, 3 i 8/3, oraz sformutowano prosta metode ogélna, podda-
jaca sie analizie Cnajgorszego przypadku} 1 sugerujaca dalsze modyfikacje
mogace przyniesé polepszenie dok#adnos$ci. W przypadku gdy czasy gotowosci

r* sg Jednakowe, oszacowanie 8/3 przechodzi w 5/3, a zatem otrzymany al-
gorytm posiada ta sama doktadnosé z punktu widzenia analizy najgorszego
przypadku, co algorytm podany w C123; Jest jednak od niego prostszy i po-

siada mniejsza ztozonosci. obliczeniowa.

2. Notacja

Niech rr, permutacJa zbioru J, okres$la kolejnos¢ wykonywania zadan; przez
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nCiD oznaczamy numer zadania na pozycji i w permutacji n. Dla dowolnego
moraz i, 2<i<n, niech jJezeli riCiD oraz rzCi—ID nalezg do tej sa-
mej grupy, oraz w przeciwnym przypadku; s ~~ -0

Dla danej kolejnos$ci wykonywania zadan rr. czas dostarczenia wszystkich

zadan, oznaczany dalej przez C~~CrO, wynosi

cmaxcrozmaxl<i<J<nC Tn_Ci'S'+ z k=i C'rpzé\k'}l\ * ﬁé\k'}l\ D+ anC'JA}o : cir
Rozpatrywany tu problem polega wiec na znalezieniu permutacji n , w zbio-
rze wszystkich permutacji zbioru J, dla ktérej funkcja C przyjmuje war—
tos¢ minimalng; oznaczamy CH:<—max<‘77M—’%

Oznaczmy dalej przez u” i u” wartosci, odpowiednio i oraz J, dla kto6-
rych osiggane jest maksimum w wyrazeniu Cl}. Cigg zadan CrrCu”},... ,rrCu”}}

nazywaé¢ bedziemy blohiem\ przez W oznaczaé bedziemy zbiér zadan bloku,
W=<nCu”D,. .. ,nCu”}}, natomiast przez k, liczbe przezbrojen w bloku permu-
tacji rr, z wytaczeniem przezbrojen wystepujacych bezposrednio przed zada-
niem nCu”} i za zadaniem nCu”D.

Dla VcJ. niech zCV} bedzie liczbag grup, ktérych zadania nalezg do V.

Dla danego 'n. maksymalny ciag kolejnych zadan z tej samej grupy nazywamy

segmentem. Cigg segmentéw ,... ,L”. permutacji n, taki, ze n=CL”,..., L"}
Ctt Jest potaczeniem ciggow . ,L"} nazywamy segmentowa, reprezentacja, n;
v—1 Jest liczba przezbrojen dla kolejnosci n. Nalezy zauwazyé, ze dla do-

wolnego n, v>B. Permutacje, dla ktorej v=B, nazywamy uszeregowaniem grupo-

wymi; w uszeregowaniu takim zadania kazdej grupy wykonywane sa kolejno
po sobie, a liczba przezbrojen osigga swoja minimalng wartos¢ B-1. Dla
VcJ, oznaczamy: PCV}=ZA~p~" , rCVO=mi j, gCV}=min~teVqj *

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami,

_nCu"}+PCW}+k+RnCUg} c2}

W dalszym ciggu, bedziemy czesto wykorzystywaé nastepujace dolne ogra-—

niczenie na C . Dla dowolnego VcJ,

C > rCV}+PCV}+zCV}-1+qCV}. Cc3}
Nieréwnos¢ ta wynika bezposrednio z CIl}.

Doktadnos$é¢ algorytmu aproksymacyjnego A dla pewnego ustalonego proble-—
mu konkretnego ocenia¢ bedziemy za pomocg, ilorazu CA~C , gdzie CA jest
wartoséciag funkcji celu otrzymanag przez algorytm A. Dok#adno$¢ algorytmu A
dla dowolnego problemu konkretnego okresla parametr p ,

PA = inf<f>1: CA/C < f dla kazdego proplemu konkretnego}.

Tak wiec, dla kazdego problemu konkretnego, CA/C*<pA, i ograniczenie to
jest najlepsze z mozliwych. W tli, PA nazywane jest bezwzglednym oszacowa-
niem Cbtedu algorytmu}. W niniejszej pracy, dla okreslenia gérnego

ograniczenia na pA> uzywamy nazwy Oszacowanie bteda wzglednego, natomiast



366 S. Zdrzatka

samo pA nazywane jest parametrem, najgorszego przypadku.

3. Algorytmy aproksymacyjne dla przypadku B=1

Przedstawimy najpierw przeglgad algorytmoéw aproksymacyjnych dla prob-
lemu 1 |ri<® |(-max b°2 przezbrojen CB=13, wyniki analizy najgorszego przy-
padku zwigazane z tym problemem, i na tym tle sformutujemy w dalszym ciagu
pracy algorytmy aproksymacyjne dla zagadnienia z przezbrojeniami CB>1D.

Pierwszy algorytm aproksymacyjny sformutowany zostat w C103; nosi on
czesto nazwe Uogodélnionej Reguty Jacksona CURJJ. Moéwi ona, ze Jezeli w da-
nej chwili maszyna Jest wolna, to sposréd zadan dostepnych do realizacji
nalezy wybra¢ do wykonywania to, ktére ma najdtuzszy czas dostarczenia.
Bardziej sformalizowany opis tego algorytmu, przystosowany do dalszego wy-
korzystania wewngtrz innych procedur, ma posta¢ nastepujaca:
procedure URJCS.t, cO
CDane wejsciowe: S — zbidér zadan, ktére nalezy ustawi¢ po ostatnim zada-
niu ciggu poczatkowego a, t — najwczesd$niejszy mozliwy termin rozpoczecia
wykonywania zadan ze zbioru S, a - poczatkowy cigg zadan CSna=0};

Dane wyjséciowe: a - ciag zadan bedacy potaczeniem ciggu poczatkowego i
ciggu otrzymanego przez uporzadkowanie S, t - czas zakonczenia wykonywania
ostatniego zadania w a>
begin
while S?*0 do
begin

Q: =<jeS: rj<t>;

R: =<jeQ:

j:= dowolne zadanie ze zbioru R;

:”Ca,JD (dotaczenie J do a na ostatniej pozycji>;.

J
a
S: =SvCj>;
t: =max<t+pj ,.min "r/~> ;
d

en
end

Analiza najgorszego przypadku algorytmu URJ oraz konstrukcja i analiza
dalszych Jego modyfikacji opieraja sie nastepujacych spostrzezeniach.
Niech CrcCu™D,. .. ,nrCu”D bedzie blokiem w permutacji N otrzymanej przez URJ

Cdia danych wejs$ciowych: J,min""rj ,0J o najmniejszym mozliwym u”. tatwo

mozna sprawdzié, ze r < i"SiSUg. Stad. dla

unr<i<Ug, to T Jest uszeregowaniem optymalnym, poniewaz C > rnCu +

~rcCu } =‘maxi n"* —k:*eli warunek ten nie Jest spetniony. to znaczy
2

istnieje zadanie rrCcD, u_  <c<u,_, takie ze ~ , Vv oi A dla
J 1 e ’C“ﬁCc} ’qrztu"} q"nCl} fheuno

ct+l<i<u2, to. C9],
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CURJ C ~ pnCcD’ C43
Zadanie nCc) nazywane jest dalej kolizyjnym.

Parametr najgorszego przypadku dla URJ wynosi 2. C93. Jak wynika z C42>,
Jezeli Pj<CIl1/25PCJD dla kazdego J, to C~j/C”~ < 3/2. Poniewaz istnieje co
najwyzej jedno zadanie, ktdére tej nieréwnosci nie spe#nia, widaé¢ wiec, ze
wptywajac na potozenie tego zadania w uszeregowaniu w ten sposéb, aby nie
by4o ono zadanien kolizyjnym, mozemy ewentualnie otrzyma¢ modyfikacje URJ
o oszacowaniu btedu wzglednego mniejszym riiz 2. Jest to idea modyfikacji
zaproponowanej przez Potts*. 193, nazywanej dalej algorytmem MURJ, dla

kL6reJ PMURJ=3/2 -
procedure MURJ

begin
repeat
n: =0;

URJCJ ,min"ejrj-

if |stn|ehe zadanie kolizyjne nCcD, then r rnCcJ_rnEUg');

until nie istnieje zadanie kolizyjne lub wykonano n iteracji;

wybierz uszeregowanie o najmniejszej wartosci funkcji celu;

end

Algorytmy URJ i MURJ mozna tatwo przystosowac¢ do rozwigzywania zagadnienia
z ograniczeniami kolejnosciowymi. W tym celu wystarczy tak modyfiko-
waé wartosci r” i N azeby nie "znieksztatcajac" problemu, wymusié¢ na URJ

"automatyczne" spe#nianie ograniczen kolejnosciowych. W przypadku URJ wa-
runek ten spe#nia modyfikacja: jezeli zadanie i poprzedza J, to r.: =
max<ri ,Tj> oraz :=max<gi ,q”>. Algorytm z tego typu modyfikacja oznaczamy
przez URJ*. W przypadku MURJ nalezy zastosowaé¢ URJ" w miejsce URJ oraz
rozszerzy¢ modyfikowanie czaséw gotowos$ci, w instrukcji if, na te wszyst-
kie zadania, obok nCcJ, ktére musza by¢é poprzedzane przez nCclJ.

Ostatnio Hall i Shmoys C63 przedstawili modyfikacje algorytmu MURJ

dla rozwigzywania 11ri,qi,precLCmaX, nazywana dalej HS, dla ktoérej phw:4/3'

Polega ona na stosowaniu MURJ¥ do oryginalnej i odwréconej wersji proble-
mu, przy czym w przypadkach, gdy istnieja dwa dtugie zadania u i v takie,
ze pu,pv > C1/3}PCJJ, w miejsce n nalezy stosowaé¢ 2n-3 iteracji proce-
dury URJ*. Przez wersje odwrdécona rozumiemy problem, w ktérym role r~ i g°

sa zamienione”a ograniczenia kolejnosciowe odwrécone,

procedure HS

begin
begin
if nie istniejag zadania u i v takie, ze p”,p”>C1l/3}PC 33> then
zastosuj MURJ* do oryginalnej i odwréconej wersji problemu;
else

if istnieje relacja kolejnosciowa dla u i v then
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zastosuj MURJ* z 2n-3 iteracjami do oryginalnej i odwrdéconej

wersji problemu;

else dodaj ograniczenie "u poprzedza v" i zastosuj MURJ* z 2n-3
iteracjami do oryginalnej i odwréconej wersji problemu;
dodaj ograniczenie "v poprzedza u" i zastosuj MURJ* z 2n-3
iteracjami do oryginalnej i odwréconej wersji problemu;

end

wybierz uszeregowanie o najmniejszej wartosci funkcji celu;

end

Hall i Shmoys C63 podali roéwniez dwa wielomianowe schematy aproksyma-
cyjne dla * |ri’ I"max* doprowadzajac w ten sposéb dyskusje nad algoryt-
mami aproksymacyjnymi dla tego zagadnienia niejako do konca; uzyskanie

w pedni wielomianowego schematu aproksymacyjnego nie Jest mozliwe Cprzy
zatozeniu P/NPD » poniewaz problem 1 |r? | J e s t silnie NP-trudny.

Ponizej przedstawiamy zestawienie omoéwionych algorytmoéw.

Algorytm A PA Ztozonosé¢ oblicz. Uwagi
URJ,URJ* 2 OCnlogn} Cc9]
2
MURJ,MURJ' 3/2 OCn lognD 193
2
HS 4/3 OCn 1logn} C63
. 3+4/j
Wielom. sch. aproks. C 1 0C16 cn/¢0 JC} Cc6]
2
AyoA
Wielom. sch. aproks. D 1+£ ﬁn}ogné-n%%l;/D-VS/c +8/ +2} C63

4. Algorytmy aproksymacyjne dla przypadku B>1

Zajmowaé¢ sie bedziemy wytacznie zagadnieniem bez ograniczen kolejnos$-—
ciowych. Rozpoczniemy od algorytmu, ktéry jest rozszerzeniem Uogélnionej
Reguty Jacksona. Niezwykle korzystne wtasnosci tej reguty usprawiedliwiajag
prébe Jej wykorzystania réwniez w zagadnieniu z przezbrbjeniami.

W omawianym algorytmie zaktada sie* ze kazda grupa 1~ rozbita Jest na

ma podzbioréw Cpodgrup} Iai Ia m - Zadania kazdej z podgrup ustawiane
"Ta

sa kolejno po sobie wedtug procedury URJ. Z kolei podgrupy wybierane sa
wedtug zasady: jezeli w danej chwili maszyna jest wolna, to wybierz do
realizacji podgrupe* do ktérej nalezy zadanie o najdtuzszym czasie dostar-
czenia sposéréd zadan dostepnych do wykonywnia. Algorytm ten zapisujemy w
postaci nastepujAcej procedury,

procedure ACI , i=1,. .., m”, a=l,...,B, ro

CDane wejsciowe: podgrupy 1~ * i=1,...,m”", a=1,...,B; Dane wyjsciowe:
permutacja m>
begin

T:=J; t:=jninj€jTj; t:“T-1; n:=0; b:=0;
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while TVO do
begin
Q:=<JeT: rj<t>;
R:=<JeQ:
Ca,ID: = indeksy podgrupy, do ktdérej nalezy zadanie ze zbioru R;
if a”b then t:=raax<T,t+l>;

else t:=

URJCIN.t.fO;

b: =a;

T==iXEal;

€ I=max<t , minj€TTj>;

end
end
W algorytmie A, podziat grup na podgrupy Jest arbitralny. Rozpatrzmy

dwie skrajne mozliwos$ci takiego podziatu. Pierwsza, kiedy kazde zadanie
tworzy oddzielna podgrupe Calgorytm AID, i druga, kiedy grupy nie sa roz-
bite na podgrupy; ma=l dla aal,. .. ,B Calgorytm A2D. Algorytm Al zachowuje
sie tak jak URJ w odniesieniu do zagadnienia bez przezbrojehn — w doborze

zadan ignoruje przezbrojenia. Drugie podejscie, A2, Jest_Jego przeciwsta-

wieniem - zaktada minimalna liczbe przezbrojen, B-1I.
Twierdzenie 1. Dla algorytméw Al i A2 zachodzi:
ab p.. = max<2,n-1>,
"
pt<z = 3-

Dow6d. Niech n bidzie permutacja otrzymana przez algorytm A; dalej przyj-
mowaé¢ bedzlemy. Ze pozycja u\, pierwszego zadania bloku w n Jest najmniej-
sza z mozliwych. Na podstawie C33 mamy nieréwnos$c¢

c* > rCVD+PCWD+zCWD—-1+qCW3. CoD
aJ Z opisu Al wynika, Ze irCu® Jest albo pierwszym zadaniem w n, albo bez-

posrednio przed rrCu®) maszyna nie wykonuje Zadnego zadania ani nie Jest

przezbrajana. Zatem A=rCVD, i na podstawie C2D i C6J mamy,
. —C* < k- i - .
CAl C k ZCWJ+I+anu_D qCVvD c7J
B B . W : W
JezZeli zCVvD=1l, to k=0 i w konsekwencji C <gnC(j "£C .

Zat6Zmy, Ze zCVD>2. Oznacza to. Ze w sk#tad bloku wchodza zadania przy-

najmniej dwéch segmentéw. Rozwazmy dwa segmenty; segment zawierajacy -ada-

nie nCUgl i segment bezposrednio go poprzedzajgacy. JeZeli Jeden z tych
segmentéw zawiera zadanie nCJJ nalezgace do bloku i spe#niajagce

qa_=.~<q , to zachodzi CPM/C < 2. Rzeczywiscie, niech ttCID bedzie
=CJD nCu”D Al

pierwszym takim zadaniem 1idgac od nCu”D do nCu”~D, oraz niechr bedzie mo-
mentem jego rozpoczecia. Zgodnie zalgorytmem, w chwili t zadanie

nie byto dostepne, zatem rn(—u « Niech T=<nCJD,... .nCu~DD. Mamy wtedy
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CAl 5 T+PCT3+l+gnCu23 1 C* - T+qrtCUgD" St*d CAL1"C* £ PCT>+l 5 C"
Rozwazmy teraz przypadek, gdy zaden z rozwazanych segmentéw nie zawiera za-

dania rrCj}. Wynika stad» na podstawie C2!>, Zze zachodzi C* > 1+g”~""™ ~.

Uczgc te nieréwnos$¢ z CTO, oraz wykorzystujgc fakt, ze k~n-1, otrzymujemy
cn~/C K<n—|, co tacznie z ograniczeniami poprzednio rozwazanych przypadkéw
daje /C*<max<2,n—1>.

Pokazemy teraz, ze ograniczenie to Jest najlepsze z mozliwych. Niech p
iq beda, odpowiednio, czasem wykonywania i czasem dostarczenia zadania
j—tego w grupie a. Zaktadamy, ze: B=2, n=2M, oraz ze dla j=1,...,n dane

poszczegélnych zadan sa jak nastepuje:

a [e Pi it q .,

1 0 Zc c23-13C

2 0 Zc Cc2j-23c
gdzie 0<2Me<l. Molna #tatwo sprawdzi¢. Ze algorytm Al generuje permutacje
CCl ,M3 .C2.M3 .ClI .M-13.C2, M-13 Cl .13 .C2.133,
gdzie para Ca.jO oznacza j—te zadanie grupy a, dla ktérej =n-1+2nc.

Uszer egowanie

CC1.M3....C1.13.C2.M3......... C2.133

daje wartos¢ funkcji celu 1+2nc > CM. Zatem M > Cn-1+2n*0/Cl +2n£0,
gdzie prawa strona nieréwnosci moze by¢ dowolnie bliska n-1 dla fmo.

b} Na podstawie C6” ,C7/3> oraz faktu, ze k=zCVO-1 mamy,

—C** — — *
CRAC™ < T cyny ~FEW3*G L Ap=qCW3 < 2C*.

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze ograniczenie to jest najlepsze z mo-

zliwych. Niech bedzie B grup, a w kazdej grupie 3 zadania o nastepujacych

danych, jednakowych dla a=1....,B.

J ral aj gaj

1 (0] 1 BA+B-1
2 0 A 0

3 BA+B-1 1 0

Algorytm A2 daje uszeregowanie

CCI .13 .Cl ,23 .Cl .33 .............. CB.13 .CB.23,CB. 333

z wartoscia funkcji celu Cnr2=3AB+5B—-2A-5. Natomiast dla permutacji
CCl ,13CB, 13 .Cl .23 CB.23,Cl .33.....CB.333

wartoscé funkcji celu wynosi AB+5B-3 > C*. Zatem

A2
C3AB+5B—-2A-5D/CAB+5B—-3}, przy czym prawa strona tej nieréwnoséci dazy do 3

dla A i B dazacych do nieskonczonosci. o
Rozpatrzymy teraz modyfikacje algorytmu A, w ktérej procedura A powta-
rzana jest w odniesieniu do zmieniajgcego sie. 1z iteracji na iteracje,

rozbicia *grup na podgrupy. Zaktada sie przy tym, ze kazda grupa 17~ sktada
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sie z co najwyzej dwéch podgrup Iaj. i Iac’ przy czyra poczatkowo Ial: =la i
I"g: 0. W kazdej kolejnej iteracji algorytmu A, zadanie o najmniejszym
w bloku , mniejszym od rrCug}, przenoszone Jest z odpowiadajgacej mu pod-

grupy | do 0] samym indeksie a.

Ponadto* przyjmuje sie w niej, ze czasy gotowos$ci zadan sa zmodyfiko-
wane nastepujaco: rJ::rmaX.JeJ, gdzie rmaxzmaxjngrj.. Poniewaz, dla potrzeb
algorytmu, czasy gotowos$ci sa jednakowe, procedura A ustawia zadania w
podgrupach wed#ug nierosnacych , za$ podgrupy wedtug nierosnacych

max. _ q.. Procedura konczy sie. Jezeli brak jest takiego zadania lub
ai
blok w kolejno utworzonej permutacji zawiera niepusta podgrupe

procedure A3

begin
for a: =1 to B do I _<:=1_; 1 =0;
al a az2
for j:=1 to n do r._:=r ;
i max
repeat
ACI _<.1 _*,a=1 B.ro;

al "~ a2
J:=zadanie ze zbioru W spet#niajace qj=qCWD;

a:=grupa;do ktérej nalezy j;
I.*’
until gqCVO>q _ — or k>zCVD
wybierz permutacje N o najmniejszej wartos$ci funkcji celu;

end

Twierdzenie 2. Dla kazdego probiému konkretnego, 3CA3 < 5C + 3rmax-—

Dowéd. Niech Nn bedzie permutacja, dla ktérej k>zCVD. Poniewaz Jes”
dla ustalonego N niemalejaca funkcja dowolnego ze swoich parametréw rj

p~.,qj, jed, przy ustalonych pozostatych, stad

C r +PCJD +2B-1 +q Cc8D

< +PCVO+k+ r . <
r X qrzCu) max nC uj

,A3 ma
gdzie ueu”; zauwazmy, ze dla jednakowych r”~ zachodzi zawsze u”~=1. Druga z
powyzszych nieréwnos$ci jest konsekwencja faktu, ze k<2zCW3-1 oraz zCVQ<B.

2 nieréwnos$ci k>zCVD wynika, ze istnieje przynajmniej jedna podgrupa
lag, ktérej zadania naleza do bloku w n. Niech 1 bedzie zadaniem podgrupy
la2’ nal ezacym do bloku, i posiadajacym najwieksze q. w tej podgrupie. 2

opisu algorytmu wynika, ze

n > a Cc9}
ql ~ grcCuV

Oznaczmy dalej przez rr permutacje, otrzymana w iteracji, w ktérej zadanie
1 przeniesione zostato z 17 do w dalszym ciagu, dla n* uzywad

bedziemy tych samych oznaczen co dlan, z tym ze opatrzonych symbolem
* Zauwazmy, ze zgodnie z opisem algorytmu, k*-zCwW*D—41, stad, w opar

ciu o te same argumenty, co dla nieréwnos$ci C8D, mamy
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* *
CAY < r . FPCW*)+zCwW )_1+gn*<:u‘)' cl10)
Dobierajac odpowiednio zbior V. w nieréwnosci «C3) oraz zauwazajac,
&
ze qCW*)=qg”, otrzymamy nastepujace dolne ograniczenia na C
C > PCJ) +B-1, Cli)
c* 2 PCW5+ZCW3—I+% s C133
C > *C*'3—-17~.Cu.j; C133
w przypadku ostatniej nieréwnosci, zbiér V sktada sie z pierwszych zadan

podgrup wystepujacych w bloku CrrrCl) rCu’)) oraz z zadania n'Cu’);
zgodnie z opisem algorytmu zadanie n’Cu’') posiada najmniejsze q" w zbiorze
V oraz zCV)=zCW’).

Wykorzystujac pary nieréwnos$ci #C9) *Cli)) , CC10),C12)) i CC10),C13)),

otrzymujemy

CA3"C,< — rmax+B+gqnCuV

CA3 C ~ rmax+qu’Cu’) ql~’
CA{’,_C 5 rmax+PCW 3.
Stad, uwzgledniajgc C9), mamy

3C, —-3C* < 3r +PCV3+B-1+1+q
max

*
AS < 3r x+2C .

ncu) %ncuw)y "D ma

Rozwazmy teraz przypadek” gdy A3 zatrzymuje sie z powodu zajs$cia warun-

kéw: gCW)>qg”u ~ i k=zCW); przypominamy, ze u”™”u. Niech m bedzie permu-

tacja» dla ktérej sa one spe#nione. Mamy. wtedy < rmMm~"+PCW)+zCW)—-1 +

qﬁ(r:lf)‘ oraz C*> PCW) + ZCW)_HﬂInCu)’ i w konsekwencji CA_3—C* < rmax O
Dla najbardziej niekorzystnych wartosci r oszacowanie z Twierdzenia 2

przyjmuje postaé C~/C < 8/3. Poka2emy teraz. Ze istnieje ciag probleméw

konkretnych, dla ktorego C'&‘!,C* Jest zbiezny do liczby nie mniejszej niz
5/2.

Rozwazmy problem, w ktérym B=M+2, M>1, kazda grupa 1~ posiada dwa zada-

nia Ca,l) i Ca,2), a pozostate dane sa Jak nizej. Zaktada sie. (e 0<«<l1.
a 1 2 M M+1 M+2
ral 0 0 (o} 0 0
C
pal C Cc e e
qal M+Mc H+Hc M+Mc 2M+2McC 2M+2Mc+c
0 0 0 0 2M
ra2
pa2 c e e H-1+CM-13c £

qa2 0 0 0 c 0]
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Algorytm A3 generuje permutacje
CCM+2,15 ,CM+2,2D ,CM+l ,15 ,CM+l ,25,C1,15 ,C2,15,. ..CM,15,CM, 2D,CM-1,25
...,Cl,255,

dla ktérej C~=5M+3M/:+£. Natomiast permutacja
CCM+25 ,15 ,CM+l ,15,Cl,15,Cl ,25,C2,15.C2,25,...,CM,15,CM, 25 ,CM+1 .25 ,CM+2,255

daje warto$¢ funkcji celu C*=2M+2+3Mz:+2£. Mamy wiec
C&QIC* > C&QIC* = C5M+3Kte+i:5/C2M+2+3Nte+2i:5 .

gdzie prawa strona moze by¢é dowolnie blisko 5/2 dla M*o i ¢—*0.

5. Uwagi kohcowe

Przedstawiony algorytm aproksymacyjny A3 dla problemu 1 |r~, 1 ~ 2N z
Jednakowymi, grupowymi przezbrojeniami nalezy traktowa¢ Jako pierwsze po-
dejscie do konstrukcji dobrego algorytmu. Podstawowym celem tej pracy byto
otrzymanie procedury, ktéra +atwo poddaje sie analizie i réownoczesnie po-
siada oszacowanie btedu wzglednego mniejsze od 3; procedura taka moze
wskaza¢ ewentualny kierunek dalszych poszukiwahn. Chociaz wiele w#asnosci
Uogdélnionej Reguty Jacksona, ktdéra okazata sie by¢ tak owocna dla zagad-
nienia bez przezbrojen, mozna byto przeniesé¢ na ogdélny algorytm A Cmateriat
dotyczgcy tego nie Jest zawarty w tym opracowaniu5, to Jednak nie okazaty
sie one tak efektywne. Jak w tamtym przypadku. Procedura typu A3, uwzgle-
dniajgca oryginalne CrdézneD czasy gotowos$ci, posiada oszacowanie nie mniep

sze niz 5/2; azeby to zobaczyé, wystarczy zastosowaé¢ A3, bez modyfikacji
rj, do przedstawionego wyzej problemu konkretnego. Przyktad algorytmu A3
wskazuje na to, ze kluczem do konstrukcji dobrego algorytmu bedzie ra-
czej rozbicie grup na odpowiednie podgrupy, niz jako$¢ uszeregowania
zadan w grupach czy Jakos$¢ uszeregowania podgrup.

Otrzymany algorytm daje dobre rezultaty dla zagadnien z matymi czasami
gotowos$ci. W przypadku zagadnienia 1 |gq”|cmax» posiada oszacowanie 5/3, to
samo co algorytm zaproponowany w L123 specjalnie dla tego przypadku; Jest

jednak od niego prostszy i znacznie tatwiej analizowalny.
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APPROXIMATION ALGORITHMS FOR SINGLE-MACHINE SEOUENCING PROBLEM WITH UNIFIED

BATCH SET-UP TIMES

Sum ma r vy
The paper presents results of the worst—-case analysis of approximation

algorit—hms for single machine sequencing problem with batch set—up times,

in which each job has a release data., a processing time and a delivery
time; the problem is to find a sequence of jobs minimizing the delivery
time of all the jobs. A review of the approximation algorithms for the

problem without set—ups is also given.
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ATinpOfCCHMAUHOHHbIE  AJirOPHTMbI Uns OfIHOMAUHHHOf) npOBBEMbI

OHHHAKOBDOIM rPYnilOBbIM BPEMEHEM

YHOPJITIOHEHHS

Pe3uue

B paéoTe npewcTaEJieHK pesyjiLTare aHajmaa Hajntyamero cjiy”ea
annpoKCHI.EUEOHHHX ajiropETKOB &jin onHOMamHHEo4 npoQliet.» ynopaao”eHEH
3shah ¢ ojtiiHaKOBHM rpynnoBEM BpeweHeM nepeBOopyaeHHH, b kotopom
Ka"nan sagana HMeeT onpefleaeHHoe BpeMH roTOBHocTH k peaiiB3amiB,
Bpet.iH peaJK3aiikKH, Bpera ®0Ctsbhkh h Bonpoc b tom, hTOOh uazm
MBHBMaJB3Bpy»acra) Bpem o”epé&,uHOCTL EunojmeHEH,. nocjie Bero Bce Sana-—
HHH BOOTSBJIKBTC3. ilpeaCTHEJieH TE£KKe 0030P EnnpOKCKMBHHOHHHX ajrro—
pPpuTMOB nas npodéaeMH 6e3 nepeBOopyseHHH.



