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SZYBKIE TRANSFORMACJE HAOAMARDA-HAARA

Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę generowania modułowych 
struktur drzew N-punktowych transformacji Hadamarda-Haera (h h t ) 
o złożoności obliczeniowej od 2 (n-1) do Nlog2N-N/2 operacji doda
wania i odejmowania. W oparciu o strukturę drzewa HHT wykorzystują
cego opóźnienia zbudowano analizujące i syntezujące motylkowe banki 
filtrów stosując technikę eliminacji operacji motylkowych. Pozwoli
ło to na otrzymania banków filtrów o zadanej liczbie kanałów. Wy
różniono filtry komplementarne i filtry subpasmowe o ważonych ka
nałach oraz podano ich opis częstotliwościowy i sekwencyjnościowy.

1. Wprowadzenie

Praktyczna przydatność dyskretnych transformacji, przede wszystkim dla 
potrzeb cyfrowego przetwarzania sygnałów, jest uwarunkowana możliwością 
budowy skutecznych algorytmów obliczeniowych do wyznaczania prostych i od
wrotnych transformat. Oprócz złożoności obliczeniowej coraz częściej roz
patrywane są modułowość, możliwość bieżącego wykonywania algorytmów 
szybkich transformacji oraz właściwości filtracyjne transformacji pozwa
lające na wykorzystacie ich w wielokanałowym przetwarzaniu sygnałów za 
pomocą banków filtrów. Struktury drzew zapewniające modułowość, bieżącą 
realizację oraz filtrację wielokanałową można złożyć ze struktur prostych 
filtrów cyfrowych. Podejście to, wykorzystane w przypadku algorytmów 
szybkich transformacji Fouriera (FFT) i Walsha (FWT), oparte jest na 
faktoryzacji wielomianów Ql], [V], [3].

W niniejszej pracy zastosowano podejście wielomianowe w celu przekształ
cenia algorytmów szybkich transformacji Hadamarda-Haara w banki filtrów. 
Rezultatem są motylkowe banki filtrów o strukturze drzewa służące do 
filtracji subpasmowej. Technika eleminacji operacji motylkowych prowadzi 
w tym przypadku do zmiany liczby kanałów banku filtrów oraz do zmiany 
tłumienia poszczególnych składowych subpasmowych. Tym samym uzyskuje się
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ogólniejszą klasę filtrów motylkowych [_4̂ ] łączących cechy filtrów trans
formacyjnych i subpasmowych.

2. Dwukanałowy motylkowy bank filtrów

Podstawowe modułowe struktury drzew algorytmów prostej szybkiej trans
formacji Hadamarda (FMT) £3] składają się z elementów, których transmi- 
tancje dla N=2 mogą byc opisane następującym równaniem macierzowym
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Z kolei odwrotną transformację IFHT dla N=2 opisuje zależność
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Połączenie kaskadowe prostej i odwrotnej transformacji daje dwukanałowy 
bank filtrów o transmitancji

| = [g^(z) c'2 (zj] G , ( z )'
G2 (z)

= 1 • z (3)

W tak opisanej strukturze podanej na rys. l a )  i b) można wyróżnić 
operacje motylkowe składające się z operacji dodawania, odejmowania 
i skalowania (rys. 1 c i d).
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Odpowiedzi częstotliwościowe G,(i2) . G2 (£2) i sekwencyjnościowe 0.(5), 
C2 (s) opisujące poszczególne kanały banku filtrów z rys. 1 przedstawiono 
na rys. 2.
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2 prezentowanej analizy wynika, że dwukanałowy motylkowy bank filtrów 
jest cyfrowym filtrem wszechprzepustowym składającym się z pary prostych 
filtrów: dolnoprzepustowego i górnoprzepustowego. Można również zauważyć, 
że poprzez zastąpienie operacji motylkowych z rys. 1 c i d  przez operac
ję z rys. 3 uzyskuje się komplementarny bank filtrów [5] spełniający nas
tępujące zależności:

|Ĝ (£ł) + “ 1 (4)

|Ga(î ) | 2 + | Gg (S2) | 2 = 1 (5)

Rys. 3

3. N-kanałowy bank filtrów wykorzystujący transformację Hadamarda

N-kanałowy motylkowy bank filtrów dla N > 2 ,  N=2P , p=2,3,..., można
zbudować opierając się na modułowym podejściu do algorytmów szybkiej 
transformacji Hadamarda £3]. Dla N»4 przykładowe możliwe dwie struktury 
przedstawiono na rys. 4.
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Rys. 4

Odpowiedzi częstotliwościowe i sekwencyjnościowe poszczególnych kanałów 
mogą być wyrażone w zależności od kombinacji odpowiedzi par prostych filt
rów cyfrowych o postaci 1 +_ z* (rys. 4a) i 1 ♦ zP"i+1 (rys. 4b) wystę
pujących w poszczególnych gałęziach struktury drzewa odpowiadających i-tym
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etapom przetwarzania dla algorytmów szybkich transformacji. Ola N«4 
transmitancję banku filtrów oraz tranemitancje dla poszczególnych kanałów 
wyrażaj« zależności:

S i ł  ■ l*z"^.z-2

G j(z) 1 1 1 1 1

G2 (z ) 1 1 -1 -1 z-1

g 3U )
■

1 -1 -1 1 z-2

G4 (z )_ 1 -1 1 -1 z-3

(6 )

(7)

a odpowiadające im odpowiedzi częstotliwościowe 1 sekwencyjnościowe przed* 
stawiono na rys. 5.

a) b)

Rys. 5

4. Motylkowe banki filtrów oparte o transformacje Hadamarda-Haara

Przez eliminację operacji motylkowych z modułowych struktur szybkiej 
transformacji Hadamarda, takich Jak na rys. 4. można otrzymać banki filt
rów o liczbie kanałów mniejszej niż Nn2p. Przykładowe realizacje 3-ka- 
nałowe tago typu motylkowych banków filtrów, które odpowiadaj« strukturo* 
szybkich transformacji Hadamarda-Haara, przedstawiono na rys. 6.

Odpowiedzi częstotliwościowa i sekwencyjnościowe charakteryzujęce po
szczególna kanały zilustrowano na rys. 7.

Transmitancję opisujęca poszczególna kanały można wyrazić Jako kombi
nacje liniowe transmitancji danych wzorem (7). Przykładowo dla struktury 

z rys. 6a) Ĝ z) . G^z). G2 (z) - G2 (z). Gj(z) - Gj(z) ♦ G4 (z). Trana-
aitancja banku filtrów wyrażona wzorem (6) pozostaje bez zmian.
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2 przedstawionych przykładów wynika, że wykorzystując modułowe struk
tury algorytmów szybkich transformacji Hadamarda-Haara można budować ban
ki filtrów o zadanej liczbie ważonych kanałów, gdzie wagami są całkowite 
potęgi liczby 2.

Z kolei, stosujęc w tego typu motylkowych bankach filtrów operacje mo
tylkowe z rys. 3, otrzymuje się komplementarne banki filtrów spełniające 
następujące zależności;

| g j (£2) + g 2 (£2) + ... + G^(ii)| = i  (b )

|Gj(£2)| + |g2 (£)| + ... + | gm (£2) | = i (9 )

gdzie M ^  N=2^.

b. Podsumowanie

W pracy przedstawiono modułowe struktury bieżących algorytmów szybkich 
transformacji Hadamarda-Haara i opartych na nich motylkowych banków filt
rów. Prosta technika eliminacji operacji motylkowych pozwala na budowanie 
banków filtrów o zadanej liczbie kanałów. Tego typu banki filtrów mogą 
mieć kanały ważone lub być bankami komplementarnymi. Dotychczasowe rezul
taty badań dotyczących syntezy filtrów motylkowych C43 C6] oraz wyniki 
przedstawione w niniejszej pracy mogą stanowić podstawę do dalszych 
uogólnień i prac mających na celu budowę motylkowych banków filtrów wy
korzystujących inne transformacje unitarne.
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EAHKH «HJIblPOB HCII0JIb3yi)mHE BHCTPHE. 
riPE0EPA30BAHHH XAJUMAPA-XAAPA

P 8 3 D M a

B padoie npeACTaBJieH uet o a  reHepaqHH MOAyjitHhoc cipyKiyp AepeBieB rjlb 
N_ToyeK npeo6pa30BaHHfl X aA an ap a-X aapa (H H T), KoiopHe ipe6y»T BunojiHeHHH 
o t  2 N-l Ao N lo g 2 N -N /2 onepauHÎt cjioxeHHH h  BHHHiaHHH. Ha S a a a  cipyKiypH 
ÆepeBa HHT HcnojiB3yM!ero 3smep*KH BpeMeHHux BufiopoK nocipoeHH aHajiH3Hpy»AHe 
h cnHTe3npyz>mHe SaHKM (jHABipoB c npHMeHeHHeu TexHHKH He Tpefiyiomeii 
SaTiepiJiAHttHhix onepaunfl. npeAAoxeHHuâ mêtoa Aaëi Same« $HJii>xpoB o 3anaHH0M 
HHCJie KaHajioB. ¡¡.jib BHAejieHHHx KounaeMeHTapHHX h cydnoxocoBHx <{>nji6TpoB 
c b3benHBaHHMH KaHajiouH npeAOiaajieHO nacioTHoe h nocjieAOBaTexbHoe ax 
onHcaHHe.

FILTER BANKS USING
FAST HADAMARD-HAAR TRANSFORMS

S u m m a r y

In the paper a method of generating modular tree structures of N-point 
Hadamard-Haar transforms (HHT) of complexity Nlog2N-N/2 or less up to 
2(N-1) additions/subtractions is presented. Simple technique of elimina
tion of butterfly operations from delay tree-structure of HHT »as been 
developed to achieve analysis and synthesis filter banks. It has allowed 
to obtain butterfly filter banks with assigned number of channels. 
Complementary and sub-band filters with weighted channels have been 
distinguished and described in frequency and sequential domains.


