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Streszczenie. W pracy przedstawiono zbieżny globalnie algorytm 
rozwiązywania równań opisujących nieliniowy obwód rezystancyjny. 
Algorytm ten dotyczy zmodyfikowanych homotopijnie równań węzłowych 
lub hybrydowych obwodu nieliniowego. Należy on do klasy metod 
predykcyjno-korekcyjnych i opiera się na modyfikacji predyktora 
Eulera, a w fazie korekcji rozwiązania na algorytmie Newtona. Pozwa­
la on na adaptacyjny dobór parametru homotopii zmodyfikowanych rów­
nań, co zapewnia zmniejszenie nakładu obliczeniowego. Użyteczność 
przedstawionego algorytmu pokazano rozwiązując numerycznie wybrany 
obwód nieliniowy.

W pracy przedstawiono algorytm pozwalający na efektywne rozwiązanie 
równań opisujących nieliniowy obwód rezystancyjny. Równania te mogą mieć 
postać równań węzłowych

1. Wstęp

F(x) ■= Ag(A*x + E) - AD « O, ( 1)

ogólniejszych równań hybrydowych

f ( x ) » f ( x )  - Ax - b ■ O (2a)

lub

F(x) = A^f(x) - A2x - b « O (2b)

czy taż najbardziej ogólnych równań tablicowych.

(3)
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gdzie dla równań (1) i (2) x e Rn jest nieznanym wektorem potencjałów 
węzłowych lub wektorem prędów i napięć rezystorów nieliniowych, u,i,v - 
wektory napięć i prędów gałęziowych oraz potencjałów węzłowych, h(u,i) - 
równania gałęziowe, g(*), f(*) sę wektorami charakterystyk elementów 
nieliniowych, a pozostałe wielkości reprezentuję strukturę obwodu i 
źródła wymuszajęce [2], £3̂ |.

Skuteczne rozwięzanie równań (l) - (3) wybranę metodę iteracyjnę więżę 
się z wyborem punktu startowego Wykorzystanie idei metody kontynuacji 
daje systematycznę metodę wyboru punktu startowego. W metodzie kontynua­
cji zamiast funkcji F(x) : D — *-Rn , gdzie D c Rn , rozważa się szczegól- 
nę funkcję H(x,t)sD x T — > Rn , gdzie T » { t  | O ^  t <  l} , zwanę 
homotopię, tzn.

H(x(t),t) = 0 ,  x e O, t e T

H(x,0) « E (x) , H(x,l) » F(x) V  X e D
(4)

przy tym rozwięzaniu x° = x(0) równania E(x) « O będęce punktem 
startowym Jest znene lub łatwo je uzyskać.

Rozwięzania x(t) wyznaczane dla t rosnęcego tworzę ścieżkę (krzy- 
wę) w przestrzeni Rn łęczęcę punkt x(0) z poszukiwanym rozwlęzaniem 
x* = x(l) równania (l) - (3) Ql],

Istnieję różne sposoby konstruowania odwzorowania H(x,t) dla danego 
równania F(x) = O (por. [V], [^5]). Z twierdzenia o funkcji uwikłanej 
[l] wynika, że ścieżka homotopil istnieje,Jeśli odwzorowanie H jest 
regularne, tzn. macierz Gacobiego DH(x,t) ma maksymalny rzęd dla każde­
go (x,t) e H- 1 , gdzie H-1 = {(x,t) | H(x,t) o o} oznacza zbiór wszyst­
kich rozwięzań (x,t) e Rn układu (4). ścieżkę homotopii łęczęcę wy­
brany punkt poczętkowy x° z punktem końcowym x* = x(l) można wyzna­
czać punkt po punkcie przyjmujęc cięgłe lub dyskretne zmiany parametru t. 
Poszukujęc rozwięzania równania f ( x ) * O dężymy przede wszystkim do 
uzyskania punktu x(l) możliwie jak najszybciej, nie zależy nam natomiast 
na dokładnym wyznaczaniu ścieżki homotopii. Zakładajęc dyskretne zmiany 
parametru t przyjmuje alę pewien podział odcinka T:

0 “ *o ^  tl*** <  *N “ 1 (5)

i poszukuje się rozwięzań równań

H(x,tk ) - O, k = 1,2,...N (6)

lokalnie zbieżnę metodę iteracyjnę (na ogół metodę Newtona) przyjmujęc 
pewne przybliżenie poczętkowe x° (tk). To przybliżenie poczętkowe jest
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predyktorem punktu x(t|() na ścieżce homotopii. metoda iteracyjna służy 
jako korektor dla znalezienia tego punktu. Rozwiązanie cięgu równań (6) 
będzie zbieżne do rozwięzanie równania f ( x ) > 0, jeżeli długość kroku

t^ ■ t^+1 “ k * 0,1.... ,N-1 (7)

będzie odpowiednio dobrana. Powinna ona być tak duża, by zapewniała mini­
malny czas obliczeń konieczny do uzyskania rozwięzania x*. a Jednocześ­
nie taka, by zapewnić zbieżność korektora do punktu na ścieżce homotopii, 
gdyż poruszanie się po ścieżce homotopii zapewnia uzyskania rozwięzania 
x* [l]. Przedstawiony algorytm opiera się na modyfikacji prsdyktora 
Eulera \7~\. Predyktor Eulera jest chętnie stosowany, ze względu na jego 
prostotę. Jednakże, ze względu na to, że wyznacza on punkt x°(tj() w kie­
runku stycznym do ścieżki homotopii, to korekotr taki. Jak metoda Newtona, 
może być rozbieżny, jeśli krok będzie duży. Z tego względu stosujęc
predyktor Eulera, przyjmuje się mały krok T^, co oczywiście wydłuża pro­
ces obliczeniowy. W algorytmie pokazano, że możliwe jest przyspieszenie 
tego procesu. Jeśli predyktor nie leży na kierunku stycznym, a na pewnej 
krzywej leżęcej bliżej ścieżki homotopii. Pozwala to maksymalizować war­
tości kroku t^ przy zachowaniu warunków zbieżności dla korektora.

W dalszych rozważaniach przyjmujemy, że odwzorowania H utworzone dla 
równań (1) - (3) Jest regularne. Oznacza to, że analiza dotyczy obwodów 
nieliniowych z rezystorami o charakterystykach ściśle monotonicznych.

2. Metoda prodyktor - korektor i dobór kroku

Wprowadzimy oznaczenia

w = (x , t) (8)

Obliczenia rozpoczynaję się w punkcie w° • (x°, 0). Rozwięzanie x° 
jest wyznaczane przez rozwięzanie pewnego obwodu liniowego stowarzyszo­
nego z analizowanym obwodem nieliniowym (por. [V], [XI)«

Ola danego punktu w k na ścieżce homotopii k-ta iteracja przebiega 
następujęco [9]: najpierw wyznacza się wektor dk styczny do krzywej 
w punkcie w k rozwięzujęc układ n+1 równań [/7[]s

DH(wk)dk = O (9)

l-M * 1

gdzie DH oznacza macierz Jacobiego układu (4), a || • || Jest normę 
Euklidesowę. Ponieważ układ (9) ma dwa rozwięzania bieżęce w przeciwnych 
kierunkach [V], wybiera się wektor dk tak, aby (d )* d > 0 ,
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gdzie t oznacza transpozycję. Ola k«0, wybiera się wektor d tak,
by d°+ł >  O. gdzie d°+1 oznacza (n+l)-szę składowa wektora d° - cho­
dzi o to, by poruszać się w kierunku wzroetu parametr t.

k
Majęc wektor d tworzy się predyktor

k k w* ♦ v - ¿ k d* ( 10)

gdzie > 0 ,  ¿0 “ 1- Wektor (10) wyznacza predyktor wstępny, tzw.
predyktor Eulera.
Rozważmy teraz równanie

h (w )
g (w ) » ( 1 = 0

(d“ )' (w-yk )
(U)

Rozwięzaniu równania (9) odpowiada punkt przecięcia ścieżki homotopli
k tz hiperpłaszczyznę prostopadła do wektora d (rys. 1). Nas jednak ten 

punkt nie interesuje, chcemy natomiast wyznaczyć punkt na hiperpłaszczyż-
nie leżęcy bliżej ścieżki homotopil. w tym celu stosujemy jednę iterację

/ kmetody Newtona do układu (11) z punktem startowym y i uzyskujemy nowy 
k k punkt y + z , gdzie

zk = -
DH(yk)

-1
H(yk)~

_  ( d V _ 0 _

( 12)

Jeżeli punkt y był blisko ścieżki homotopii, to można oczekiwać, że
k k *punkt y + z będzie jeszcze bliżej. Aby ustalić, czy tak Jest, bada

się iloraz || H(yk+zk)|| /|| H(yk ) |[ jako miarę zbliżenia do ścieżki homotopii.
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Jeżeli nierówność

I! H(yk ♦ zk)|| /|| H(yk) (13)

nie Jeet spełniona, to znaczy, że predyktor y Jest zbyt daleko od 
krzywej. W tym przypadku przyjmuje się ■ 0,5 i wraca do formuły 
(10). Jeżeli zachodzi nierówność (13), to konstruuje się nowy predyktor

w k + %  vk + x\ zk

gdzie wyznacza się następujęco;
Jeśli

II H(yk + zk) || / | H(yk) ||< f  <  1

to ■ 2 W przeciwnym przypadku « ^k-1 ^ o  "
Predyktor sk pokazano na rye. 1.

Na etapie korekcji rozwięzujemy więc układ równań:

(14)

(15)

H(w) 0. (16)

Stosujęc metodę Newtona z punktem startowym s otrzymuje się cięg:

k k
w i * i  * " i

k k 
•*0 ■ 8 •

0H(wk)
-1

I 
1

A
-

--
-

1

_(dk) 0

1 a 0,1,2,... (17)

Jeżeli dla pewnej wartości 1 a l (np. L a 5 ) nie zachodzi

II H(wk)|| <  e (18)

tzn. algorytm Newtona nie Jest zbieżny, zmniejsza się wartość parametru 
lub <5̂  i powtarza proces formowania predyktora sk. W szczególnoś­

ci Jeśli >• 1 to przyjmuje się a 0,5 i określa punkt predykcji 
zgodnie ze wzorem (14). Jeśli t k » 1 to przyjmuje się a 0,5 
1 powraca do formuły (10) dla wektora yk.

Z drugiej strony. Jeśli algorytm Newtona jest zbieżny do rozwlęzania 
układu (16), to po spełnieniu warunku (18) uzyskany wynik przyjmuje się 
Jako w*1*1 i przechodzi się do następnej iteracji, ustalajęc jednocześ­
nie wartość parametru S k+1 według naatępujęcej reguły:
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Jeśli spełniona jest nierówność

|| H(yk + zk)|| / || H(yk) || <  p < 1  (19)

t° ó k+1 « 2 ¿ k. W przeciwnym przypadku ó k+1 - ¿ k.

Opisana procedura Jest kontynuowana do momentu osiągnięcia wektora 
w k ■ (xk ,l). Poszukiwane rozwiązanie równać (1) - (3) Jest równe x * • xk.

Podsumowując powyższe rozważania można przedstawić następującą metodę 
predykcyjno-korekcyjną rozwiązania równania K(xtt) ■ Oi

Krok O. Dobrać w° ■ (x°,t0 ) ■ (x°,0), 0 < < * < j ł < l ,  0 <  <  1

¿ Q >  O, V Q ■ 1. liczbą całkowitą dodatnią L,£

Krok 1. Obliczyć wektor dk z równania (9).

Krok 2. Podstawić yk « w k ♦ ¿ k dk i obliczyć zk według wzoru (12).

Krok 3. Jeżeli nierówność (13) nie zachodzi, to ó k « 0,5 ¿ k i przejść
do Kroku 2.

Krok 4. Jeżeli nierówność (15) zachodzi to <Ck ■ 2

Krok 5, Utworzyć wektor sk ■ wk ♦ *Ck vk ♦ fCk)2 zk.

Krok 6. Utworzyć ciąg zgodnie ze wzorem (17). Jeśli zachodzi wa­
runek (18), to wk ■ wk+1 i przejść do Kroku 7.
Jeśli warunek (18) nie jest spełniony, tot
dla “¿k >  1 przyjąć “Ck « 0,5 i przejść do Kroku 5«
dla t k ■ 1 przyjąć ¿ k ■ 0,5 ¿ k i przejść do Kroku 2.

L . 1

Krok 7. Jeżeli dla k+1 - N zachodzi " *n  ̂  1 t0 2,koń"
czyć.

Krok 8. Podstawić “̂ ^*1 " ^k* zachodzi nierówność (19), to
¿k +i ■ 2 <5^* " przeciwnym przypadku <$k+1 - ó k. Przyjąć k» k+1
1 przejść do Kroku 1.

Zauważamy, Ze Jeśli wybiera się predyktor yk , to «  ¿ k , natomiaet 
jeśli konstruujemy predyktor sk , to krok tk parametru homotopii Jest 
funkcją parametrów t k 1 <Sk 1 może on być powiększany stosownie do prze­
biegu ścieżki homotopii. Stwarza to możliwość przyspieszenia procesu 
obliczeniowego.

3. Przykład

Przedstawiony algorytm wykorzystano do rozwiązania równania hybrydowe­
go obwodu postacii
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Równanie to na rozwiązanie [4 ] s

x - (O,279056201 1.64307144)

Równanie przekształcono homotopijnle do postaci 

H(x,t) - F(x) ♦ (l-t)F(x°)

W algorytmie przyjęto następujęce parametry:

oC » 0,05» |3 ■ 0,7» « 0,007» L ■ 5 oraz £ » lO-®.

Kryterium zbieZnoóci (18) dla metody Newtona zrealizowano następujęco:

II -  w i _ i  II < £  1  1 > L

gdzie || || ■ max | W |

Rozwlęzanle równania F(x) * 0 poszukiwano stosujęc predyktor yk 
według wzoru (10) oraz predyktora sk według wzoru (14).
Wyniki, jake uzyskano, sę następujęce:

x°
vk sk

N Lt N Lt

(0,0» 0,0) 19 85 17 92

(5,0» 5.0) 75 281 33 220

(10,0»20,0) 270 813 45 301

gdzie N oznacza liczbę iteracji w cyklu podstawowym, a L( oznacza su 
aarycznę liczbę iteracji metody Newtona (17). Uzyskane wyniki wskazuję. 
Ze zastosowanie predyktora sk pozwala zmniejszyć nakład obliczeniowy, 
zwłaszcza gdy x° Jsst odległe od rozwięzanla x.
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UPOFHO 3H0-KOPPEKUHOHHHii MEKJJI, AHAJIH3A 

HEJfflHEiłHbtX PA3HC.TKBHLLX UETŁEft

P a a  m u  e

B  c i a i L e  n p e f l C i a B j i e H  r j i o f i a j i H O  c x o f l H i m f t  e u i r o p n i M  p e m e H u s  y p a B H e H H i t ,  

o n H C H B a r o m u x  H e J iH H e iiH y io  p e 3H0 T H B H y »  q e n b .  3 i o t  a z r o p H T M  o t h o c h t c h  k  t o m o -  

T o n H O  M O flH $H U H p oB aH H H M  y 3 z o B K M  h j i h  rH ó pH A H H M  y p a B K e H H H M  q e n n .  Oh npH H a^Jie- 

X H T  K  K J i a e c y  np eH H K ItH O H H O —KOppeKItHOHHhDC M e T O flO B  H O C H O B aH  H a  M O flH iH K aH H H  

n p e f l H K a T o p a  3 i t j i e p a ,  a  b  $ a a e .  K o p p e K i m S  p e m e H H H  H a  a j i r o p H T M a  K b io T O H a .  3 t o  

n o 3 B o j i a e T  a n a n T H B H o  B H Ó H p a i b  n a p a M e i p n  r o M O i o n n i i  M O A H $ H H H p o B a H H n x  y p a B H e H H ił  

h  b  H i o r e  y n p o m a e T  B tw H C Jie H U H .  I lp a r o A H O C T b  a j i r o p H T M a  n o K a 3 a H a  H a  n p H M e p e  

H H C jie H H o r o  p e m e H H H . H e j iH H e f lH o f i  u eiiH .
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PREDICTIVE-CORRECTIVE METHOD OF THE ANALYSIS 
OF NONLINEAR RESISTIVE CIRCUITS

S u m m a r y

In the paper a globally convergent algorithm for solving equations of 
nonlinear resistive circuit is presented. The algorithm deals with homo- 
topy-modified nodal or hybrid equations of nonlinear circuit. It belongs 
to a class of predictive-corrective methods and uses modified Euler's 
predictor and, in phase of correction of the solution, the Newton 
algorithm. It permits adaptive control of the homotopy perametr of modi­
fied equations which provides decreasing of the computation cost. 
Usefulness of the presented algorithm has been demonstrated by numerical 
computation of a selected nonlinear circuit.


