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Streszczenie. W pracy okreslono zatozenia teoretyczne i ustalono réwnania konstytutywne
modelu. Zatozono, ze prety modelu majg ograniczong wytrzymato$€. Po przekroczeniu tej
wytrzymatosci odpowiednie prety ulegajg uplastycznieniu. Wytrzymato$¢ pretow ustala sie na
podstawie hipotezy Coulomba. Poczatkowy modut sprezystosci pretow ustalono z warunku
jednakowych osiadan. Mozna go ustala¢ w kazdym kroku w sposob przyblizony lub na podstawie
zwigzkow konstytutywnych opracowanych dla modeli teorii plastycznosci, np. dla modelu Cam-
clay. Zadanie rozwigzuje sie metodg przyrostowg. Rozwigzanie zilustrowano przyktadem
zastosowania do analizy stanu naprezenia i rozwoju strefy uplastycznienia w podtozu pod
fundamentem az do wystgpienia stanu granicznego. Rozwigzanie moze znalez¢ zastosowanie do
precyzyjniejszej analizy odksztatcen, narastania osiadan oraz rozkfadu naprezen kontaktowych przy
dowolnym poziomie obcigzenia az do wyczerpania nosnosci podtoza.

APPLICATION OF A TRUSS-TYPE MODEL IN THE ANALYSIS
OF THE ELASTO-PLASTIC INTERACTION OF BUILDING AND SUBSOIL
IN ROTARY-SYMMETRICAL PROBLEMS

Summary. The paper presents an analysis of stress and plasticization zone development in
soil under a foundation. The analysis is based on a simple truss-type model. It is assumed that
truss members have limited tensile strength. If the tensile strength is too high, the members
undergo plasticization. The problem is solved by means of the incremental method. The
solution can be applied to analyze ground settlement and stress distribution in the ground due
to the loading from the foundation as well as the conditions for limit states.
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CTEPXHEBAfl MOIEJTb ¢.OH ynpyrO-rUIACTHHHOrO AHATH3A
B3AHMO/IEHCrBHa COOPYyKYHWH C OCHOBAHHEM B YCJIOBHBX
BPAIUTEITOHOCHMMETPMHHOPi 3AMHH

PeaioMe. OnpenejieHbi TeopeTmeacne npejnocbuiKM u cocraBneubi KOHcmTyemBHhie
vpaBMeHHfi Moaem Bbuio npHHATO, hto crcpxHH MoaeliH o&naaaioT orpaHHMeHHoN
CTOHKOCTHIO. Floaie npeBbllUHHfl 3TOd CTOHKOCTH COOTBCTCTBYiOUHe CrepiKHH  nliaCTHOH,
uwpyioTCfl. CTOHKOCTD crepxHeit onpeaejtaeTCs Ha ocHOBaHHH runorobi Coulomba.
HaMajibHbifi Moayji ynpyrocra crepxHen Sbili ycraHOBneH H3 ycnoBHa oaHNnaKOBbix
ocaaoK. Moxho ero ycraHaB"HBaTb b KaxaoM mary noaoOHbiM 06pa30M  hjh Ha
ocHOBaHHH KOHCTHTyerHBHbix CBfisefi, pa3patoTaHHbix ana Moae.ien Teopwi ruiacTHHHOCTH.
3aaana peuiaerca MeroaoM pa3HOcreH. PemeHHe HitmocrpHpyeTca npmvigpoM  ero
npHVieneHHa ami aHajiH3a cocroHHMfl nanpaxeHHa u pacmnpeHHa 30Ha rinacTHCIHKauHH b
ocHOBaHHH noa  (fynaaMCHTOM  Biuiorb ao  Bhicryn/ieHHa npeagjibHoro coctohhhh. 3to
pemeHHe MOxeT ShiTb Hcenojib30BaHO jura oonee tohhoto aHanH3a ne<{>gpVhiiHH,
HapacraHHH ocaaoK, a Taoce pacnpeaeneHHAl KOHTACTHoix nanpaxeHH npn  jhodom
ypoBHe Harpy3KH BruioTb ao noiepnaHHH Hecymen oiocoGhocth ocHOBaHHa.

1 ZALOZENIA | OPIS MODELU

1.1. Wprowadzenie

Do analogowego opisu zachowania sie fundamentu i podtoza gruntowego zastosowano
strukturalny model pretowy w postaci zastepczej kratownicy przestrzennej zbudowanej z
pretdéw wzajemnie sie przenikajgcych. Przyjeto strukture jednorodng, izotropowa, zbudowang
z elementéw o jednakowej dtugosci. Budowle lub fundament wymodelowano wewnatrz stru-
ktury przez wprowadzenie grupy pretow o sztywnosci odpowiadajacej sztywnosci budowli.
Fundament i podtoze podzielono na elementy pretowe w postaci wielkowymiarowych pier-
Scieni i odcinkéw powtok stozkowych - rys. 1. Prety schematu reprezentujg osie elementow
struktury. GrubosS¢ pretow przyjmuje sie rowng odlegtosci osi powtok réwnolegtych. Prze-
kroje poprzeczne pretow przyjmuje sie jako przekroje odpowiednich pierscieni. W zaga-
dnieniach obrotowo-symetrycznych kratownice przestrzenng zbudowang z pierscieni i
odcinkéw powtok stozkowych rozwigzuje sie jako symetryczng kratownice ptaskg Dzieki
symetrii wzgledem osi obrotu wystarczy rozwigzanie schematu ograniczonego do potowy.
Istotny w rozwazanych zagadnieniach wpltyw ciezaru wiasnego podtoza uwzgledniono obcia-
zajagc wezty modelu odpowiednio dobranymi obcigzeniami skupionymi. Nieograniczono$é

podtoza uwzglednia sie, ustalajgc duze wymiary struktury w poréwnaniu z wymiarami budo-
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wli oraz zaktadajgc podparcie lub ograniczenie struktury dostatecznie daleko od strefy zabu-

rzenia wywotanej obecnoscig fundamentu.

Rys. 1 Podziat podtoza na elementy pretowe

Fig. 1 Truss element ideatization of soil

Rozmieszczenie podparé struktury, umiejscowienie fundamentu oraz pozostate zatozenia
szczegbtowe pokazano na rysunku przedstawiajacym wyniki analizy przykfadu testujacego -
rys. 4a. Mimo wzajemnego przenikania sie pretdw przyjeto grube zatozenie upraszczajace o
niezaleznosci odksztatcen poprzecznych poszczegdlnych pretow sktadowych. Prostsze zasto-

sowanie modelu do rozwigzania zadania ptaskiego przedstawiono w pracach [1],[2],

1.2. Przyblizone oszacowanie parametrow deformacyjnych

Doktadniejsze rozpoznanie parametrow deformacyjnych podtoza jest trudne i praco-
chtonne. Obecnie w naszym kraju jest jeszcze rzadko stosowane. Aby umozliwi¢ testowanie i
ewentualne zastosowanie przedstawionego modelu do analizy zagadnien inzynierskich, propo-
nuje sie nastepujace rozwigzanie uproszczone. Do prowadzonej analizy przyrostowej opartej
na krokowym rozwiazywaniu zadania sprezystego proponuje sie zastosowanie zastepczego
modutu sprezystosci podtuznej Mz. W przykiadzie testujagcym zastepczy modut sprezystosci
pretow modelu przyjeto na podstawie poréwnania odksztatcen modelu i probki gruntowej w

warunkach badan edometrycznych.
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Rys. 2. Poréwnanie odksztatcen prébid i modelu

Fig. 2. Soil element and truss modeli deformation

Analizujgc odksztatcenia probki i modelu (rys. 2), dochodzimy do nastepujacych zale-

znosci:

= (1

0-5*P . ,
_  cosg )
Sp  A*cosa*Mz @)

0.5*P
3
cosg A*cos3a* Mz

Z warunku jednakowych odksztatcen probki i modelu:

)
Dla a = 30° otrzymamy:

&)

Dla pretdw poziomych podlegajacych w zastosowanym uktadzie najpierw odprezeniu ,a
p6zniej rozcigganiu zastosowano modut odprezenia M. Towarzyszace przekroczeniu wy-
trzymato$ci gruntu lokalne zmniejszenie si¢ jego modutu $cisliwosci uwzgledniono w sposéb
przyblizony przez czesSciowe obnizenie modutu sprezystosci w sasiednim precie $ciskanym. W
rozwigzaniu testujgcym przyjeto zmniejszenie dwudziestoprocentowe. Mozna to interpretowac
jako przejscie od wstepnie zatozonego modutu Scisliwosci edometrycznej Mo do modutu

Scisliwosci ogolnej Eo.
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1.3. Ocena wytrzymatosci zastepczej

Wytrzymato$é zastepcza pretow modelu ustala sie zgodnie z zatozeniami Coulomba dla

modelu w warunkach bezposredniego $Scinania - rys. 3:

Rys. 3. Sity w pretach modelu w warunkach bezpo$redniego $cinania

Fig. 3. Truss modeli forces in principiai stresses

D sinJO - S sin30 = N sin® (6)
D co0s30 + S cos30 =N cos¢
Q)
D-S =
D~"S 1g30
(8)
0znaczajac:
otrzymamy warunek dla sity mniejszej w parze pretow:
S<
dtA w

Po dodaniu wptywu spéjnosci (rys. 3b) S=c * A otrzymamy:
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2. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE MODELU

Dzieki przyjetej jednorodnosci modelu nawet gestg siatke obliczeniowg mozna opisa¢ za
pomocy tylko Kkilku powtarzajagcych sie typéw pretdw. Proste i powtarzajace sie macierze
sztywnosci pretow majg postac:

‘ ) MzAn M ZA,,
rkn-kj | [ (12)

Kk  ku) M ZA,, MzAr
| | J

gdzie: kij - sztywnos¢ preta modelu w uktadzie lokalnym,
Mz - zastepczy modut Scisliwosci,
A,, - przekr6j poprzeczny preta n.
Standardowymi metodami opracowanymi dla kratownic buduje sie globalng macierz

sztywnosci wszystkich elementow uktadu.

K (13)

Vknl kn2 ... kniy/
Model kratownicowy rozwigzuje sie klasyczng metodg przemieszczen w ujeciu
macierzowym. Wektor odksztatcen modelu {u} dla zatozonego wektora obcigzen {P}

wyznacza si¢ z rownania macierzowego:

{u{KHP} (14)

3. ALGORYTM ROZWIAZANIA

Do analogowego opisu zachowania sie¢ podtoza proponuje sie zastosowanie wyzej
opisanego modelu strukturalnego w postaci kratownicy zbudowanej z pretébw o ograniczonej
wytrzymatosci. Po przekroczeniu tej wytrzymatosci odpowiedni pret osigga stan graniczny.
Analize prowadzi sie metodg przyrostowa. Efekt uplastycznienia podtoza opisuje sie przez
wielokrotne rozwigzywanie zadania dla struktury z kolejno uplastyczniajgcymi sie elementami.

O uplastycznieniu elementu decyduje przekroczenie w nim umownej wytrzymatosci zastepczej
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odpowiadajgcej przekroczeniu wytrzymatosci gruntu na $cinanie. W rozwigzaniu numery-
cznym zastosowano prostsze w realizacji odpowiednie zmniejszenie ich sztywnosci. Kazdo-
razowo po uplastycznieniu sie preta lub grupy pretdw dokonuje sie ponownego rozwigzania
uktadu dla tej samej wartosci obcigzenia celem sprawdzenia, czy samo uplastycznienie lokalne
nie spowoduje przekroczenia wytrzymatosci na Scinanie w innych pretach. W przypadku
przekroczenia stosuje sie postepowanie iteracyjne az do ustabilizowania uktadu. Dopiero po
ustabilizowaniu modelu wprowadza sie nastepny przyrost obcigzenia. Przy zastosowaniu
matych przyrostéw obcigzenia sukcesywne uplastycznianie sie elementdw okazato sie ptynne i

nie wymagato zastosowania dtugich zabiegéw iteracyjnych.

4. PROBA ZASTOSOWANIA TEORII PLASTYCZNOSCI

4.1. Wprowadzenie

W zaproponowanym algorytmie dla kazdego kroku przyrostowego mozna wprowadzié¢
nowg wartos$¢ zastepczego modutu sprezystosci pretdw modelu. Dla rozwiazan inzynierskich
w pretach sasiadujacych z obszarami przekroczenia wytrzymatosci zastepczej proponuje sie
dwudziestoprocentowe zmniejszanie ich  poczatkowego modutu Scisliwosci. Do analiz
bardziej wyrafinowanych proponuje sie zastosowanie doskonalszych modeli teorii plasty-
cznosci. Wprowadzenie ich polega na zastosowaniu w kazdym kroku przyrostowym odpo-

wiednio obliczanego modutu zastepczego.

4.2. Réwnania konstytutywne modelu Cam-clay

Modut zastepczy dla znanych lub zatozonych parametréw podtoza nalezy wyznaczac z
odpowiednich zwigzkéw konstytutywnych modelu. Dla modelu Cam-clay w warunkach 3-D
Sciskania wyznacza sie go na podstawie zwigzkéw przedstawionych w pracy [3], Zgodnie z
[3] dla modeli stanu krytycznego obowigzujg stowarzyszone prawa ptyniecia. RdOwnania

konstytutywne w przypadku 3-D $ciskania upraszczaja sie do postaci:

g>'= Kepbev+ 3P ‘pSe, @a5)

Sq'= 3P‘pbev+ 3G ‘p5e, (16)
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W warunkach jednoosiowego $ciskania:

8ux* 0, S& =$73 ~ 0 a7

8ei 'm0, 8;2 - 8e3* 0

Wtedy z definicji:

& = ~{8(Ji + 28173) -* fy = -y<7 (19)
& = (ey - 803 —» (lery (20)

(Ofv = (Ify + 2(5~ (21)

ges = j(icy - ¢ij) (22)

Po podstawieniu do zwigzkéw (15), (16):
8a, = 3{ K” + 2P'p 5e, + 6(k‘p- Pr) SE (23)
8(7, = (3P* + 2G") SE£l + 2(i/>" - G") 8e, (24)

Z tego uktadu wyznaczono zwigzek pomiedzy przyrostami naprezenia i odksztatcenia piono-

wego:

(K*p * 2p*f3p» - G - + 2GS (rp-r p
3CTy ) (Iffy (25)
@ -g*p-i(rp-p*p

W ktorym moduty sprezysto-plastyczne zgodnie z [3] wyznaczono z zaleznosci;

M2 [2p" - Pd)
Mian (26)
120*4*
=G- 27
Clp =G Mian @n

21+e
2GM2 P[2p - PO <
pp = 8 (28)
Mian
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Do analizy numerycznej wprowadzono pojecie krokowej wartosci zastepczego modutu
sprezystosci:

[k? +2p") '3p* - Gep) - {iP* + 2(P\kT - p*) (30)

5 WYNIKI ANALIZY DLA PRZYKLADU TESTOWEGO

Przyktadowe wyniki analizy dla gruntu o matej Scisliwosci (Mz = 100 MPa) i o duzej
wytrzymatosci (kat fi = 30 stopni) przedstawiono na rys. 4, 5 Analize prowadzono dla
fundamentu obrotowo-symetrycznego o $rednicy d = 10 m. Jako obcigzenie wstepne przyjeto
zastepcze sity weztowe obliczone dla obcigzenia q = 50 kPa. Przyjeto, ze analizowany jest
grunt niespoisty ijako kryterium uplastycznienia przyjeto przekroczenie wytrzymatosci gruntu
okre$lonej wg hipotezy Coulomba. Wspétczynnik rozporu bocznego Ko przyjeto wg zale-
znosci: Ko = 1 - sin(fi). Przyrosty obcigzenia pionowego przyjeto o wartosci d = 0.25
wielkos$ci obcigzenia wstepnego.

Rys. 4a przedstawia obraz siatki obliczeniowej, proporcje sztywnosci pretow i proporcje

obcigzen oraz symbole podpar¢ struktury. Rys. 4b przedstawia Kierunki i proporcje prze-
mieszczen weztdéw dla obcigzenia wstepnego. Poziome przemieszczenia dosrodkowe modelu
wynikajg z zabiegu dopasowania odksztatcalnosci poprzecznej modelu i podtoza. Na rys. 4c
pokazano proporcje naprezen normalnych, w pretach struktury, pochodzacych od obcigzenia
wstepnego.
Na rysunku 5a udokumentowano kolejnos$¢ uplastyczniania sie pretow struktury. Na rys. 5b
kierunki i proporcje przemieszczeA weztow po uplastycznieniu tuz przed wyczerpaniem
nosnosci. Na rys. 5c pokazano proporcje naprezen normalnych, w pretach struktury,
pochodzacych od obcigzenia koncowego o wartosci zblizonej do nos$nosci graniczne;j.

Na rysunku 6 podano zalezno$¢ osiadania pionowego fundamentu s od wielkosci

obcigzenia pionowego q.
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Rys. 4a. Siatka obliczeniowa, sztywnosci, obcigzenie poczatkowe, podparcie struktury
4b. Przemieszczenia od obciazenia poczatkowego
4c. Naprezenia normalne w pretach od obc. poczgikowego

Fig. 4a. Net calculation, suiiheses. initial load, fixed support of structure
4b. Displacement for initial load
4c. Truss normall stresses for initial load
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Rys. 5¢ Kolejnos¢ uplastyczniania sie pretow struktury
5b. Przemieszczenia po uplastycznieniu od obc korncowego
5c. Naprezenia normalne w pretach od obciat. koricowego

Fig. 5a.Sequence plasncizadon truss of structnre
5b. Displacement for fmall load
4c. Truss nonnail stresses for finat load
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Rys. 6. Zalezno$¢ obcigzenie-osiadanie
Fig. 6. Results of displacement test
Na rysunku 7 przedstawiono rozktad oddziatywan kontaktowych pomiedzy budowlg a
podtozem dla obcigzenia wstepnego oraz po uplastycznieniu modelu tuz przed wystgpieniem
stanu granicznego. Przy do$¢ duzych przyrostach obciazenia uzyskano dobrg zgodno$¢ wyni-
kéw obliczen z wynikami znanymi. Stanowi to wstepne potwierdzenie stusznosci i dopu-

szczalnosci przyjetych zatozen upraszczajacych.

Apoczgikowe

koncowe

Rys. 7. Rozkiad oddziatywan kontaktowych

Fig. 7. Contact stresses distribution

6. WNIOSKI

1 Zaproponowany model pozwala analizowa¢ zmiany stanu naprezenia i odksztatcenia
podtoza oraz okresla¢ zmiany rozktadu oddziatywan kontaktowych pomiedzy budowlg a

podtozem w calym zakresie obcigzenia az do wyczerpania no$nosci.
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2. W analizie precyzyjnej mozliwe jest krokowe wykorzystanie réznych modeli teorii plasty-
cznosci. Mozliwosé wyzej opisanego zastosowania modelu Cam-clay przeanalizowano w
pracy [4], gdzie zastosowano go do opisu przebiegu odksztatcen probki gruntowej w
aparacie tréjosiowego Sciskania.

3. Do zastosowan inzynierskich oraz przy braku dokfadnych parametrow opisujacych
odksztatcenia plastyczne podioza zaproponowane postepowanie uproszczone wydaje sie
obiecujace. Wymaga to jednak przeprowadzenia szeregu dalszych testow poréwnawczych.
Rozstrzygajace moze by¢ np. poréwnanie rozwigzan z wynikami uzyskiwanymi metoda
elementow skonczonych.

4. Na podstawie dotychczasowych bada mozna wnosi¢, ze wyniki analizy sg mato wrazliwe
na wielko$¢ przyjmowanego przyrostu obcigzenia pionowego i na gesto$¢ siatki obli-
czeniowej. W dotychczasowych badaniach testowych proces iteracyjny okazat sie szybko
zbiezny. Przedstawiony model ma te przewage nad dotychczasowymi modelami inzy-
nierskimi, ze pozwala na réwnoczesne $ledzenie narastania naprezen i odksztatcen.

5. Przedstawiona metoda analizy nalezaca do grupy przyblizonych rozwigzan statycznie
dopuszczalnych jest przejrzysta, komunikatywna oraz ma pewne walory dydaktyczne i
poznawcze.

6. Dzieki wyzej wymienionym zaletom zaproponowany model pretowy jest przydatny do
uproszczonego opisu zachowania sie podtoza gruntowego w warunkach zadania obrotowo-

symetrycznego.

LITERATURA

[1] Chmieiniak S.: Rozw0j odksztalcen podioza gruntowego budowli wywotanych
eksploatacjg gornicza, Mat. V Nauk. Techn. Konf. "Budownictwo na terenach
goérniczych™ Kamien k. Rybnika maj 1990.

[2] Chmieiniak S.: Uproszczona analiza odksztatcer niesprezystych podtoza gruntowego
budowli w warunkach eksploatacji gorniczej, Prace ITB Kwartalnik nr 1-2, (77-78)1991.

[3] Gryczmanski M.: Sprezysto-plastyczne modele o$rodkéw rozdrobnionych, Mat.

Seminarium Katedry Geotechniki na Wydz. Budownictwa Pol. SI. w Gliwicach 1994



26 S. Chmieimak

[4] Chmielniak S.: Sprawozdanie z wykonania pracy: Nauk.-Bad. @ BW-68/RB-2/94 Z.3.
"Sprezysto-plasyczny model pretowy podtoza w analizie zagadniehn osiowo-syme-
trycznych" (Prace Inst. Konstr. Bud. Kat. Geotecniki, nie publikowane).

[5] Furmanczyk S.: Oszacowania rozwigzan dla ciata przez sity w pretach kratownicy. Mat.

XXXVH KN £ODZ-KRYNICA 1991.

Recenzent: Dr hab. Zbigniew Sikora

Prof. Politechniki Gdanskiej

Whplyneto do Redakcji 1. 05. 1995 r.

Abstract

The paper contains the theoretical assumption, description and constitutive equations of the model.
A method of approximate estimation of its deformative and resistantive parameters has been
presented. It is assumed that the truss members are of limited strength and the members of
exceeded strength got plastified. The strength of the truss member has been fixed according to the
Coulomb-hypothesis and the initial modulus of elasticity has been derived from the soil sample
conditions of equal settlement and from the model. The problem will be solved using incremental
method i.e. by iterative analyzing of the structure of successive plastifying truss members. An
attempt of application of constitutive relations for the plasticity theory models has also been made.
It is based on the estimation ofthe step value of the virtual modulus of elasticity of the model's truss
members. An exact descnpnon of Cam-Clay-Model application has been shown. The solution of
the problem is illustrated by an example to analyses the state of stress and the increase of the
plastification zone in the subsoil (under the foundation) up to the limit state. The said solution can
be applied in more precise analysis of strains, increase of settlements and distribution of contactual
stresses by any load level until the load-carrying ability of the subsoil is spent



